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P RÉ  F A CE. 

L’application  de  l’Analyfè  algébrique  aux  différentes 
queftions  qui  font  du  reflbrt  des  Mathématiques , fe  fait 
prefque  uniquement  à l’aide  des  équations.  On  a donc  dû 
s’attacher  de  bonne  heure  à la  théorie  de  celles-ci , & à 
la  perfection  des  méthodes  pour  en  tirer  les  conclufions 
générales  & particulières  quelles  peuvent  fournir , & 
pour  y arriver  par  les  moyens  les  plus  sûrs , les  plus  fim- 
ples  & les  plus  expéditifs. 

Mais,  lorfque  les  quantités  dont  une  queftion  dépend , 
commencent  à être  un  peu  nombreufes  ; & lorfqu’en 
même  temps , les  différens  rapports  qui  les  lient  les  unes 
aux  autres , commencent  à être  un  peu  compofés , l’art  de 
foumettre  le  tout  à des  règles  générales  & néanmoins 
aufTi  fimples  qu’il  eft  poffible,  exige  des  {oins  dont  on  Ce 
laifle  détourner  d’autant  plus  volontiers,  que  le  champ 
inépuifable  des  recherches  mathématiques  offre  conti- 
nuellement des  objets  plus  riants  , dont  la  jouifiance  eft 
plus  prochaine,  & où  la  fàgacité  trouve  affez  de  quoi  fe 
développer  d’une  manière  Hatteufè. 

C’est  cette  raifon,  fans  doute , qui,  au  moment  de  la 
découverte  de  l’analyfe  infinitéfimale,  a fait  prefque  aban- 
donner l’analyfe  des  quantités  finies  , quoiqu’à  peine  on 
eût  effleuré  ou  examiné  les  difficultés  que  celle-ci  laiffoit  à 
rélbudre , & conftaté  la  bonté , la  fureté  , letendue  des 
méthodes  que  l’on  croyoit  avoir  pour  la  folution  des 
queftions  qui  pouvoient  être  de  (on  reffort. 

L’Analyse  infinitéfimale  également  attrayante  âc 
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importante  par  les  objets  nombreux  & utiles  auxquels  on 
a vu  qu’elle  pouvoit  être  appliquée , a entraîné  tout  l’in- 
térêt & tous  les  efforts  ; & l’analyfè  algébrique  finie 
femble,  à compter  de  cette  époque , n’avoir  été  regardée 
que  comme  une  partie  fur  laquelle  ou  il  ne  reftoit  plus 
rien  à faire  , ou  dans  laquelle  ce  qui  reftoit  à faire , n’au- 
roit  été  que  de  vaine  fpéculation. 

Cette  caufè  qui  ferait  d’ailleurs  bien  loin  d’avoir 
aucun  fondement  réel , n’eft  cependant  pas  la  feule  à 
laquelle  on  doit  attribuer  le  peu  de  progrès  de  l’analyle 
algébrique  finie.  Nous  ofons  croire,  d’après  notre  travail , 
que  les  difficultés  dont  la  matière  eft  fufceptible  pour  être 
traitée  avec  une  certaine  généralité,  en  partant  des  mé- 
thodes qu’on  a imaginées  jufqu’à  préfènt,  aurait  pu  aufii 
affaiblir  dans  quelques  Analyftes  l’efpoir  d’y  faire  des  pas 
d’une  certaine  étendue.  Ce  fèntiment  ne  nous  eft  pas 
fuggéré  par  une  prévention  en  faveur  de  notre  ouvrage  : 
nous  conviendrons  ingénuement  que  nous  avons  long- 
temps penfé  de  même,  & travaillé  fins  fuccès,  tant  que 
nous  n’avons  attaqué  quelques-unes  des  matières  conte- 
nues dans  cet  ouvrage , qu’à  l’aide  des  méthodes  connues 
jufques-là. 

Néanmoins  la  nécefiité  de  perfectionner  cette  partie  , 
n’a  pas  échappé  à ceux  à qui  l’analyfe  infinitéfimale  eft  le 
plus  redevable  : on  a vu  que  celle-ci  même  avoir  befoin 
que  la  première  fut  perfectionnée.  Entre  plufieurs  Ana- 
lyftes très-diftingués, les  célèbres  M.  Euler  & de  la  Grange 
ont  donné  fur  cette  matière  des  Mémoires  qui  ne  ren- 
ferment ni  moins  de  profondeur,  ni  moins  de  fiigacité  que 
les  autres  productions  de  ces  iiluftres  Analyftes.  Néan- 
moins toutes  les  recherches  un  peu  générales  que  l’on  a 
faites  jufqu’ici  fur  les  équations,  fe  réduifent  toutes  (fi  on 
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en  excepte  feulement  les  équations  du  premier  degré  ) à 
des  méthodes  pour  obtenir  le  réfultat  le  plus  ftmple  de  la 
combinaifon  de  deux  équations  & deux  inconnues  -,  en- 
core n’eft-ce  qu’en  mettant  ces  équations  fous  la  forme 
d’équations  à une  inconnue  , qu’on  eft  parvenu  à donner 
à ces  méthodes  la  perfection  quelles  ont  acquife  avec  le 
temps.  Mais  on  ne  voit  nulle  part  aucune  trace  de  mé- 
thodes pour  traiter  cette  clafle  très-limitée  d’équations , 
en  les  prenant  dans  tout  leur  développement  naturel  ; 
encore  moins  en  a-t-on  pour  un  nombre  quelconque 
d’équations  & d’inconnues. 

S i on  fait  attention  que  fur  un  nombre  infini  d équa- 
tions & d’inconnues  dont  la  folution  d’un  problème  quel- 
conque peut  dépendre  , on  ne  fàvoit  encore  traiter  que 
le  cas  de  deux  équations  & deux  inconnues  ; qu’on  ne 
fàvoit , dis-je , traiter  que  ce  feul  cas , avec  la  certitude 
de  ne  rien  introduire  d’étranger  à la  queftion  , on 
conviendra  fans  doute,  avec  nous,  que  toutreftoit  à faire 
fur  cette  matière.  Arrêtons-nous  un  moment  fur  l’état  où 
étoit  l’analyfe , lorfque  nous  avons  entrepris  le  travail  que 
nous  donnons  aujourd’hui. 

I l eft  tout  fimple  que  dans  les  premiers  temps  où  on 
eflàya  de  combiner  entr’elles  les  équations  de  degrés  fu- 
périeurs  au  premier , on  n’en  ait  d’abord  comparé  en- 
tr’elles que  le  plus  petit  nombre.  L’imperleétion  des 
méthodes  expofbit  à des  calculs  fi  compofés , qu’on  ne 
pouvoit  élever  fon  vol  bien  haut.  On  a donc  commencé 
par  des  équations  à deux  inconnues , & d’abord  de  degrés 
très-peu  élevés.  Par  diverfes  combinaifons  de  ces  deux 
équations  , on  déterminoit  les  valeurs  confécutives  des 
différentes  puiiïànces  de  l’inconnue  qu’on  vouloit  élimi- 
miner , depuis  la  plus  haute  de  ces  puiftànces  jufqu’à  la 

ai) 


Digitized  by  Google 


IV 


PRÉFACE. 

plus  bafle  ; & leur  fubftitution  dans  l'une  des  équations 
propofées  , donnoic  enfin  une  équation  où  il  ne  reftoic 
plus  qu’une  inconnue.  Ce  premier  pas  fait , on  a conclu 
que  fi  l’on  avoit,  par  exemple,  trois  équations  & trois 
inconnues , on  pouvoir  par  le  même  procédé , en  compa- 
rant , par  exemple , la  première  de  ces  équations  à la 
fécondé  , arriver  à une  équation  qui  ne  renfermeroit  plus 
que  deux  inconnues  : que  l’application  du  même  procédé 
à la  comparailon  de  la  première  équation  à la  troifième  , 
ou  de  la  féconde  à la  troifième,  conduiroit  pareillement 
à une  équation  qui  ne  renfermeroit  plus  que  les  deux 
mêmes  inconnues.  Qu’en  fin  ayant  ainfi  ramené  les  trois 
équations  propofées  à deux  équations  à deux  inconnues 
feulement , le  même  procédé  appliqué  à ces  deux -ci  , 
conduiroit  enfin  à une  équation  qui  ne  renfermeroit  plus 
qu’une  inconnue;  & de-là  on  a conclu  qu’en  général  par 
le  même  procédé,  on  arriveroit  toujours,  pour  un  nom- 
bre quelconque  d’équations  à pareil  nombre  d’inconnues, 
à une  feule  équation  ne  renfermant  qu’une  feule  in- 
connue. 

Mais  quand  ce  procédé  n aurait  pas  eu  les  défauts 
elfentiels  dont  nous  allons  parler,  il  n’auroit  été  encore 
qu’un  moyen  de  ramener  la  queftion  à ne  dépendre  que 
d’une  feule  inconnue,  & il  auroit  encore  laiffé  prefque 
tout  à défirer  pour  la  théorie  générale  des  équations. 

En  effet  , avec  un  peu  de  connoiflânce  du  calcul , & 
d’attention  fur  la  nature  de  cette  méthode , on  voit  que 
les  équations  propofées,  pourront,  félon  les  variétés  fans 
nombre  qu’on  aura  pu  fe  permettre  dans  les  détails  du 
calcul,  concourir  très-différemment  à la  formation  de  la 
dernière  équation  : enforte  que  félon  la  manière  dont  on 
aura  calculé,  on  peut  avoir  des  expreffxons  très-  diflé- 
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rentes  de  cette  équation.  Cependant  elle  doit  être  unique. 
Quelles  connoiiTances  une  pareille  équation  finale  auroit- 
elle  donc  pu  donner  fur  les  propriétés  générales  des 
équations  propofees  ? Quelle  utilité  la  théorie  générale 
des  équations  pouvoit-elle  retirer  d’une  femblable  mé- 
thode, dont  le  réfultat , au  contraire , étoit  de  mafquer  Sc 
d’envelopper  les  propriétés  générales  peut-être  encore 
plus  quelles  ne  letoient  dans  l’état  primitif  des  équations 
propofees  ? Il  s’en  falloir  donc  de  beaucoup  qu’on  pût 
regarder  ce  procédé  comme  utile  pour  la  théorie  générale 
des  équations. 

Considérons-le,  préfentement , relativement  à l’uti- 
lité dont  on  pouvoit  du  moins  le  croire,  pour  concentrer 
toutes  les  équations  propofees  en  une  feule,  & en  déduire 
le  véritable  nombre  de  folutions , & les  vraies  folutions 
de  la  queftion. 

Puisque  d’après  l’obfèrvation  que  nous  venons  de  faire, 
l’équation  finale  à laquelle  on  feroit  conduit  par  ce  pro- 
cédé , peut  être  différente  félon  la  manière  dont  on  l’aura 
appliqué  , & que  cependant  on  fènt  bien  qu’il  ne  peut 
y avoir  qu’une  feule  équation  finale  , laquelle  doit  être 
tout-à-fait  indépendante  de  la  manière  dont  on  aura  cal- 
culé , on  doit  en  conclure  que  l’équation  finale  trouvée 
par  toutes  ces  éliminations  fiicceffives  , n’eft  point  la  vé- 
ritable équation  finale , mais  la  renferme  feulement  , en- 
gagée par  multiplication  avec  des  quantités  étrangères  à 
la  queftion.  On  voit  donc  d’abord  que  cette  méthode 
( impraticable  , d’ailleurs , par  l’immenfité  des  calculs 
dans  des  cas  même  fort  fimples  ) conduifoit  à des  calculs 
inutiles;  quelle  trompoit  fur  le  véritable  degré  de  l’é- 
quation finale , & n’offroit  rien  d’ailleurs , qui  pût  fervir 
à diftinguer  ni  le  nombre  des  folutions , ni  les  véritables 
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folutions,  d’avec  celles  qui  n’appartenoient  pas  à la 
queftion.  Il  au roic donc  fallu  lavoir,  du  moins , quel  dévoie 
être  le  véritable  degré  de  l’équation  finale;  & on  en  étoit 
bien  loin.  Mais  quand  même  on  auroic  eu  cette  connoif- 
lance,  il  auroit  iallu  que  fanalyfe  fournît  d’ailleurs  des 
moyens  d’extraire  le  faéteur  ou  les  faéteurs  fijperflus:orles 
fècours  que  l’analylè  pouvoit  fournir  pour  cet  objet,  étoient 
bien  inférieurs  à la  difficulté  qui  les  rendoit  nécelîaires. 

Que  ces  difficultés  aient  été  vues , ou  non , dans  toute 
leur  étendue  , elles  fe  font  fait  fentir  du  moins  fur  les 
équations  à deux  inconnues.  L’cnorme  complication  des 
calculs  auxquels  on  cil  conduit  par  l’élimination  fuccef- 
five  , efl  fans  doute  la  caufè  pour  laquelle  on  ne  trouve 
dans  les  Ecrits  des  Analyses  aucun  réfultat  fi  peu  général 
que  ce  puiffe  être,  fur  les  équations  à plus  de  deux  incon- 
nues , fi  ce  n’eft  pour  les  équations  du  premier  degré. 

Mais  les  vues  des  Analyses  diftingués  à qui  l’imper- 
feétion  & les  vices  de  l’analyfe  fe  font  préfèntés  , fe  font 
toutes  tournées  vers  les  équations  à deux  inconnues. 

M.  Euler  a donné  des  moyens  pour  arriver  à l’équation 
finale  dégagée  de  tout  faéleur  fupertîu  , 8c  a en  même 
temps  déterminé  le  véritable  degré  de  l’équation  finale  , 
dans  ces  fortes  d’équations , lorlqu  elles  ont  tous  leurs 
termes  , ou  lors  même  quelles  font  incomplettes  , mais 
feulement  par  l’abfence  de  quelques-unes  des  puifianccs 
les  plus  élevées  de  l’une  ou  de  l’autre  inconnue. 

M.  Cramer  , dans  fon  excellente  analyfè  des  lignes 
courbes  , a donné  un  procédé  très-beau  & très-fimple 
pour  le  même  objet.  Divers  autres  Analyses  très-dillin- 
gués  s’en  font  occupés  depuis  , mais  dans  la  vue  feule- 
ment de  rendre  les  calculs  plus  faciles  & leurs  réfultats 
plus  propres  à préfenter  les  propriétés  générales  de  ces 
fortes  d’équations. 
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Je  n’ai  garde  de  vouloir  diminuer  le  mérite  de  ce  tra- 
vail , mais  je  ne  puis  me  dilpenfer  d’obfcrver  que  très- 
utile  , lorfqu’on  n’avoit  que  deux  équations  8c  deux  incon- 
nues, fbn  application  à un  plus  grand  nombre  d’équations 
& d’inconnues , iaifoit  retomber  dans  les  mêmes  difficultés 
que  nous  avons  obfèrvées  dans  la  méthode  primitive. 

Pour  appliquer  ces  méthodes  à un  plus  grand  nombre 
d’équations  & d’inconnues  , il  lalloit  comme  dans  la  pré- 
cédente, combiner  les  équations  deux  à deux.  Or  quoique 
les  résultats  de  ces  combinaifons  n’aient  point  de  tableur  , 
ils  n’en  font  pas  moins  plus  compofés  qu’il  n’eft  néceflaire; 
& l’emploi  qu’on  doit  en  faire  enfuite  pour  procéder  à 
une  nouvelle  élimination  , non-feulement  fe  tait  par  un 
travail  beaucoup  plus  pénible  qu’il  n’eft  néceflaire  ; mais 
conduit  à un  réiùltat  encore  beaucoup  plus  compote  que 
le  véritable  , & qui  fe  complique  d’autant  plus  que  le 
nombre  des  éliminations  fuccciîives  eft  plus  grand  : de  plus , 
rien  ne  peut  faire  reconnoitre  le  facteur  fuperflu,  qui  fins 
tè  manitefter  d’ailleurs  , n’arrive  qu’à  la  dernicre  équation. 

Ainsi, malgré  la  perfeétion  donnée  aux  équations  à deux 
inconnues , l’analyte  manquoit  encore  de  moyens  pour  un 
plus  grand  nombre  d’équations  & d’inconnues. 

Diverses  recherches  analytiques  m’a  voient  donné  lieu 
de  réfléchir  tiir  cet  état  d’imperleélion  de  l’analyfe  , & de 
tenter  d’en  enlever  quelques  difficultés.  L’une  des  princi- 
pales cautès  de  cette  complication  venoit  de  ce  que  dans 
l’application  de  la  méthode  de  M.  Euler,  comme  de  celle 
de  M.  Cramer,  on  étoit  aflujéti  à combiner  les  équations 
deux  à deux. 

Il  me  parut  allez  naturel  que  l’efpecc  d’indétermina- 
tion que  ce  procédé  laifle  dans  les  réfùltats  fuccefliis  de 
ces  éliminations,  leur  donnât  intrinsèquement  une  étendue 
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qui  n’appartient  pas  à la  queftion  ; & je  conçus  dès-lors 
qu’en  combinant  les  équations  en  plus  grand  nombre  à la 
fois , on  pouvoit  efpérer  des  réfultats  plus  fimples.  Ce 
foupçon  me  conduifit  à un  travail  qui  a fait  la  matière  d’un 
Mémoire  parmi  ceux  de  l’Académie  des  Sciences  pour 
l’année  1764. 

Mais  quoique  par  les  moyens  propofés  dans  ce  Mé- 
moire on  arrive  en  effet , toujours  , à une  équation  finale 
beaucoup  -moins  compofée  , que  par  les  méthodes  qu’on 
avoit  jufques-là  , néanmoins  on  n’arrive  pas  à l’équation 
finale  la  plus  fimple  ; & quoique  le  facteur  qui  complique 
le  résultat  foit  bien  moins  élevé  que  par  les  autres  procé- 
dés , il  efl  en  général  d’autant  plus  compofé  , que  les 
équations  propofées  le  font  plus  elles-mêmes. 

Ces  difficultés  n’ont  pu  que  me  faire  fentir  plus  vive- 
ment combien  l’analyfe  étoit  encore  imparfaite  : & il  m’a 
paru  qu’une  méthode  exempte  de  ces  défauts  pouvoit  être 
l’objet  d’un  travail  utile.  Il  s’en  faut  bien  que  dès-lors  j’en- 
vifageallè  tous  les  autres  avantages  quelle  pourrait  pro- 
curer à l’analyfe  ; mais  l’objet  feul  d’arriver  d’une  maniéré 
certaine  à l’équation  finale  la  plus  bafïe  qui  puiffe  réfùlter 
d’un  nombre  quelconque  d’équations  propofées  , me  pa- 
roiffoit  affez  vafte  pour  mériter  des  recherches  affidues. 

Il  y avoit  déjà  long-temps  que  je  foupçonnois  que  la 
caufè  générale  des  vices  des  méthodes  employées  pour  cet 
objet , étoit  la  néceflité  de  n’éliminer  les  inconnues  que 
fucceffivement  : & par  une  fuite  de  réflexions  fur  cette 
matière , j’étois  parvenu  à en  voir  la  conviction. 

Jf.  fends  donc  qu’il  n’étoit  plus  queftion  , pour  faire 
quelques  pas  dans  cette  carrière , de  fonger  à emprunter 
le  fecours  des  méthodes  connues;  & qu’il  falloir  abfolu- 
ment  employer  des  moyens  nouveaux. 

L’idée 
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L’idée  de  multiplier  les  équations  propofées  , par  des 
fonctions  de  toutes  les  inconnues  qu’elles  renferment , de 
faire  une  fomme  de  tous  ces  produits , & de  fuppofer  , 
dans  cette  fomme  , que  tous  les  termes  affeétés  de  toutes 
les  inconnues  qu’il  s’agit  d éliminer  , s’anéantiffent  ; cette 
idée  , dis-je , s’étoit  déjà  préfentée  plufieurs  fois  à mon 
efprit , ainfi  que  probablement  elle  s’eft  offerte  à d’autres. 
Mais  quelles  dévoient  être  ces  fonélions  pour  fatisfairc  à 
la  queftion  ! Elles  pouvoient  fournir  moins  , autant , ou 
plus  de  coéfficiens  qu’il  n’eft  néceffaire  pour  l’anéantifïe- 
ment  des  termes  à éliminer.  Quel  ufage  pouvoit-on  faire 
des  coéfficiens  furnuméraires  ? Qui  étoient-ils  1 En  quel 
nombre  étoient-ils  ? Et  s’il  étoit  poflible  d’en  employer  un 
nombre  moindre  que  celui  des  termes  à faire  difparoîtrc 
( comme  cela  a lieu  , en  effet , dans  plufieurs  cas  , ainfi 
qu’on  le  verra  fur  la  fin  de  cet  Ouvrage  ) , comment  de- 
voit-on  fe  conduire  pour  ne  pas  arriver  à des  équations 
de  condition? 

Ces  queftions  étoient  précifément  ce  qui  faifoit  le 
nœud  de  la  difficulté.  Ignorant  pleinement  quel  devoir 
être  le  degré  de  l’équation  finale , on  ignoroit  également 
celui  qu’on  devoit  donner  aux  polynomes-multiplicateurs, 
& par  conféquent  aulfi  le  nombre  total  des  coéfficiens 
qu’ils  pouvoient  fournir  ; à plus  forte  raifon  ignoroit-on 
combien  il  y en  avoir  d’inutiles.  On  fe  feroit  bien  trompé 
fi  en  prenant  au  hazard  le  degré  des  polynomes-multipli- 
catcurs,on  avoit  cru  pouvoir  juger  du  nombre  de  leurs 
coéfficiens  arbitraires , par  la  différence  entre  le  nombre 
total  des  coéfficiens  de  tous  ces  polynômes  , & le  nombre 
des  termes  à faire  difparoître. 

En  un  mot , l’idée  de  procéder  à l’élimination  en  mul- 
tipliant les  équations  propofées , reftoit  toujours  une  idée 
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flérile , tant  que  ces  queftions  n’auroient  pas  été  réfolues. 
’ Je  jugeai  donc , d’abord  , devoir  m’attacher  à connoître 
d’une  maniéré  générale  quel  étoit  le  nombre  des  coëffi- 
ciens  des  polynomes-multiplicateurs  fur  le  fecours  des- 
quels on  ne  devoit  pas  compter  pour  l’élimination. 

L’état  de  la  queftion  fut  alors  celui-ci  : ayant  un  poly- 
nôme quelconque  , renfermant  un  nombre  quelconque 
d'inconnues  : ayant  aulfi  un  nombre  quelconque  d’équa- 
tions entre  ces  inconnues  ; combien  y a-t-il  de  termes  dans 
ce  polynôme , dont,  en  vertu  de  ces  équations  , on  puiiTe 
diipofer  arbitrairement  ? 

Il  efl  clair  que  fi  ces  équations  permettent  de  faire 
tout  ce  que  l’on  voudra  d’un  certain  nombre  de  termes 
dans  le  polynôme  propofé  , qu’à  quelque  ufagc  qu’on 
deftine  ce  polynôme  , on  ne  doit  pas  compter  le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  à cet  ufage , par  le  nombre  total  de 
fes  termes  , mais  feulement  par  l’excès  du  nombre  total  de 
les  ter/nes  fur  le  nombre  de  ceux  dont  les  équations  per- 
mettent de  difpofer  arbitrairement. 

Je  n’embraflai  pas  d’abord  , comme  on  peut  bien  le 
pcnfer , dans  la  rélolution  que  je  me  propofiii  de  trouver 
de  cette  queftion  , toutes  les  différentes  formes  d équa- 
tions qu’on  peut  concevoir.  Je  me  propofài  de  la  réfou- 
dre  pour  un  nombre  quelconque  d’équations  complexes, 
c’eft-à-dire,  à qui  il  ne  manqueroit  aucun  des  termes  que 
leur  degré  comporte. 

Cette  première  queftion  rcfoluc  m éclaira  bientôt  fur 
la  marche  que  je  devois  tenir,  pour  déterminer  le  degré 
de  l’équation  finale  rélultante  d’un  nombre  quelconque 
d équations  complettes , de  degrés  quelconques , & ren- 
fermant pareil  nombre  d’inconnues. 

En  effet,  fi  on  conçoit  qu’on- multiplie  l’une  quel- 
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conque  de  ccs  équations  par  un  polynôme  complet  d’un 
degré  indéterminé  quelconque  ; de  même  qu’à  l’aide  de 
toutes  les  autres  équations  on  peut  faire  perdre  à ce  po- 
lynome-multiplicateur , un  certain  nombre  de  termes  ; de 
même , & par  les  mêmes  moyens  , on  peut  en  faire 
perdre  un  certain  nombre  à lequation-produit.  Et  non- 
feulemcnt  on  le  peut,  mais  ce  n’eft  même  qu’en  l’exécutant 
qu’on  exprime  dans  la  derniere  équation  tout  ce  qu’ex- 
priment les  autres  équations. 

Donc  , puifque  par  ce  procédé,  on  a véritablement  ex- 
primé toutes  les  conditions  de  la  quellion,  les  termes  qui 
pourront  relier  affeétés  des  inconnues  qu’il  s’agit  d éli- 
miner , doivent  difparoître  d’eux-mêmes.  Il  faut  donc  que 
le  polynome-multiplicateur  ait  introduit  dans  lequation- 
produit , un  nombre  de  coëfficiens  fuffifant  pour  faire  dif- 
paroître ces  termes  ; c’eft-à-dire  , que  non  compris  ceux 
dont  on  peut  dilpolèr  arbitrairement , il  en  ait  alfez  pour 
faire  dilparoître  les  termes  qui  relieront  à faire  dilparoître 
dans  lequation-produit. 

Ces  idées  fondamentales  établies,  il  fut  quellion  de  les 
employer.  Cet  emploi  exigeoit  deux  chofes  : la  première, 
l’exprelïion  générale  du  nombre  des  termes  d’un  polynôme 
complet  quelconque , objet  facile  ; la  fécondé  , celle  du 
nombre  des  termes  rcllans  dans  un  polynôme  complet 
quelconque , lorfqu’on  en  a fait  dilparoître  tous  ceux  dont 
on  peut  dilpolèr  en  vertu  d’un  nombre  donné  d’équa- 
tions. Cette  derniere  exigeoit , comme  on  le  verra,  j’ef- 
pere,  quelqu’attention  & quelqu’adrefle , pour  être  mife 
fous  une  forme  qui  fît  obtenir  d’une  maniéré  très-fimple, 
le  réfultat  très-fimple  auquel  elle  devoir  conduire,  & qu’il 
eût  peut-être  été  bien  difficile  de  démêler,  fans  l’atten- 
tion que  nous  avons  eue  de  rapporter  toutes  ces  différentes 
expreiïions  , aux  différences  finies.  b ij 
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Pour  ne  pas  exiger  du  Leéteur , de  recourir  ailleurs  , 
pour  l’intelligence  de  ce  que  nous  difons  fur  l’exprelfion 
du  nombre  des  termes  des  polynômes , ainfi  que  pour  les 
notions  que  nous  employons  fur  les  différences  finies  , & 
les  fommes  de  quelques  quantités  finies , nous  avons  placé 
à la  tête  de  cet  ouvrage  une  introduction  qui  renferme 
celles  de  ces  notions  dont  nous  ferons  ufàge. 

C’est  en  appliquant  ces  moyens  & ces  idées  aux  équa- 
tions complettes , que  nous  fommes  parvenus  à ce  théo- 
rème général Le  degré  de  l’équation  finale  réfultante 

d'un  nombre  quelconque  d’équations  complettes , renfermant 
un  pareil  nombre  d’inconnues , & de  degrés  quelconques  , efl 
égal  au  produit  des  expofàns  des  degrés  de  ces  équations. 
Théorème  dont  la  vérité  n'étoit  connue  & démontrée  que 
pour  deux  équations  feulement. 

Quelque  étendu  que  ce  foit  ce  théorème , & quelque 
utilité  qu’il  puilTe  avoir  dans  un  grand  nombre  de  recher- 
ches analytiques , il  s’en  lalloit  encore  de  beaucoup  qu’il 
ne  laifsât  plus  rien  à defirer.  Par  le  peu  qu’on  favoit  fur 
les  équations  à deux  inconnues , à qui  il  manque  les  plus 
hautes  puiflànces  de  ces  inconnues  , on  ne  pouvoit  dou- 
ter qu’il  n’y  eût  une  infinité  d’équations  qui,  par  l’abfence 
de  quelques-uns  de  leurs  termes , ne  fuffent  dans  le  cas  de 
donner  une  équation  finale*  d’un  degré  inférieur  au  pro- 
duit des  expofàns  de  leurs  propres  degrés.  Or  cette  chiffe 
d’équations  eft  infiniment  plus  étendue  que  la  première  , 
quoique  celle-ci  s’étende  à l’infini. 

Non-seulement  cette  clarté  d équations  eft  infinie  lorf- 
qu’on  la  confidere  par  rapport  à un  nombre  quelconque 
d’inconnues  ; mais  elle  l’eft  encore  par  les  variétés  qu’on 
peut  concevoir  à l’infini , dans  l’efpèce  des  termes  qui 
peuvent  leur  manquer,  & qui  peuvent  avoir  influence 
fur  le  degré  de  l’équation  finale. 
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Pour  procéder  avec  ordre  , je  me  fuis  d’abord  propofé 
de  déterminer  le  degré  de  l’équation  finale  réfultante  d’un 
nombre  quelconque  d’équations  à pareil  nombre  d’incon- 
nues , qui , étant  incomplettes , le  î’eroienr  avec  les  condi- 
tions fuivantes. 

i.°  Que  le  nombre  total  des  inconnues  étant  /?,  leur 
combinaifon  n à n feroic  d’un  certain  degré  quelconque 
différent  pour  chaque  équation  ; 2°  que  leurs  combi- 
naifbns  n — 1 à n — 1 feroient  de  degrés  quelconques  , 
differens  non-feulement  pour  chaque  équation , mais  en- 
core pour  chacune  de  ces  combinailbns  ; 3.0  que  leurs 
combinailons  n — 2 à n — 2 feroient  de  degrés  quelcon- 
ques, differens  non -feulement  pour  chaque  équation, 
mais  encore  pour  chacune  de  ces  combinailbns,  & ainfi  à 
l’infini. 

Mais  comme  il  n’eft  pas  polîible  d’attaquer  de  front  la 
folution  de  ce  problème,  je  l’ai  prife  dans  le  fens  in- 
verfe,  c’eft-à-dire , en  ne  fuppofànt  d’abord  que  l’ablcnce 
des  plus  hautes  dimenfions  des  combinailbns  une  à une  , 
puis  l’abfence  de  celles-ci , & des  plus  hautes  dimenfions 
des  combinailbns  deux  à deux , &c.  & d’abord, avec  quel- 
ques reftriétions,  mais  dont  l’objet  étoit  de  faciliter  l’intel- 
ligence de  la  méthode,  mais  qui  ne  limitent  nullement  fon 
application  à tous  les  cas. 

Pour  parvenir  à traiter  cette  nouvelle  claffe  d’équa- 
tions , j’ai  changé  la  marche  que  j’avois  fuivic  pour  les 
équations  complettes;  non  que  je  n’euffè  pu  perfévérer; 
mais  l’application  eût  exigé  des  développemens  & des  dé- 
tails dont  j’étois  dilpenfé  par  celle-ci  que  j’ai  embraiïee 
d’autant  plus  volontiers , qu’elle  eft  applicable  aux  équa- 
tions complettes,  comme  aux  équations  incomplettes. 

Dans  ce  nouveau  procédé , comme  dans  le  premier,  il 
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eft  ncceflaire  d’avoir  l’expreflion  du  nombre  des  termes 
de  l 'équation-produit , du  polynôme  - multiplicateur  , & 
de  tous  les  différens  polynômes  qui  concourent  à l’ex- 
preflion  du  nombre  de  coëfficiens  inutiles  de  celui-ci.  Je 
donne  donc  les  moyens  de  calculer  le  nombre  des  termes 
des  polynômes  dont  je  fais  ufàge,  & les  différentes  ex- 
preflions qui  doivent  concourir  à celle  du  degré  de  l’é- 
quation finale  : ce  n’eft  que  dans  l’ouvrage  même  qu’on 
peut  en  prendre  une  idée  fuffifante.  Mais  je  dois  obferver 
ici  que  les  équations  complettes,  & quelques  dalles  d’é- 
quations incomplettes  que  je  traite  d’abord  , ne  m’ayant 
donné  jufques-Ià  qu’une  feule  forme  de  polynome-mul- 
tiplicateur,  & par  conféquent  une  expreffion  unique  pour 
le  degré  de  l’équation  finale,  je  n’ai  pas  été  peu  étonné 
lorfqu’en  paffant  à des  objets  plus  étendus  , j’ai  trouvé 
plufieurs  expreflions  très-differentes  du  degré  de  l’équa- 
tion finale  ; & lorfqu’après  un  mûr  examen  , j’ai  vu  que 
cet  inconvénient  apparent  s ’étendoit  à mefure  qu’on  em- 
braflèroit  l’objet  d’une  maniéré  encore  plus  étendue. 

Je  n’ai  pas  été  longtems,  à la  vérité,  à foupçonner  que 
ces  différentes  expreflions  étoient  relatives  à différens  cas 
dans  lefquelles  les  équations  propofées  pouvoient  fe  trou- 
ver, félon  les  différens  rapports  des  expofans  donnés  qui 
peuvent  avoir  influence  fur  le  degré  de  l’équation  finale  ; 
mais  je  ne  le  diffmiule  pas , ce  n’eft  qu’après  avoir  bien 
médité  fur  cette  matière , que  je  fiiis  parvenu  à trouver  la 
maniéré  d’afligner  les  fymptômes  qui  déterminent  laquelle 
feule  de  ces  expreflions  peut  avoir  lieu,  lorfqu’elles  ne 
s’accordent  pas  toutes  à donner  la  même  valeur  pour  le 
degré  de  l’équation  finale.  On  fe  tromperoit  beaucoup  fi 
on  penfoit  qu’il  fuffiroit  de  prendre  entre  ces  différentes 
expreflions , celle  qui  donne  le  plus  bas  degré  à l'équation 
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finale.  Les  fymptômes  de  légitimité  de  telle  ou  telle  forme 
font  dépendants  de  confidérations  bien  autres. 

Quand  la  matière  n’auroit  pas  exigé  le  développement 
que  je  lui  donne  pour  ces  fortes  d équations , cet  article 
fêul  l’auroit  rendu  indifpenfàble  ; il  eft , je  crois  , une 
preuve  bien  frappante  de  la  circonfpeélion  avec  laquelle 
on  doit  prononcer  fur  l’application  d’une  méthode  géné- 
rale à objets  vaftes  , lorfqu’on  n’entre  pas  un  peu  dans  le 
détail  de  quelques-uns  des  cas  qui  peuvent  fe  préfenter. 
On  peut  fouvent  laiflèr  des  difficultés  plus  grandes  que 
celles  qu’on  a réfolues  ; je  ne  parle  pas  des  difficultés 
qui  n’ont  d’autre  principe  que  la  longueur  des  calculs. 

Apre’s  avoir  donné  fur  fes  équations  incomplettes  dont 
il  vient  d’être  queftion  , ce  que  nous  avons  cru  pouvoir 
mettre  en  état  de  déterminer  l’expreffion  générale  du  de- 
gré de  1 équation  finale  dans  quelque  cas  que  ce  foit  rela- 
tif à ces  fortes  d 'équations  , nous  avons  confidéré  les 
équations  incomplettes  des  ordres  fupérieurs  : nous  ren- 
voyons à l’ouvrage  même  pour  en  prendre  une  idée.  Il 
n’en  eft  pas  de  celles-ci , comme  des  précédentes.  La 
forme  du  polynome-multiplicateur  n’eft  pas  à beaucoup 
près  auffi  facile  à découvrir  : elle  peut,  fuivant  le  rapport 
de  grandeur  des  expofans  connus , être  un  polynôme 
d’ordre  plus  ou  moins  élevé  ; 8c  les  feules  confidérations 
que  nous  avons  fait  entrer  jufqu’ici  dans  la  manière  d’ex- 
primer toutes  les  différentes  parties  qui  concourent  à 
l’expreftion  du  degré  de  l’équation  finale,  ne  font  pas 
fuffifantes  pour  ramener  celle-ci  à n’être  qu’une  fonction 
des  expofins  connus  des  équations  propofées  ; ce  qui  eft 
lobjet  de  la  queftion. 

Mais  comme , outre  ces  équations  incomplettes  des 
différons  ordres , qui  comprennent  tout  ce  que  par  la 
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fuite  nous  ferons  connoître  fous  le  nom  d’équations  de 
• forme  régulière , il  refteroit  encore  à traiter  les  équations 
que  nous  appelions  de  forme  irrégulière , pour  pouvoir 
dire  qu’il  n’efl:  aucune  forme  d’équations  dont  nous  ne 
puiflions  déterminer  le  degré  le  plus  bas  de  l’équation 
finale  ; & que  les  confidérations  par  lefquelles  nous  déter- 
minerons ce  degré  pour  les  équations  de  forme  irrégu- 
lière , font  celles  qu’il  faut  faire  intervenir  pour  les  équa- 
tions incomplettes  de  différens  ordres  ; nous  avons  remis  à 
traiter  les  unes  & les  autres  à la  fin  de  la  fécondé  Partie , 
parce  que  plufieurs  des  objets  que  nous  traitons  dans  cette 
foconde  Partie  , font  propres  à en  faciliter  l’intelligence. 

La  fécondé  Partie  de  cet  ouvrage,  ou  le  fécond  Livre  , 
a pour  principal  objet  la  méthode  d’arriver  à l’équation  fi- 
nale , & plus  généralement , de  découvrir  les  propriétés 
générales  des  équations. 

Tant  qu’il  a été  queftion,  dans  le  Livre  premier,  de 
déterminer  le  degré  de  l’équation  finale  , nous  n’avons 
eu  befoin  de  confidérer  qu’un  foui  polynome-multiplica- 
teur.  Mais  lorfqu’il  s’agit  de  procéder  au  calcul , foit  pour 
avoir  l’équation  finale , foit  pour  obtenir  une  fonction 
quelconque  dépendante  des  conditions  exprimées  par 
les  équations  propofées  ; il  faut  concevoir  qu’après  avoir 
multiplié  chacune  des  équations  propofées , par  un  poly- 
nôme , on  ait  ajouté  tous  les  produits  , pour  en  compofor 
ce  que  nous  appelions  lequation-fomme.  Alors  fi  c’eft  l’é- 
quation finale  qu’on  veut  avoir , on  peut,  après  avoir  fup- 
pofé  égaux  à zéro,  tous  les  coëfficiens  de  ces  polynô- 
mes, que  ce  qui  a été  dit  dans  le  premier  Livre  , fait  con- 
noitre  pour  inutiles  , égaler  à zéro  le  coefficient  total  de 
chaque  terme  de  lequation-fomme  qui  fo  trouve  affeété 
d’une  ou  de  plufieurs  des  inconnues  qu’on  veut  éliminer  : 

ce 
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ce  qui  donnera  autant  d’équations  du  premier  degré  entre 
les  coëfficiens  indéterminés  des  polynomes-multiplicateurs, 
qu’on  en  a befoin  ; & la  fubftitution  des  valeurs  de  ces 
coëfficiens , dans  les  termes  reftans  de  l’équation-fomme  , 
déterminera  la  véritable  équation  finale. 

Il  paroîtroit  donc  que  lorfqu’une  fois  on  a déterminé 
le  degré  que  doit  avoir  l'équation  finale , ce  qui  relie  à 
faire  ne  préfente  rien  à développer  de  plus , puifqu’il  pa- 
roît  fc  réduire  à l’élimination  dans  des  équations  du  pre- 
mier degré.  Nous  elpérons  qu’en  lifant  la  fécondé  Partie 
de  cet  ouvrage , on  pcnfera  bien  différemment.  Mais  pour 
donner  , au  moins  ici , une  légère  idée  de  ce  qui  reftoit  à 
faire  pour  la  perfeélion  de  la  Théorie  des  équations , nous 
obferverons, 

i.°  Qu’il  ell  du  moins  indifpenlàble  de  déterminer  la 
forme  que  doit  avoir  chacun  des  polynomes-multiplica- 
teurs. 

- 2.°  Qu’il  ne  l’eft  pas  moins  de  faire  connoître  le  nombre 
des  coëfficiens  inutiles  de  chacun  de  ces  polynômes  ; 8c 
qu’il  l’eft  encore  bien  plus  d’examiner  ÔC  de  déterminer 
fi  ces  coëfficiens  arbitraires,  font  arbitraires  d’une  maniéré 
illimitée , ou  s’ils  ne  font  pas  afliijétis  à certaines  condi- 
tions ; & fi  , même  en  obfcrvant  de  fo  conformer  , pour 
leur  nombre  , à ce  qui  eft  prelcrit  ou  à ce  qui  réfolte  de 
ce  qui  eft  prefcrit  dans  le  Livre  premier,  on  eft  le  maître 
de  regarder  indifféremment , comme  arbitraire , le  coëffi- 
cient  de  tel  terme  que  l’on  voudra. 

3.0  Est-on  bien  véritablement  fondé  à dire  que  tout 
eft  fait  iorfque  la  queftion  eft  réduite  à l’élimination  entre 
des  inconnues  au  premier  degré  i Ne  font-ce  pas  deux 
queftions  importantes  à réfoudre  pour  l’analyfe , que  les 
deux  queftions  fuivantes. 
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Les  méthodes  que  l’on  a eues  jufqu’ici  pour  réloudre 
les  équations  du  premier  degré,  ont-elles  toute  la  perfec- 
tion qu’on  peut  délirer  ? Dans  leur  application  à plufieurs 
cas , & particulièrement  à l’élimination  dans  les  équations 
des  degrés  fupérieurs , n’expofent-elles  pas  à faire  beaucoup 
de  calculs  inutiles  & beaucoup  plus  qu’il  n’y  en  a véri- 
tablement à faire  d’utiles.  Ne  feroit-il  pas  poflible 
d’avoir  une  méthode  qui  n’obligeât  de  calculer  que  ce  qui 
eft  véritablement  nécelfaire , lur-tout  lorfque  comme  dans 
le  travail  dont  il  s’agit  ici , il  y a un  fi  grand  nombre  d’in- 
connues à calculer.  Enfin , & c’eft  un  objet  très-utile 
encore  ici , cette  méthode  ne  pourroit-elle  pas  avoir 
l’avantage  de  donner  toutes  les  inconnues  , ou  un  nombre 
quelconque  déterminé  d’entr’elles , à la  fois.  Cette  queftion 
importoit  véritablement  à l’analyfe  , & nous  croyons  en 
avoir  donné  une  folution  également  fimple  , générale  & 
utile.  • 

La  fécondé  queftion  eft  celle-ci  : ne  feroit-il  pas  poflî- 
ble  qu’indépendamment  du  nombre  des  coëfficiens  que 
nous  appelions  inutiles , parce  qu’il  eft  toujours  poflible 
de  les  faire  difparoître  des  différens  polynomes-multipli- 
cateurs  , la  condition  de  l’anéantiflèment  des  termes  à 
éliminer  dans  l’équation-lommc  , donnât  lieu  à la  difpari- 
tion  de  plufieurs  autres  coëfficiens  l Et  n’y  auroit-il  pas 
des  moyens  de  les  difcemer  avant  de  procéder  au  calcul  l 
On  verra  que  la  folution  de  cette  queftion  diminue  encore 
confidérablement  le  nombre  des  coëfficiens  , & Amplifie 
par  confequent  beaucoup  les  calculs. 

Après  avoir  ainfi  donné  à la  méthode  d’éliminer  pour 
les  équations  du  premier  degré , une  perfection  fans  la- 
quelle les  calculs  euflèntété  impraticables  dès  les  premiers 
pas , il  s’eft  préfenté  à réfoudre  des  queftions  qui  ne  fè 
feroient  pas  offertes  fans  cela. 
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r Ek  traitant comme  nous  le  faifons  d’abord , les  équa- 
tions dans  tout  leur  développement  naturel , foui  moyen 
qui  puiffo  donner  fur  les  équations  proposées  toutes  les 
connoiflances  qu’on  peut  en  attendre  , on  n’a  jamais  à 
craindre  d’arriver  à une  équation  trop  élevée , ou  qui  ait 
des  racines  étrangères  à la  queftion.  Mais  les  dinérens 
termes  quicompofcnt  cette  équation,  ont  un  ou  plufieurs 
faéleurs  communs  qui  font  une  fonélion  des  coëfticiens 
connus  des  équations  propofées.  Que  peuvent  fignifier  ces 
faéleurs?  Cette  queftion  importoit  d’autant  plus  à réfoudre, 
que  c’eft  à là  fblution  quetoit  attachée  celle  de  cette  autre 
dont  on  font  facilement  toute  l’importance  : quelles  font 
les  relations  entre  les  coëfticiens  des  équations  propbfées 
qui  peuvent  donner  lieu  à i’abaifïemenc  de  iequation 
finale  ? 

- Pour  parvenir  à démêler  tous  ces  différens  objets  , il 
lalloit  avoir  donné,  à la  méthode  d’élimination  dans  les 
équations  du  premier  degré  , la  perfeélion  dont  nous 
venons  de  parler  : mais  cela  n’auroit  pas  fuffi.  Pour  re- 
connoître  dans  l’équation  finale  le  faéteur  dont  il  s’agit , 
nous  avons  eu  befoin  de  recourir  à des  moyens  qui  peu- 
vent avoir  un  grand  ufage  dans  l’analyfe  : ces  moyens 
font  la  méthode  de  trouver  des  fonétions  d’un  nombre 
quelconque  de  quantités , qui  foient  zéro  par  elles-mêmes. 
Nous  n’en  dirons  pas  davantage  fur  les  objets  nombreux 
que  nous  avons  eus  à traiter  dans  la  partie  de  ce  fécond 
Livre  qui  a pour  objet  les  équations  confidérées  dans  tout 
leur  développement  naturel. 

En  prenant  le  parti  de.  mettre  les  équations  propofoes 
fous  la  forme  d’équations  à une  inconnue  de  moins  que 
leur  nombre  , on  abrégé  immenfément  les  calculs  ; mais 
outre  qu’on  eft  expofé  à ne  plus  reconnoître  la  pofltbilitc 

ci} 


XX 


PRÉFACE . 

de  l’abaiflement  de  lequation  finale  iorfque  des  relations 
particulières  entre  les  coëfficiens  connus  » peuvent  y don- 
ner lieu , on  eft  de  plus  expo/e  , lorfqu’il  y a plus  de 
deux  inconnues  , à rencontrer  des  fadteurs.  Il  eft  vrai 
qu’heureufoment  ces  fadteurs  ne  compliquent  pas  le 
degré  de  l’équation  finale  Iorfque  les  équations  font  com- 
plettes  , & que  d’ailleurs  nous  donnons  des  moyens  pour 
les  reconnoître  ; mais  il  auroit  été  à défirer  pour  la  plus 
grande  expédition  des  calculs  , qu’on  pût  les  éviter  , &c 
nous  doutons , & croyons  avoir  bien  lieu  de  douter  qu’on 
puiilè  les  éviter  généralement.  On  verra  , ce  me  fomble  , 
en  lifirnt  cet  Ouvrage , que  Iorfque  l’analyfe  eft  appliquée 
comme  il  convient , elle  ne  donne  rien  d’inutile  ; & que 
les  fadteurs  dont  il  s’agit  ici , ne  font  jamais  (ans  quelque 
rapport  avec  la  queftion  ; que  Iorfque  par  quelques  pro- 
cédés particuliers , on  vient  à les  éviter , c’eft  une  fimpli- 
fication  & un  moyen  de  célérité  pour  le  calcul  ; mais  qui 
diflimule  une  partie  des  connoillànces  qu’on  peut  avoir 
fur  les  équations  propofées. 

Dans  un  ouvrage  qui  a pour  objet  la  Théorie  géné- 
rale des  Équations  , nous  avons  dû  aufii  nous  occuper 
des  équations  qui  renfennent  plus  ou  moins  d’inconnues 
que  leur  nombre  : les  unes  & les  autres  , ont  donné  lieu 
à un  grand  nombre  de  recherches  & de  remarques  que 
nous  penfons  qu’on  jugera  utiles  à i’analyfe , mais  donc 
nous  croyons  qu’on  ne  peut  prendre  une  idée  fulfilànte 
que  dans  l’ouvrage  même. 

Enfin  nous  ajoutons  vers  la  fin  de  l’ouvrage  , ce  qui  en 
eft  véritablement  le  complément  ; c’eft-à-dire , la  maniéré 
de  déterminer  le  degré  de  lequation  finale  , dans  les 
équations  de  forme  régulière  ou  irrégulière  quelconque; 
c’eft-à-dire  , foit  qu’on  ait  ou  qu’on  n’ait  pas  l’cxprellion 
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algébrique  du  nombre  de  leurs  termes  : enforte  que  nous 
croyons  pouvoir  dire  qu’il  n’eft  aucune  efpèce  d’équations 
algébriques, pour  lefquelles  nous  n’ayons  donné  le  moyen 
de  déterminer  le  plus  bas  degré  de  l’équation  finale , foit 
qu’il  y ait, foit  qu’il  n’y  ait  pas  de  relation  entre  les  coëffi- 
ciens  qui  puifTe  donner  lieu  à un  abaiflêmcnt  particulier. 
Nous  croyons  aufli  avoir  donné  un  grand  nombre  de 
propriétés  nouvelles  & très-générales  fur  les  équations 
confédérées  en  nombre  quelconque  ; & des  méthodes  qui 
pourront  avoir  plus  d’une  application  utile  dans  l’analyfè. 
Nous  efpérons  que  cet  Ouvrage  pourra  être  l’occafion  de 
plus  grands  progrès  dans  l’analyfe  , en  tournant  vers  cette 
partie  importante  , les  talens  & la  fagacité  des  Analyftes 
de  nos  jours.  Nous  nous  eftimerons  heureux  fi  confïdé- 
rant  le  point  où  nous  avons  pris  les  chofes  , & celui  où 
nous  les  amenons  , on  trouve  que  nous  avons  acquitté 
une  partie  du  tribut  que  tout  homme  doit  à la  fociété 
dans  letat  où  il  fe  trouve  placé. 
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THÉORIE  GÉNÉRALE 

DES  ÉQUATIONS 

ALGÉBRIQUES. 
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INTRODUCTION. 


Théorie  des  différences , & des  fommes  des  quanfit 


A. 


...  7 4"V 

Définitions  & Notions  préliminaires.  V J 

(I.)On  appelle  fonction  d’une  quantité,  toute  exprcfiTorrrte'^ 
calcul , dans  laquelle  fe  trouve  cette  quantité , de  quelque  manière 
qu’elle  s’y  trouve  d’ailleurs. 

Ainfi  x ,a-+-  bx,(c — 3 dx'  -f-  fx 4)' , (a  -¥-fxp  -hgx*  )r  6cc. 

(ont  des  fonctions  de  x. 

Concevons  que  X repréfente  une  fonction  quelconque  de  x ; & 
que  X'  repréfente  ce  que  devient  X,  lorfqu’au  lieu  de  x , on  y 
met  x-hk-,  alors  X'  — ATeft  l’accroiflement  que  reçoit  la  fonction 
X,  lorfque  x reçoit  l’accroiffement  k.  X' — X s’appelle  la  différence 
de  X.  Ainfi  , quoiqu’à  parler  exactement,  on  ne  puiffe  pas  dire  la 
différence  d’une. quantité,  nous  adopterons  cette  exprefiion  qui  efl 
enufage  & qui  fignifie  la  différence  entre  cette  quantité , confidérce 
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dans  un  état  quelconque , & cette  même  quantité  confidérée  dans 
un  autre  état  quelconque. 

Pour  repréfenter  la  différence  d’une  quantité  ou  d’une  fonétion 
quelconque,  nous  emploierons  la  lettre  d,  laquelle  pour  éviter 
toute  confulion  , ne  fera  dorénavant  employée  à aucun  autre 
ufage.  Ainft  au  lieu  de  AT'  — X , nous  écrirons  dX,oud(  X). 

Et  pour  marquer  en  même  temps  de  quelle  quantité  varie  la 
quantité  x dont  X eft  fuppofé  fonêlion  , nous  écrirons  ainfi 
d(X)  , expreflion  par  laquelle  nous  entendrons  cette 

Phrafc,  différence  de  X , x variant  de  k. 

Nous  confidérerons  ici  les  quantités  comme  croiffantes  ; nous 
verrons  enfuite  ce  qu’il  y a à faire  lorfqu’elles  font  décroiffantes. 

Si  la  fontlion  dont  il  s’agit  d’avoir  la  variation  ou  différence , 
eft  fontlion  de  plufieurs  variables  x ,y,  dont  les  variations 
particulières  foient  refpeélivement  A,  Z,  m ; alors  fi  P marque  cette 
fontlion , nous  écrirons  ainfi  fà  différence , d (P) . . . ( £ :y.  : * ) qui 

lignifiera  différence  de  P , x variant  de  k , y variant  de  1 , z variant 
de  m. 

Confervant  fur  X'  — X,  les  mêmes  idées  que  ci-deffus  , con- 
cevons qu’on  mette  x -4-  k'  au  lieu  de  x , dans  X1  — X ; & que  , 
par  ce  changement , X1  devienne  X"' , & X devienne  X“  ; alors 
( X"'  — À")  — ( X ' — X)  eft  ce  qu’on  appelle  la  déférence 
fécondé  de  X , parce  que  c’eft  la  différence  entre  deux  différences 
confécutives  de-  X. 

Pour  marquer  cette  différence  fécondé,  nous  écrirons  dd  ( Al)... 

( kxk,)  qui  fignifiera  différence  fécondé  de  X , x variant  et  abord  de  k , 
& enjuite  de  k'. 

(2.)  Nous  donnerons  inceffamment  les  règles  pour  déterminer 
les  différences  premières.  Mais  nous  allons  faire  voir,  dès-à-préfent, 
que  les  différences  fécondés  fe  détermineront , en  appliquant  aux 
différences  premières , les  mêmes  règles  par  lcfquelles  on  obtient 
celles-ci. 

En  effet , la  quantité  ( X"'  — X"  ) — ( X ’ — X ) peut  être 
écrite  ainfi  , ( X‘" — X'  ) — ( X"  — X)  ;ou  puifque , par  la  fuppo- 
fition , X'"  eft  ce  que  devient  X'  lors  de  la  fobfiitution  de  x -h  k' 
au  lieu  de  x ; & que  X"  eft  ce  que  devient  X dans  le  même  cas , on 

a donc  X'"  ■ — X'  = d(X')  ...(Z)  & X"  — X=d(X)...(  £); 
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donc  (X"' — X')  — {X"  — X)  ou  {X"'  — X")  — {X'—X) 

= d{X). ..{*„)  - d(X)...(xk,)  = d(X'  - X)...{%)i 
orX'—  X=d(X).  . .(t),donc(X'"—X,)—(X'—X) 
ou  dd(X) ...  (***,)  = d(d{X)... (%)')... {*).  C’eft-à-dire 

que  pour  avoir  dd(X)...(kxk>)  il  faut  dabord  évaluer  d{X)...(k  ), 

c’eft-à-dire  prendre  la  différence  de  * , en  faifant  varier  x de  k ; 
puis  prendre  la  différence  du  réfultat , en  faifant  varier  x de  k'. 

( 3 •)  On  peut  voir , en  même-temps , qu’il  eft  indifférent  pour 
avoir  la  différence  féconde,  que  x varie  de  k dans  la  première 
différence , & de  k!  dans  la  fécondé  ; ou  bien  de  fuppofer  que  * 
varie  de  k!  dans  la  première , 6c  de  k dans  la  fécondé.  En  effet , 

dans  ( X'"  — X")  — (X'—X)  on  a X'"  - d(X").. . ( *)  ; 
& X'  — X=  d(X)  . . . ( k ) donc j ( X"' — X")  — (X'—  X) 
ou  dd(X)...  (***,)  = d (X")...{x)  - d(X)...rk) 
= d{X"  — X)...  (k);  mais  par  la  fuppofition  X"  — X = 
d(X)...  (?)î  donc  d ( X"  — X)...(k)  ou  d{X")...  (k)~ 
d(X)...(x)=d(d(X...(ï))...(;)i  donc  dd  ( X) . ..(  kxk,) 
= d(d(X).  ..(£))...(?)  ; mais  nous  venons  de  voir  aufli  que 
dd  {X) ...  (ijjt,)  — d ^d{X)  •••(*))  • ••(*<)  » donc  d(^d{X) . . . 

= <'<*>•••<?>)••■<*>• 

Si  la  fonction  dont  il  s’agit  renferme  plufieurs  variables  x,yf 
&c.  dont  la  première  variation  foit  k , l,  m , & c.  refpectivement  ; 
& dont  la  fécondé  foit  k'  ,1' , m' , &c.  refpecîivcment  ; nous  repré- 
fenterons  la  différence  fécondé  de  cette  fonction  ( que  je  fuppofe 

être  P ) par  dd (( P ) . . . ( ***■  : t*v  : m , &c.). 

(4.)  Pour  avoir  une  idée  des  différences  troifièmes , il  faut 
concevoir  que  dans  ( X'"  — X " ) — (X'  — X ) on  fubftitue , 
au  lieu  de  x , la  quantité  x ■+-  A"  ; alors  fi  Xvu , XVI , X v , X'v , 
repré fentent  ce  que  -X'",  X" , X'  Sx.  X deviennent  par  cette 

Aij 
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fubftitution  , la  quantité  ((-XVI1 — Aèvl) — {X7  — X'"’)')  — 

((Al"'  — X")  — (X1  — X)')  efl  ce  qu'on  appelle  la  différence 
troifième  de  X , parce  que  c’eft  la  différence  de  deux  différences 
fécondes.  Si  k , k! , k" , font  les  variations  fucceflives  de  x,  dont 
X eft  fuppofé  fonction  ; alors  pour  repréfenter  cette  différence 

troifième  , on  écrira  d'  (X) . ..  k,i). 

On  voit  par-là  ce  qu’on  doit  entendre  par  les  différences  qua- 
trièmes , cinquièmes , ôte. 

De  la  manière  de  déterminer  les  Différences 
des  Quantités. 

( J.)  Lorsqu’on  a l’expreffion  algébrique  d’une  quantité , rien 
n’eft  plus  facile  que  d’en  déterminer  la  différence.  Par  exemple,  fi 
on  demande  la  différence  de  x variant  de  la  quantité  k ; la  quef- 
tion  n’eft  autre  que  d’évaluer  ( x-+-ky  , 6c  d’en  retrancher  rc\ 
Cette  différence  eft  ikx'  -4-  ? A*  x -+-  A:’. 

Déterminer  la  différence  d’une  quantité , eft  ce  qu’on  appelle 
différencier  cette  quantité. 

(6.)  Les  règles  néceffaires  pour  cette  différenciation  ne  font 
donc  que  la  règle  commune  que  l’Algèbre  donne  pour  élever 
un  binôme  à une  puiffance  propofée.  Mais  pour  la  commodité 
& la  célérité  du  calcul , on  peut  donner  à cette  règle  l’énoncé 
fuivant  déjà  connu  pour  d’autres  objets. 

On  fait  que  le  développement  du  binôme  x-i -k  élevé  à la  puif 

fance  m , eft  xm-\-m  xm~'  k-t-m.  xm~l  kl-t~m.  . HZ?  k\kc. 

Si  l’on  fait  attention  à la  loi  par  laquelle  ces  termes  dérivent 
les  uns  des  autres , on  verra  que  leur  formation  peut  être  rame- 
née à la  règle  fuivante  : 

Ecrivez  en  première  ligne.  • xm 

Sous  cette  ligne  écrivez  i'cxpofanc m 

Multipliez  par  cet  expofant , & diminuant  l’cxpofant  de  x 
d‘une  unité  , remplacez  le  fadeur  x qui  manque  actuellement 
par  le  fadeur  k » Sc  vous  aurez  en  féconde  ligne.  m xm~I  k 

Sous  catz  ligne  écrivez  U moitié  de  l’cxpofant  altucl  de  x , 
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'Vcfti-dire.  mu 

> 

Multipliez  par  ce  dernier  , & diminuant  i’expofanc  aftucl  de 
xt  d’urte  unité  , remplacez  le  fa&cur  x qui  manque  de  nou- 
veau , par  un  nouveau  fa&cur  k , 6c  vous  aurez  en  troifictue 

ligne. m.?L— 1 x**1** 

Sous  cette  ligne  écrivez  le  tiers  de  Tcxpofant  aétuel  de  x , 

ceft-a-dire.  » — — 

Multipliez  par  ce  dernier  , 6c  diminuant  lcxpofant  de  xt  d une 
unité  , remplacez  le  fa&cur  x qui  manque  de  nouveau , par  un 
nouveau  faétcur  kf  6c  vous  aurez  en  quatrième  ligne m . — — î . - — - 


*•-»  k\ 


Continuez  de  multiplier  ainfi , fucceffivement , par  le  quart , le 
cinquième,  &c.  del’expofantdex;  de  diminuer  l’expofant  de  .v  d’une 
unité  ; de  remplacer  par  un  facteur  k , le  facteur  x qui  manque 
par  cette  diminution  ; alors  la  Ibmme  de  la  première , de  la  fé- 
condé, de  la  troifième,  de  la  quatrième  , &c.  lignes,  jufques  à 
celle  où  l’expofant  de  x devient  o r fera  la  valeur  de  (x-4-A  )m  ; 
ce  qui  eft  évident  par  la  comparaifon  avec  la  première  formule. 

(70  Donc  pour  avoir  la  différence  de  xm  , x variant  de  k ; 
c’eft-à-dire  pour  avoir  la  valeur  de  ( je  -t-  k )m  — x"‘ , il  n’y  a 
autre  chofe  à faire  que  d’omettre  la  première  ligne  dans  le  ré- 
fultat  de  la  règle  précédente. 

(80  Donc  puifque  le  polynôme  Ax f -+-  Bx*  -t-  Cxr , &c.  n’efî 
qu’un  compofé  de  termes  dont  chacun  eft  compris  dans  la  forme  xm  ; 
pour  avoir  la  différence  d’un  pareil  polynôme , il  n’y  a qu’à 
appliquer  à chaque  terme  la  règle  que  nous  venons  de  donner 
pour  x"1. 

Ainfi  pour  avoir  la  différence  de  x 1 — y*’  *4-  3 x — 6 , x va- 
riant de  k ; j’écris  comme  il  fuit  : 


Première  ligne. , 

Expoians  de  x. 

Secouée  ligne.  . 

Moitié  des  cxpoCuu  de  x 
Troifième  ligne 
Tiers  des  expolans  de  x 
Quatrième  ligne 


. x » — f **  + J Jt  — 6 
3 % 10 

5 «*  k — to  xk  -H  3 k 


3 xk>  - sk% 

T 7 


. Donc  d (x*  — yx’-f-jx  — 6) . . . (*)  = 3 x'k-+--$xk'  — loxk 
*+■  k'  — yfi*  3A , fomme  des  lignes  2.®  3,®  & $.* 
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(90  On  obfervera  la  même  règle  pour  différencier  les  quan- 
tités où  il  entrera  plufieurs  variables  ; ainfi  , fi  l’on  demande 

d(x*  ,y‘) . . . (*  ’-i  ),  j’opère  comme  ci-deffous , en  écrivant 
fuccefiivement  fous  chaque  variable  fon  expofant , la  moitié  , le 
tiers , 6cc.  de  fon  expofant , félon  le  numéro  de  la  ligne  que  l’on 


calcule. 

Première  ligne x*  y1 

î * 

Seconde  ligne ..  }X*y*k  + 2 x*yl 

11  i i 

Troificme  ligne j xy'k1  -t-  }x*y*/  ■+■  }x‘ykl  -t-  *'  /* 

Ou. j xy'k1  6xxykl  + x'  P 

TT  i T 1 

Quitrième  ligne y1/ Il  -4-  i xyk'l  4-  +xykxl-t-  ixxkP  -K  x'kP 

On.. y*Jt>  -H  6xyk'  / -f-  } x'kP 

1 I I 1 

4 12 l 

Cinquième  ligne* .....  ?yk'  l h-  [yk*  l {xk1!*  -4- { xk XP 

.Ou .. zyk'  l ■+-  3 xi1/1 

T T 

Sixième  ligne..,. ±k*  lx  -y  (i1/1 

Ou. k'  lx 


Donc  d{x'  ,y) ...  (*•'?)  = ix'y'k  -t-  ax'yl  3 xy'k’ 
4-  6x'ykl  —4-  je’  /*  -4—  y'  k 1 -+-  6xyk'  l -t-  j x*  kl'  -4-  a yk}  l 
r+-  3 x k'  /*  -f - k’l‘. 

( I O.  ) Pour  fe  convaincre  de  la  légitimité  de  l’application  de 
la  même  règle  aux  quantités  à deux  variables , il  ne  s’agit  que 
de  comparer  le  réfultat  de  ( * -t-  k )m  x (y  -+-  /)"  , trouvé  par 
cette  règle  , avec  le  réfultat  du  développement  de  ( oc  —j-  A )m 
x (y  —J—  / )“  trouvé  par  les  règles  ordinaires  de  l’Algèbre. 

Par  celles-ci  on  trouvera 


m n m— I n m — I m—z  n Z . m — I m — Z m— j ma 

X y -y  mx  y k -y  m . x y k -y  m,  — — . — - — , x y k % Scc. 

m n—  I m— I n- 1 m — T m— t n-l  x 

~ynx  y I -y  mnx  y kl  •ymn. . x y k l , &c. 

n—  i m n— 2 Z n— I m— * " — 1 . .x 

• x y l -y  mn. . x y kl  y &c. 


n— • î n — » m n“J,l  . 

x y l a* c# 

* } 
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Et  en  appliquant  notre  règle  , on  trouve  comme  il  fuit  : 

i.*™  ligne.  xmyM, 

m n 

• m—  In  m n—  I 

ligne,  mx  y k + nx  y lr 

m — In  m *- I 

1 T T ï 


. • .* _ m~l  "g.1  . rnn  m-r  n- i mrx  m-l  n-1 

J*  ligne* . m • • * y k 4-  , * y Æ/  4- , æ y Jfc l 

* » » ^ 

, n — I n»  «-*  * . 

4-  n • . x y l * 

x 

nt'f  m— T n-ï  n - I m n-i  a 

ou m • — j—  • * > * 4-  m «a:  y kl  4-  n • • x y l » 

w * n n»  — f n — t /n  n — x 


• 

» j 3 

i 

3 J 

« m - 1 

4/  ligne*  m 

X 

m-  x m-i  n g 

. — - • x y k 

ni  n m - 1 
4--  — • 

3 * 

m-l  o— I a 

. * y kl 

4-  rnn  . 
m n 

m—  1 n - 1 

m-l  n-a . a 
x y kl 

n-i  j»  «-1,1 

3 

n — t «*-I  n-1 , ,3 

3 * 

t n-i 

i 

x 

x 

3 

m-  1 

m-Z  m-i  n j 

m -j 

m—2  n—l  a 

X 

3 

x 

4-  m n . 

H- I m-l  n-l  , J 

. x y kl 

x 

<■  n - 1 n - x n*  «— l ,1  . 

4-  « • • * x y l , 8cct 

* i 

Où  l’on  voit  que  la  fomme  des  i.*'*  a.*  3.'  & 4.'  lignes, donne 
abfolument  le  même  réfultat. 

(II.)  On  démontrera  de  la  même  manière,  que  la  même  règle 
s’applique  à un  nombre  quelconque  de  variables. 

Et  puifque  nous  avons  démontré  ( 2 ) que  pour  avoir  les  dif- 
férences fécondés  , il  ne  s’agifloit  que  d’appliquer  aux  diffé- 
rences premières  les  mêmes  règles  par  lefquelles  on  trouve 
celles-ci  ; & qu’il  en  cil  de  même  des  différences  troifièmes , qua- 
trièmes &c.  la  méthode  pour  prendre  les  différences  quelconques 
des  quantités  fe  réduit  donc  à la  feule  règle  que  nous  avons 
donnée  ( 4 ).  Préfentons  feulement  un  exemple  des  différences 
fécondés. 
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Qu’il  foit  queftion  de  trouver  la  valeur  de  dd{x'  -b  2 x'y 

3xy  -b  2y'  — 2x  ■+■  sy  6 ) . . . ( ***-  : fc  )>  j’écris  comme 
il  fuit  : 

x#,,c  ligne. .....  ! x%y  — 3 xy  4-  iy*  — . 1 x 4-  3 j 4.  6 

3 *1  11  i 1 10 

e.*  ligne J 4-  4*yk  4-  i^1/-  — 3 a:/ 4-  $yl  — ik  4-  3 / 

i AI  I « 1 » • • 

* * r * » t 1 tt 

Î-*  l:E"« 3***4-  iy*J  4-i**Z4-  i**Z  — i*Z_  i*/4-  ,Z* 

ou 3**1-*-  »y**  + 4 r*/ iZ» 

I A 1 ® ■» 

I T T TT 

4-'  Hgoc *•  }*»/ 

ou *>  4-  i*V 

Donc  1.® 

d{x'  -b  2xxy  — 3 xy  -b  2y‘  — 2X  -b  jy  ■+ -6),..  (*:J) 

= 3 ***  +■  4 xyk  4-  i**Z  — iyk  _ J*Z  — ik  ~\ 

t : : •:  4-  *yt  ■+■  3***  4-3  il 

; Il  : -t-  lyk'-t-  nxkl — 3*/  [i"'  ligne  pour  U 

-+-»/*  ( différence  fécondé. 

4-  ) 


*.*ligne.« xkk!  -f.  4 ykk’  -t-  4 xkP  — 3 *7  — 3 /*’ 
i r 4*  a,xk'l-+-  4 //'  4-  3** il' 

: : : 4-  i***'4-  4**'/ 


J.'ligne.  3**1*  -t-  ikk'l1  4-  ikk'P 
4-i  *’** 

ou jll“  4-  4**7'  4-  i*'*Z 

Donc 

dd{x'-b2x'y—ixy-b  2y'  — a * -t-  3 y 4-  6 ) . : . ( ***,  : ) 

= ixkk’-t-  kykk'  4 4*lf  + 4 xk' l 4-  }kk“  4 • i*'*Z 
4-  i**/'  4-  4**7  4-  4 kk'r  4-  3***’  4-  4 W — 3*/’  _ 3 lk' 

Remarque 
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Remarque  générale  SC  fondamentale 

( r 2.)  Quelque  foit  le  nombre  des  variables  qui  entrent  dans 
la  quantité  qu’on  veut  différencier , & à quelque  dimenficn  que 
ces  variables  montent , foit  enfemble  , foit  féparément , on  peut 
obferver  généralement  : 

i.°  Que  fi  T marque  la  plus  haute  dimenfion  à laquelle  montent 
les  variables , foit  enfemble , foit  féparément , T — 1 fera  la  plus 
haute  dimenfion  à laquelle  elles  monteront  dans  la  différence 

fremière  ; puifque  la  règle  prefcrit  de  diminuer  d’une  unité 
expofant  de  la  variable  fur  laquelle  on  opère. 

Que  par  conféquent  T — 2 fera  la  plus  haute  dimenfion  à la- 
quelle les  variables  monteront , dans  la  différence  fécondé  ; T — j 
fera  la  plus  haute  dimenfion  à laquelle  les  variables  monteront 
dans  la  différence  troifième  ; & en  général  T — n fera  la  plus 
haute  dimenfion  à laquelle  les  variables  monteront  dans  la  diffé- 
rence de  l’ordre  n.  En  forte  que  fi  l’ordre  de  la  différence 
a le  même  expofant  que  celui  de  la  plus  haute  dimenfion 
des  variables , la  dimenfion  des  variables  dans  la  différence  fera 
zéro  ; c’eft-à-dire  , que  la  différence  ne  renfermera  plus  aucune  des 
variables , & fera  une  fon&ion  de  leurs  variations  particulières. 

Par  exemple  d(ax  -+-  b y -4-  c) . . . .(£:/)  = ak  -+-  bl  ; où 

l’on  voit  que  x & y n’entrent  plus , mais  bien  leurs  variations 
particulières  k & L 

Pareillement , on  trouvera  , par  la  règle  ci-deffus , que 
dd(ax‘  bxy  -+-  cy'  -+-  ex  fy  -+-  g) . . . = 

îak/é  -f-  bkf  -+•  bk /-+-  2 cil , où  l’on  voit  que  x 6c  y ne  fe  trou- 
vent plus , mais  feulement  leurs  variations  particulières  k , k ,1,1. 

2°  Que  s’il  y a des  quantités  confiantes  dans  la  fonction  qu’on 
veut  différencier  , c’eft-à-dire  , s’il  y a des  termes  où  aucune  des 
variables  ne  fe  trouve,  ces  termes  ne  pourront  pas  fe  trouver  dans 
la  différence  première,  ni  par  conféquent  dans  les  différences 
ultérieures;  puifque  la  règle  prefcrit  de  les  multiplier  par  l’expo- 
lànt  de  la  variable  qui  eft  ici  zéro. 

}.°  Que  les  termes  où  les  variables  ne  paffent  pas , foit  en- 
femble , (bit  féparément , la  première  dimenfion  , ne  pourront  fe 
trouver  dans  la  différence  fécondé  ; puifque , par  la  première- 
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différenciation  , ils  feront  tous  devenus  des  ternies  conftans , & 

Jue  par  conféquent  ils  difparoîtront  par  la  fécondé  différenciation. 

ar  exemple  , fi  on  a à différencier  , deux  fois  de  fuite  , la 
quantité  ax*  -4-  bxy  -+-  cy * -4-  ex  -4-  fy  -h  g,  la  quantité  g ne 
fe  trouve  plus  dans  la  différence  première  qui  eft  2 axk  •+■  b y k 
-4-  bxl  -4-  icyl  -4-  ek  -4-  fl  -4 -akx  •+•  bkl  -4-  c/*.  Pareil- 
lement, les  termes  ex  &fy  ne  laifferont  aucun  vertige  dans  la  diP- 
férence  fécondé  qui  eft  2 a £ Ar'  -i-bkl'-t-bk'l-hzcll',  parce  qu’à 
la  première  différenciation , ils  font  devenus  ck  6c  fl,  qui  étant  des 
confiantes , ne  peuvent  plus  fe  trouver  dans  la  différence  fuivante. 

On  voit  donc  de  même , que  les  termes  où  les  variables  ne 
pafferont  pas,  foit  enfemble,  foit  féparément,  la  dimenfion  2,  ne 

Îiourront  fe  trouver  dans  la  différence  troifieme  ; & qu’en  général , 
es  termes  où  les  variables  ne  pafferont  pas,  foit  enfemble,  foit  fépa- 
rément , la  dimenfion  n — 1 , ne  pourront  fe  trouver  dans  la  diffé- 
rence de  l’ordre  n. 

Comme  les  différenciations  que  nous  aurons  à faire  par  la  fuite  , 
feront  toutes,  ou  prefque  toutes,  de  l’ordre  de  la  dimenfion  totale 
des  quantités  , il  eft  donc  à propos  d’expofer  ici , les  fimplifications 
que  les  obfervations  que  nous  venons  ae  faire , peuvent  apporter 
dans  l’ufage  de  la  méthode  de  différencier. 

Réductions  dont  ejl  fufceptible  la  réglé  générale  pour  diffé- 
rencier les  quantités  , lorf quon  a a différencier  plujieurs 
fois  de  fuite. 

( I 3 •)  Puifque  les  termes  où  les  variables  ne  paffent,  ni  enfemble, 
ni  féparément,  la  dimenfion  n — 1 , ne  peuvent  fe  trouver  dans  la 
différencielle  de  l’ordre  n , il  s’enfuit  donc  qu’on  peut  firnpli- 
fier  confidérablement  les  calculs  qu’on  aurait  à faire , fi  dans  les 
cas  de  plufieurs  différenciations  confécutives , on  fuivoit  à la 
lettre  la  règle  générale  que  nous  avons  donnée  d’abord. 

Cette  Amplification  confifte  à rejettcr , avant  toute  opération  , 
tous  les  termes  de  toutes  les  dimenfions , depuis  o jufqu  a n — 1 
inclufivement,  n marquant  le  nombre  de  fois  qu’on  a à différencier. 

Ainfi  fi  on  a à différencier  deux  fois  de  fuite  la  quantité  a x‘ 
-4-  b x y -4-  cy 1 -4-  e x -4-  fy  -4-  g , la  queftion  fe  réduira  à diffé- 
rencier deux  fois  de  fuite  la  quantité  a x2  -4-  b xy  -4-  cy\ 
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Si  on  a à différencier  deux  fois  de  fuite  la  quantité  sx1  +• 
Ix'y  -+-  cx’ç  -4-  exy'  -+-  fxy\  -4-  gx£  -4-  ky ’ -4-  ly'  \ 
-4-  my  {'  -4-  n -4-  p x'  -1- q xy  -4-  r xç-4-a'y  ~\-b'y^-i~c'  ^’-4-e'x 
-4-  f'y  -4-  ^\-Jr  n , la  queftion  fe  réduira  à différencier  deux 
fois  de  fuite  la  quantité  ax1  -4-  bx'y  -4-  ex'  ç -4-  e xy'  -4-  fxy  ç 
-4-  gx’Ç  -4-  ky 1 -4-  lÿ  ç -4-  -4-  n^’  -+-px'  -4-  qxy  -4-  r x ^ 

-4-  a' y'  -4-  b' y 1 -4-  c 

Et  s’il  s’a^ifioit  de  différencier  trois  fois  de  fuite , la  queftion 
fe  réduirait  a différencier  trois  fois  de  fuite  la  quantité  ax'  -4- 
bx'y-*-  ex'  \ -4-  exy'  -4-  / xy  £-4-  g x £ -+>  ky'  -4-  ly\-k-  my 
-4-  /2  4L*. 

( 1 40  Cette  fimplification  n’eft  pas  la  feule  qui  réfulte  des  ob- 
fervations  précédentes.  Lorfqu’après  avoir  rejetté  les  différens 
termes  que  nous  venons  de  faire  voir  ne  pouvoir  faire  partie  de  la 
différencielle,  on  procéderas  la  différenciation  des  termes  reftans; 
011  doit  encore  obièrver,  que  dans  le  calcul  des  différentes  parties 
que  nous  avons  appellées  Lignes  , il  fera  fuperflu  de  calculer 
au-delà  de  la  ligne  du  numéro  T — n -4-  2 , T marquant  la 
dimenfion  totale  de  la  quantité  qu’on  veut  différencier  , & « le 
nombre  de  différenciations  qu’elle  doit  fubir. 

En  effet , puifque  la  dimenfion  totale  diminue  d’une  unité  à 
chaque  ligne,  à compter  de  la  fécondé  , lorfqu’on  fera  arrivé  à la 
ligne  du  numéro  7 — n- 1-  2 , la  dimenfion  fera  n — 1 ; donc  il 
eft  clair  que  les  lignes  que  l’on  calculerait  au-delà,  étant  de  dimen- 
fions  inférieures  h n — 1 , difparoîtroient  par  les  différenciations 
fucceftives  ; il  eft  donc  inutile  de  les  admettre. 

Donc  fi  le  degré  de  la  différencielle. , eft  égal  à celui  de  la 
dimenfion  totale  de  la  quantité  à différencier;  1.®  on  ne  retiendra 
de  celle-ci , que  les  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  : 2.®  & à 
chaque  différenciation  , on  n’ira  pas  au-delà  de  la  fécondé  ligne. 

Par  exemple  , fi  on  a à différencier  trois  fois  la  quantité  x* 

— 3 xy\ -4-  2 y'  — x'  -4-  2X^ — y -4-  2^ — 2 : 

1 .°  On  rejettera  les  dimenfions  2 , 1 & o , ce  qui  réduira 
cette  quantité  à x’  — jx_yç-4-  2 y’. 

2°  On  ne  prendra , dans  la  différence  première  , que  la  fécondé 
ligne,  qui  fera  1 x'  k — 3 y\k  — 3 x[l  — 3 xy  m -4-  6 y'  l. 

j.°  On  ne  prendra,  dans  la  différence  fécondé  , que  la  fé- 
conde ligne  , qui  fera  6xkk!  — 3\kb  — 3 yknï  — 37Jk 

— 3 xlml  — lymk! — 3 xniï  -4-  12 ylï. 
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4°.  On  ne  prendra , dans  la  différence  troifième , que  la  fé- 
conde ligne  , & on  aura  6 k k k'  — $ kl' m"  — 3 k mT  — 3 / k'mn 

— 3 Imk'  — 3 mk!'  — 3 mlk'  ■+■  12 //'/",  pour  la  différence 
troifième. 

Remarques  fur  les  différences  des  quantités  décroffantes. 

( I 5 )•  Jufqu’ici  nous  avons  fuppofé  que  chacune  des  variables 
alloit  en  augmentant.  Si  au  contraire , elles  alloient  toutes  en 
diminuant  , il  ne  ferait  pas  pour  cela  néceffaire  d’établir  des 
règles  différentes , mais  feulement  de  faire  un  léger  changement 
dans  les  fignes. 

En  effet , fi  x au  lieu  de  devenir  x -4-  k , devient  x — k , il  n’y 
a d’autre  différence  entre  ces  deux  états  , qu’en  ce  que  k devient 

— k. 

Mais  à l’égard  de  la  différenciclle , il  y en  a encore  un  autre  ; 
car  s’il  s’agit,  par  exemple,  de  différencier  x**  ; dans  le  premier  cas, 
on  a à développer  ( x k )m  — • x”1  ; fit  dans  le  fécond  cas , c’eft 
xm  — ( x — k )m. 

Or  fi  dans  ce  dernier  cas  , on  avoit  à développer  ( x — k)m 

— x™  , il  eft  clair  qu’il  n’y  aurait  autre  chofe  à faire  qu’à  différen- 
cier xm  fuivant  les  règles  précédentes , mais  en  faifant  varier*, 
de  la  quantité  — k , au  lieu  de  le  faire  varier  de  k. 

Donc , dans  le  cas  de  xm  — ( x — k )m , on  différenciera  x™, 
en  faifant  varier  x , de  la  quantité  — k ; puis  on  changera  tous  les 
fignes  du  réfultat  ; ou  bien  on  écrira  , à mefure  , chaque  partie  du 
réfultat , avec  un  figne  contraire  à celui  qu’elle  auroit  dans  la 
différenciation  faite  en  faifant  varier  x de  — k. 

(16.)  On  voit  par-là  que  , généralement  parlant,  la  diffé- 
rencielle  d’une  fonction  prife  en  regardant  comme  croiffantes , 
toutes  les  variables  qui  entrent  dans  cette  fonction , eft  diffé- 
rente de  cette  même  différenciclle  prife  en  les  regardant  toutes 
comme  décroiffantes.  Il  y a néanmoins  deux  cas  où  ces  deux 
différencielles  font  les  memes.  Le  premier  eft  celui  où  les  va- 
riations particulières  des  variables  font  infiniment  petites.  Le 
fécond , eft  celui  où  la  quantité  doit  être  différenciée  autant  de 
fois  qu’il  y a d’unités  dans  l’expofant  de  la  plus  haute  dimenfion 
de  cette  quantité. 
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Ce  dernier  cas  eft  le  feui  qui  nous  intérefle  dans  cet  Ou- 
vrage : ainfi  dans  les  différenciations  que  nous  aurons  à faire 
par  la  fuite  , nous  n’aurons  aucun  befoin  d’examiner  fi  nos 
variables  doivent  être  confidérées  comme  croiflantes  ou  comme 
décroiflantes.  Nous  différencierons  en  fuivant  les  règles  que  nous 
avons  données  d’abord. 

De  quelques  quantités  qui  peuvent  être  différenciées 
par  un  procédé  plus  Jimple  que  celui  qui  réfulte 
de  la  règle  générale. 

(17.)  Les  principes  que  nous  venons  de  donner  font  géné- 
raux , fit  pourroient  même , avec  quelques  légers  changemens , 
être  appliqués  aux  quantités  fradionnaires  , fie  aux  quantités 
irrationnelles.  Ils  peuvent  être  d’ufage  pour  convertir  en  férié 
des  fondions  de  plufieurs  variables , fit  pour  beaucoup  d’autres 
objets.  Mais  notre  but  n’eft  pas  de  difeuter  ces  ufages.  Nous 
allons  feulement  confidérer  quelques  quantités  rationnelles  qui 
peuvent  être  différenciées  d’une  manière  plus  expéditive  que 
par  la  règle  générale  : nous  ne  confidérerons  que  celles  qui 
nous  feront  utiles  par  la  fuite. 

Si  on  a à différencier  une  quantité  telle  que  ( x -H  a ). 
( x -+-  a -f-  ê ) . ( x -4-  a -+-  2 b ) . (x  -+•  a -+-  j b)  . .. 
( jc  -4-  a -4-  ( n — 1 )b) , n étant  le  nombre  des  fadeurs , fit  que 
la  quantité  dont  * doit  varier , fbit  b ; la  différencielle  fera 
«£.(jc-4-a-f-£).(x-4-a-4-ai).(jc-4-a-4-  3 b) . . . 
( x -4-  a -f-  ( n — 1 ) b),  n — 1 étant  le  nombre  des  fadeurs 
en  progreiïïon  arithmétique. 

Mais  fi  la  variation  doit  être  — b , la  différencielle  fera 
nb  ( je  — a).(jc-t-a-f-M.(jc-+-a-+-  2 i )...(  x -4- a -t-  (n  — 2)  b) , 
n — 1 étant  le  nombre  des  fadeurs  en  progrelfion  arithmétique. 

En  effet , 

<*[(*-*-<»). (*-*-a  + #).(x  + a-t-ii)...(x-4-a-t-(n — l)£)J ...  (-Î-  ), 
= (x  a -4-  4) . ( x a -+-  ib).(x  -h  a -f-  3 4) . ..(  x -+-  a nb) 

(x  -f-  <*)«(*  ■+■  a -+-  b ) • ( x ■+•  a ■+•  1 ^ ) . . . ( .t  -f-  a -+-  ( n — i ) b ) 

=[(x  + û + ^).(*  + <i+  4*  3 £)•••(*  + a -H  (n—  1)*)  — a) 

= nb.  [ x a-f-  i b)  *(x  + a + — i ) £.  4*r 
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Pareillement , 

(f[(x («-+■<* 

*=  (x-t-«).(x-4-a-t-4).(x+a-n*)...(x-t-a-4-(>i  — i)  *) 

— (x-t-a  — i).(  x a).(x-t-a-*-i  ) ...  ( x-4-a  -t-  ( n — »)A) 

= [(x  + «).(x+j  + i).(x+a  + i>)...(x  -+-  a+  (n — t)A)].(x  +-  a-h(n — i )b — x — a -+•  b) 
s=n#.(x-t-a).(  x -H  a + i).(x  + iH-i<)..,(x  + n + (ii  — >)*)• 

Des  fommes  des  quantités. 

( I 8-)  Si  on  conçoit  que  P repréfente  une  fonction  quelconque 
d’une  ou  de  plufieurs  variables  x,  y , &c.  & que  donnant 

fucceffivement , à chacune  de  ces  variables  , les  valeurs  k , / , m , 
&c.  k' , /',  m! , &c.  k" , f , m " , &c.  refpectivement , la  quantité  P 
devienne  fucceffivement  P' , P"  , P1"  , &c.  la  fomme  P -f-  P‘  ■+■ 
P"  -H  P’"  , &c.  eft  ce  que  nous  appellerons  fomme  de  P , & que 
nous  rcpréfenterons  par  fP. 

Nous  n’entreprendrons  pas , à beaucoup  près  , de  traiter  cette 
matière  dans  toute  l’étendue  dont  elle  eft  kilceptible  : nous  n’avons 
befoin  pour  notre  objet , que  d’une  branche  très-particulière  de 
cette  théorie , & nous  nous  y bornerons. 

Nous  ne  confidérerons  donc  que  les  fondions  d’une  feule 
variable  ; & de  celles-ci  nous  ne  prendrons  que  celles  qui  font 
rationnelles  , & fans  divifeur  variable. 

Nous  fuppoferons  d’ailleurs  que  la  variable  croît  ou  décroît  par 
degrés  égaux. 

Des  fommes  des  produits  dont  les  facteurs  font 
en  progrejfion  arithmétique. 

( 1 9.)  Ces  produits  font  généralement  repréfentés  par 
(jc-Ha).(*-+-a-*-£Mx-4-a-t-2£)...(x-+-a-h  («  — I ) 3 ), 
n étant  le  nombre  des  faéleurs. 

Si  on  conçoit  que  l’on  fubftitue  fucceffivement  au  lieu  de  x , les 
quantités  x — b ,x  — 2 b , x — 3 b , &c.  les  quantités  dont  il 
s agit  d’avoir  la  fomme  feront  donc 

(x-i-a).(x  -t-  a -b  b).(x  -t-  a -+•  2 £)...(* -H  <z-l-  (n  — 1 )b) , 
(x-b-a  — b ) . ( jcH—  a ).{x  a -\-b  )...(*-+•  a •+■  ( n — 2 )b), 
(jc-t-rt — 2 b),  (x-i- a — b)  ,(x-+-a) . . . (x  •+■  a-+-  ( n — 3 )b  ), 
( x-ha  — $b).{x-*-a — 2 b).(x-t-a — £)...(  jc -4- a -+-  ( n — 4)  b), 
&c. 


INTRODUCTION; 

Soit  P la  fomme  cherchée  de  tous  ces  produits  ; & ?'  la  Com- 
me de  tous  ces  produits  , excepté  le  premier  ; on  aura  P — P'  = a 
(x-ba).Xx-b  a -t-i).(x*+-a-+-  2 i)...(x-4-a-4-(n  — 1 ) b). 

Or  P — F'  =>  d(  P) ...  (_f  t)  ; on  a donc  d(P) ...  (_f  t)  =a 

(x-+-fl)(x-4-a-4-£)(x-4-a-4-2i)...(x-4-a-4-(/z  — 1 ) b). 

La  queftion  de  trouver  P eft  donc  réduite  à cette  autre  ; Trouver 
quelle  ejl  la  fort  dion  de  x dont  la  différence , x variant  de  — b , 
fait  (x  -t-  a).(x-+-a-t-  b)  .(x-h  a-i-  2 b )...(x-4-  a ■+■  ( n — 1 )b). 

Or,  d’après  ce  que  nous  avons  dit  (17),  il  eft  facile  de  voir  que 

cette  fonêtion  eft  — ^-^.(x  — t-  a ) .(x-4-c-4-ê).(x-4-a-4-  %b )... 
(x-4-a-4-«£  ) , n -4-  1 étant  le  nombre  des  fadeurs*. 

On  a donc  P = . (x-4-a).(x-t-a-4-£).(x-t-a-4-2£).. 

( x -+-  a •+•  n b ). 

Remarques. 

(2  0.)  i.°  Nous  avons  fuppofé  que  la  variation  de  x étoit  pré- 
cifément  égale  à la  différence  b qui  règne  dans  la  progreftion  des 
fadeurs.  Nous,  verrons  dans  peu  , comment  on  détermine  la 
lbmme  , lorfque  cette  variation  eft  égale  à toute  autre  quantité. 

(2  I .)  2.0  Puifque  ( 12  ) les  termes  conftans  qui  fe  trouvent  dans 
une  quantité  qu’on  différencie  , ne  peuvent  plus  exifter  dans  la 
différence  ; il  s’enfuit  que  lorfqu’il  s’agit , comme  dans  le  cas  que 
nous  venons  de  traiter  , de  repaffer  de  la  différence  à la  quantité 
même  dont  elle  eft  la  différence  , on  doit  toujours  ajouter  une 
confiante  à cette  quantité.  A envifager  la  chofe  du  côté  du  calcul 
feulement , cette  confiante  peut  être  telle  qu’on  voudra  , puifque 
telle  qu’elle  foit , la  différencielle  fera  toujours  la  même  ; mais 
dans  chaque  queftion  , cette  confiante  a toujours  une  valeur  que 
l’on  trouve  facilement  par  les  conditions  de  la  queftion. 

Nous  repréfenterons  dorénavant  cette  confiante  par  C ; ainfi  la 
valeur  de  P que  nous  venons  de  trouver , eft  plus  généralement 

P — , — — — rr  .(x  -4 - a ).(  x -4-  a -4-  b)  .(x  -4-  a -+-2  b) .,  m 
(x-+-<z-4-n£)-4-C. 

* Il  faut  foire  attention  , dans  la  comparaient  avec  ce  qui  a été  dit  ( 17)  que  ce  qui  croît 
n dans  cet  endroit , eûici  n -t-  1. 


I 


15  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

Pour  donner  un  exemple  de  la  manière  de  déterminer  cette 
confiante  C , fuppofons  qu’on  demande  la  fomme  des  produits 
2x4x5, 4x6x8,  6x8  x io,8x  iox  12  jufqu  a 14  x i5  x 18, 
nous  avons  donc  (x  4-  a).(ac4-a4-ê).(ac  4-  a 4-  2 b ) = 
14  x i5  x 18  j 6c  n = 3. 

Suppofons  a = b = 2 ; nous  aurons  x = 1 2.  Donc  P = -pp . 
14  x i5  x 18  x 20  + r. 

Mais  puifqu’on  ne  veut  la  fomme  que  depuis  2x4x6;  fi  on 
compare  ce  produit  à ( ac  4-  a ).(  x 4-  a + i ).(  x H-  2 4-  2 i ) , 
on  aura  x = o j il  faut  donc  que  lorfque  ac  = o , la  fomme  P 

devienne  2 x 4 x 5 ; on  a donc  2x4x5=  X2X  4x5x8 
4-  C ; donc  C = 48  — 48  = o.  La  fomme  cherchée  eft  donc 
fimplement^px  14  x i5  x 18  x 20.  C’efl-à-dire , 10080  ; fie  il  eft 

facile  de  s’afiurer  que  cela  eft  en  effet , en  réalifant  les  produits  6c 
faifant  la  fomme. 

Si  aulieu  de  fuppofer  a — 2 , nous  euflions  fuppofé  a — o ; 
alors  nous  aurions  eu  pour  valeur  finale  de  x , x = 14  ; fie  pour 

valeur  initiale  ae  = 2 ; la  fomme  feroit  donc  P = — — x 14  x 1 5 x 

4 • » 

18  x 20  -4-  C.  Et  pour  déterminer  la  confiante  C,  nous  aurions 
cette  condition  que  lorfque  x = 2 , la  fomme  P doit  devenir 

2 x 4 x 5 ; nous  aurions  donc  2x4x5  = x2X4x5x84-C; 

donc  C — o ; donc  P a encore  pour  valeur  10080 , ainfi  que  cela 
doit  être, 

j Des  fommes  des  quantités  rationnelles  qui  nom'  vas 
de  divifeur  variable. 

(2  2.)  Supposons  d’abord  , pour  plus  de  clarté,  que  l’on 
demande  de  fommer  une  quantité  fimple  , telle  que  æ1  ou  mx\ 
La  queftion  propofée  de  cette  maniéré  eft  indéterminée , parce 
qu’il  faut  Ravoir  de  plus  par  quels  dégrès  on  fuppofe  que  ac  croît 
ou  décroît.  Suppofons  donc  que  x décroît  par  des  degrés  égaux  à b. 

Alors  le  vrai  fèns  de  la  queftion  eft  celui-ci  : fuppofant  que  x 
devient  fucceflivement  ac  — b , x — 2 b , x — 3b,  ficc.  on  de- 
mande la  fomme  des  quantités 

mac’. 
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1NTR  0 D UCT  10  N. 

mx' , m(x  — b)' , m(x  — 2 b)' , m(  x — ■ 3b)1,  &c. 

Pour  réfoudre  cette  queftion , je  la  réduis  à celle  que  nous 
avons  réfolue  ( 19  ) , en  ramenant  mx ' à la  forme  ( x -3-  b) . 
(x  -3-  2 b) . ( x 3 b)  &c. 

Je  fuppole  donc  mx ' = A (x-3-b).{x-3- 2b). (x-3- 3b) 
-3- B (x-3~b)(x-3-2b)-3-C(x~3-b)‘3-D 
f aurai  donc 

mx'  = A x'  -3~  6 Abx'  - f-  11  A b'  x~3-  6 A b' 

+ Bx'  -3-  3 B b x -h  2 B b' 

■4 - C x -3- (.  b 

■+■  D 

& comme  cette  égalité  doit  avoir  lieu  quelle  que  foit  x , j’en  conclus 
A — m , 6 Ab  B = o , 11  A b'  -4-  3 Bb  -3-  C = o , 6 Ab'  -H 
2 B b1  -4-  C b -+■  D — o ; c’eft-à-dire , 

A = m t B = — 6 mb , C — -H  7 mbx , D =■  — mb'  ; donc 
mx'  — m(  x -3-  b ).  ( x -4-  2 b) .(  x -3-  3 b)  — 6 mb  {x  -3-  b) . 

( jc  —J—  ai)  + 7 mb‘  (x  -3-  b)  — mb ' 

La  valeur  de  mx'  eft  donc  compofée  de  quatre  parties  dont 
chacune  eft  de  la  forme  de  la  quantité  que  nous  avons  (ip)  en- 
feigné  à fommer.  On  trôuvera  donc  facilement , par  ce  qui  a été 
dit  (ip) , que 

J' mx1  — . ( x -t-  b).  (x  2 b ) . ( x -H  3 b)  .{x  -4-  4 b) 

— 2 m(  x -3-  b).(x-3-2b).(x-3~3i) 

-4-  ( x -3-  b)  .(x  -3-  2 b)  — mb'(x-3-b)-3-C 

C étant  la  confiante  néceflaire  à la  femme  (21). 

(23.)  Suppofons  actuellement  qu’on  ait  une  quantité  telle  que 
m x1  -+-  n x'  -f~  p x -4-  q : on  voit  que  chaque  terme  pourra  être , 
comme  nous  l’avons  fait  pour  mx' , réduit  à la  forme  ( x -4-  b). 
(x  -4-  aê).(x  -4-  }/>),& c.  donc  la  totalité  pourra  audi  être 
réduite  à cette  forme.  Donc  fi  j’ai  à fommer  une  quantité 
telle  que  mx'  -+-  nx*  -4-  p x -4-  q , je  fuppoferai  tout  de  fuite 
m x'  -3-  nx'  -3-  p x -3-  q — A(x  -4-  b).(x  -3~  2 b).(x  -4-  3 b) 
-4-  B (x  -4-  b).(x  -f-  2 b) 

-4-  ê ( x -4-  b ) -4-  D , 

& ayant  déterminé  les  cocfficiens  A y B , C,  D , en  égalant  les 
coéfficiens  des  mêmes  puiflances  de  x dans  les  deux  membres  de 
l’équation  , il  me  reliera  à fommer  la  quantité  A.  ( x -4-  b). 

C 
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i8  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

( a:  -4-  2 b ) . ( x 3b)  •+•  B. (x-+~  b),  {x- 4-  ai)- 4- 
C.  (x-4-  b)  -I-  D,  ce  qui  eft  facile  d’après  ce  qui  a été  dit  ( ip),  6c  donne 

~^f.(x  •+•  b).{x  •+“  ^b). (x  -4-  3b). (x  -h  $b) 

H — ( jc  -4-  b).(x  -4-  2b). {x  •+•  j b) 

-4-  -^-.(*  •+*  b).(x  -+-  2b) 

-4-  -y-.  (x  -4-  b)  -+-  C, 

quantité  dans  laquelle  on  fubftitucra  pour  A , B , C , D , leurs 
valeurs. 

( 1 4-)  Si  on  fait  attention  à la  forme  de  la  fomme  , tant  dans  cet 
exemple  que  dans  le  précédent  , on  voit  que  le  procédé  peut 
encore  être  préfenté  fous  un  point  de  vue  plus  fimple.  Au  lieu 
de  ramener  la  quantité  propofec,  à la  forme(  x-3rb).{x-±-nb). 
( x -+-  3 b ) ôcc.  on  remarquera  que  puifque  la  fomme  eft  auftï  de 
cette  même  forme , on  peut  tout  de  fuite  fiippofer  cette  forme  à la 
fomme , & déterminer  les  coëfficiens  de  cette  fomme  comme  il 
fuit.  Reprenons  l’exemple  de  m x1. 

(2j.)  Je  fuppoferai  tout  de  fuite , 

— A.(x  -4-  b).{x  -4-  2 b).[x  -4-  3b). (x  -4-  4/») 

-4-  B.(x  -4-  b).(x  -4-  2 b).{x  -4-  3b) 

-4-  C.(x  -4-  b).{x  -4-  2 b) 

*4“  D .{x  -4-  b ) ■+■  C y 

alors  pour  avoir  les  coëfficiens,  je  différencierai  (17)  chaque 
membre,  & j’aurai, 

mx‘  S4.4J  .(*  +J)  ,(*  + !>),  (*  + j<) 

-t-  j Jf  b . (x  + b)  . (x  4-  ib) 

-f"  i C b . [x  4 ~ b ) 4*  ^ b. 

C’eft- à-dire , 

mxl  = 4 Abx%  -4-  mAb*x*  -4-  t±\Ab'x  14 Abs 
3 Bbxx  + 9 B bx  x -4-  6 B b' 

-f-  iCbx-+-iCbx 
-4-  Db 

J’aurai  donc 

4 A b = m,  2$  Ab'  -4-  3 Bb  — o, 

44 Ab'  -4-  ÿBb'  -4-  2 Cb  = o, 

24  Ab*  -4-  6Bb*  -4-  2 Cb'  -4.  Db  = o; 


Digitized  by  Google 


1 NTRO  DUCTIO  N.  i* 

C’eft-à-dire,  A = ® = — 2 m,  C=  , D = — mi*; 

ce  qui  donne  pour  /ni*’  précifément  la  môme  valeur  que 
ci-devant. 

(26.)  On  voit  donc  , en  général , que  fi  on  a à fommer  un 
polynôme  rationnel  ôc  fans  divifeur  variable,  tel  que  ax?  -h 
bx1  -h  cxT , &c.  On  fuppofera 

f [axP -b  tx* -b cx'-b&c.)  = ^.  (x+ i).  (x-t-ii).  (x -4- 3#)...(x-(- (/’  + »).£) 

-b  li . (x  -|-  h) . (x  ■+■  ik) . (x  ■+•  }i)...(x+/>  k ) 

-I-  C.(x-bk).(x  b if).(x-h  }k)..,(x-b(y>  — i).k) 

-b  D.(x-bk)  .(x-btk)  .(x-b  }k)...(x-b(p — 1)  .k) 

en  fuppofant  que  p eft  le  plus  grand  des  expofans  p,  q , r , &c. 
& l’on  déterminera  les  cocfticiens , comme  il  vient  d’être  dit. 

Si  on  avoit  (<u-  4-ixî-f  rxr  -4-  &c.)‘;  en  développant  cette 
puiflance,  on  reviendrait  au  cas  précédent. 

( 2 70  On  voit  donc  par-là  comment  , ainfi  que  nous  l’avons 
promis  (20) , on  peut  (bmmer 

(A'-+-Æ).(ac-(-a-+-Z').(x-+-a-f-24)...(jc-f-a-t-/2 — 1 ).  b 
dans  la  fuppofition  où  x croîtrait  ou  décroîtrait  par  des  degrés 
autres  que  b.  Si  k , par  exemple  , marque  les  degrés  par  lef- 
quels  on  fuppofe  que  x croît , on  fuppofera 
J [x  -b  a) . {x  -b  a -b  *) . (x  -H  a 4-  »#)...(*  — «)•*) 

= A .{x  -b  k).(x  -b  ik).(x  -b  j*)...(x  + (n  -+-  l).k) 

•b  £ . (x  -b  k)  . (x  -b  ik) . . . (x  -b  nk) 

-I-  C . (x  -b  k)  . (x-»-»*)...(x-f-  (n  — i )* ) -j- 

+ ÿ.(x  + i)  + f. 

(28.)  Si  on  demandoit  qu’elle  eft  la  valeur  de  f A xm  lorfque 
m — o ; il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  cette  valeur 
ferait  A (x  -f-  b ).  En  effet  tn  étant  zéro , la  queftion  eft  donc 
feulement  de  fommer  A depuis  une  certaine  valeur  de  x jufqu’à 
une  autre  valeur  quelconque  de  x ; donc  fi  x -+-  b reprefente 
l’étendue  dans  laquelle  on  veut  fommer  A , la  fomme  fera 
A . ( x -4-  b ). 
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THÉORIE  GÉNÉRALE 

DES  É Q U AT  IONS 


A UN  NOMBRE  QUELCONQUE  D’INCONNUES , 


et  de  Degrés  quelconques. 


LIVRE  PREMIER, 

SECTION  PREMIERE. 

Des  Polynômes  complets , & des  Equations  complcttes. 

(,WToo  t Polynôme  qui  ne  renferme  qu’une  feule  inconnue  x 
peut  être  repréfenté  généralement  par 

axT  bx7~'  -t-  cic r~* ....  -H  i , T étant  le  plus  haut  degré  de 
x , & a ,b , c , ôcc.des  coëflficiens  quelconques. 

Pareillement  toute  équation  à une  feule  inconnue  peut  être 
généralement  reprcfentée  par 

a xT  -t-  b xT~l  -t-  c xT-'  -t-  . ...  s — o. 

Mais  la  multitude  des  termes  qui  peuvent  entrer  dans  les 
Polynômes  & les  Equations  , à mefure  que  leur  degré  & le 
nombre  des  inconnues  augmente,  exige  que  nous  repréfentions 
les  uns  & les  autres  de  la  manière  la  plus  abrégée  qu’il  fera 
pollible.  Il  faut  donc  que  nous  commencions  par  expofer  ce 
que  nous  entendons  par  diverfes  cxpreffions  que  nous  nous 
propofons  d’employer. 

(30.)  Nous  repréfenterons  tout  polynôme  à une  feule  in- 
connue, par  cette  exprdfion  abrégée  (x)T,  par  laquelle  nous 
entendons  ces  mots  ....  Polynôme  à une  feule  inconnue  , du 
degré  T. 

Pareillement  , nous  repréfenterons  toute  équation  à une 
feule  inconnue  x,  par  cette  expreflion  abrégée  {x)T  = o. 
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ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  ai 

Et  lorfque  nous  voudrons  défigner  le  nombre  des  termes 
d’un  pareil  polynôme , ou  d’une  pareille  équation  , nous  écri- 
rons A ( x y. 

(31.)  Nous  entendons  par  polynôme  complet , celui  à qui  il 
ne  manque  aucune  des  combinaifons  des  inconnues  x,y , <[,  &c. 
que  fon  degré  peut  comporter. 

Par  exemple  , tout  polynôme  complet  à deux  inconnues , 
doit  dans  le  troifième  degré  avoir  tous  les  termes  fuivans 
dans  lefquels  nous  faifons  abftraûion  des  coéflicicns 

x'  x'y  xy'  y ’ 

**  x'y  y' 

x y 

1 

Tout  polynôme  complet  à trois  inconnues  x,y,  doit 
dans  le  troifième  degré  avoir  tous  les  termes  fuivans. 

**  x'y  x'i  xy'  xyi  xi'  y’  y\  y^  f 

x‘  xy  xi  y 1 yi  £ 

x y 1 

1 

C’eft-à-dire  qu’en  général , dans  un  polynôme  complet , il  doit 
y avoir  tous  les  différens  produits  qui  peuvent  être  conçus , 
depuis  la  plus  bafie  dimenfion  ou  la  dimenfion  o , jufqu’à  la  plus 
haute  dimenfion  T;  il  en  eft  de  même  d’une  équation  complette. 

(32.)  Pour  repréfenter  un  polynôme  complet  à deux  incon- 
nues, nous  écrirons  (m...2)t;  pour  une  équation,  («...  2)r=  o ; 
pour  marquer  le  nombre  des  termes  de  ce  polynôme  ou  de 
cette  équation,  nous  écrirons  N («...2) T. 

(3  30  En  général , pour  marquer  un  polynôme  à un  nombre 
quelconque  n d’inconnues  , nous  écrirons  («...n)r;  pour  une 
équadon,  (u...n)T  = o;  & pour  le  nombre  des  termes, 
N(u...n)T. 

Du  nombre  des  termes  des  Polynômes  complets. 

( 3 40  La  déterminadon  du  nombre  des  termes  des  poly- 
nômes eft  un  objet  fondamental  dans  la  théorie  aéluelle.  Il  ne 
fera  queftion  d’abord  que  du  nombre  des  termes  des  polynômes 
complets. 
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ÉQUATIONS  AGÉBRIQUES. 


Problème  I. 

( 3 I • ) On  demande  de  déterminer  généralement  la  valeur  de 
. . .n)r. 

Il  eft  évident  d’abord  que  N {u  . . . i )T=  T-f-  i. 

(36.)  Concevons  qu’à  l’aide  d’une  nouvelle  inconnue  ac  , on 
rende  homogènes  tous  les  ternies  du  polynôme  (k...i)t,  ce  qui 
donnera  tous  les  termes  fuivans. 

uT , uT~'  x , uT~:  x‘ , uT~}  X* , uT~*  x* u'  :cT_1 , u xT~' , xT. 

Il  eft  clair  que  ce  feront  les  termes  de  la  dimenfion  T du  po- 
lynôme (u  ...  2 )T , & que  leur  nombre  fera  T -4-  i. 

Si  on  conçoit  donc  qu’on  fubftitue  fucceftivement , dans  T- 1-  i , 
au  lieu  de  T,  les  quantités  T,  T — x , T — 2,7  — j,  &c.  on 
voit  que  les  réfultats  T i ,T,T  — i ,T  — 2,  &c.  exprimeront 
fuccellivement  le  nombre  des  termes  de  la  dimenfion  T , de  la 
dimenfion  / — 1 , de  la  dimenfion  T — 2,  de  la  dimenfion  T — 5 , 
&c.  du  polynôme  ( u . . 2 )T. 

Donc,  d’après  les  idées  que  nous  avons  données  (18)  fur 
lesfommesdes  quantités,  on  voit  que  pour  avoir  2)T , 

il  ne  s’agit  que  de  fommer  T 1 , T variant  de  — 1 , depuis  T 
jufqu’à  zéro  inclufivement.  Or  par  ce  qui  a été  dit  ( iÿ  ) on 


trouvera  que  cette  fomme  eft 


( '/'  -f.  1 ) . ( T -t-  1 ) 


Donc  N(»...2)t=;  LL±J1i1I±22, 

(37-)  Concevons  pareillement  qu’à  l’aide  d’une  nouvelle 
inconnue  y , on  rende  homogènes  du  degré  T , tous  les  termes 
qui  compofent  le  polynôme  (u  . . . 2)r. 

On  formera  par-là  tous  les  termes  qui  peuvent  compofer  la 
dimenfion  T du  polynôme  (u  . . . ? )T. 

Par  exemple  , fi  à l’aide  de  l’inconnue  y , on  rend  homo- 
gènes du  degré  5 , tous  les  termes  du  polynôme  ( u . . . 2 )’  , 
c’eft-à-dire  tous  les  termes  fuivans. 


u'  u' x ux'  JC* 
u'  u x x' 
u x 

l 
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on  aura  les  termes 

ti'  u‘  x ux'  x'  u' y uxy  x'y  uyx  xyx  y' 

qui  font  tous  ceux  qui  peuvent  compofer  la  dimcnfion  3 du 
polynôme  ( u . . . 3 )’. 

Le  nombre  de  ces  termes  fera  donc  celui  des  termes  du  po- 
lynôme c’eft-à-dire  , 1 ---  'J  / ~H  1 ^ ; donc  pour 

avoir  le  nombre  des  ternies  des  dimenfions  T — 1 , T — 2 , 
T — 3 , &c.  du  polynôme  (u  ...  3 )T , il  ne  s’agira  que  de 

fubftituer  dans  , au  lieu  de  T , les  quantités 

T — i,T  — 2 ,T  — 3,  &c.  Donc  aufli  pour  avoir  le  nombre 
total  des  termes  de  toutes  les  dimenfions,  il  ne  s’agira  que  de 

lbmmer  ^ 1\  } y variant  de  — 1 , depuis  T jufquà 

zéro  inclufivement.  Or  ( 19  ) on  trouvera  que  cette  fomme  eft 
( /•-!-  Q.çr-t-  »).(r-t-  ? ) 


(r-t- 1 3 ) 

i 


Donc  A ( u . . . 3)r  1 

(3  80  R*1  raifonnant  de  la  môme  maniéré  pour  ( u . . . 4) 3 
on  verra  de  même  que  pour  avoir  JV  (u  .. . 4)  , il  faut  fommer 


A (u.. . 3 )T  , T variant  de 


vement  ; 6c  que  par  conféquent 

A^(u...4)r  = .rr+'Mr+1)'|r 


1 , depuis  T jufqu  a zéro  inclufi- 
))-(r+4) 


(39.)  Donc,  en  général, 


N(u...n)T  = 


(r-i-i).(r-t-i).(7~4-3).(r+4) rr+>0 

x • x * 3 • 4 • > * **  • • fi 


Du  nombre  des  termes  qui , dans  un  Polynôme  complet , 
peuvent  être  divijibles  par  certains  Monomes  compofe's 
d’une  ou  de  plujieurs  des  inconnues  comprijes  dans  ce 
Polynôme. 

Avertissement. 


(4O0  Nous  ferons  un  très-fréquent  ufage  des  lignes  > 6c 
< par  lefquels  on  fait  que  l’on  défigne  ordinairement  l’inégalité 
de  deux  quantités  ; celle  qui  eft  à l’ouverture  étant  la  plus 
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grande , & celle  qui  eft  à la  pointe  étant  la  plus  petite.  Mais 
nous  avertilTons  que  ce  ligne  d’inégalité , dans  1 emploi  que 
nous  en  ferons , fora  toujours  cenfé  comprendre  celui  d'égalité  ; 
en  forte  , par  exemple , que  quand  nous  écrirons  a < b , cela 
lignifiera  que  a ne  peut  pas  être  plus  grand  que  b , que  géné- 
ralement parlant  il  doit  être  plus  petit,  mais  qu’il  peut  lui  être 
égal.  On  doit  s’en  fouvenir  pour  toute  la  fuite  de  cet  Ouvrage. 

Problème  II. 

( 4 I.)  On  demande  combien , dans  un  polynôme  complet  à un 
nombre  quelconque  d'inconnues  u , x , y , z , &c.  il  peut  y avoir 
de  termes  divijibles  par  u1’  ; combien  , outre  ceux-  là , il  y en  a 
de  divi/ibles  par  xQ  y combien  , outre  ceux  divijibles  par  up , & 
ceux  divijibles  par  xQ  , il  y en  a qui  font  divijibles  par  yR  y com- 
bien , outre  les  précédais  , il  y en  a de  divijibles  par  zs , &c.  on 
fuppofe  P-f-Q-f-R-4-S-h  &c.  < T , T étant  l'expofant  de 
la  dimenfion  du  polynôme. 

Concevons  qu’on  ait  raflemblé  tous  les  termes  qui  peuvent 
être  divifibles  par  up , & qu’en  ayant  féparé  le  facteur  up,  la 
totalité  des  termes  multipliés  par  ce  facteur  foit  un  polynôme 
tel  que  (u ...  n )K  -,  tous  les  termes  divifibles  par  up  feront  donc 
compris  dans  l’exprelfion  générale  («.  . .n)K  x up.  Or  il  eft 
évident  que  pour  que  cette  expreftion  les  comprenne  tous , il 
faut  que  K -+-  P = T;  donc  K = T — P ; le  nombre  des 
termes  divifibles  par  up , eft  donc  N [u  . . ,n)T~p } & par  con- 
féquent  ( jp  ) facile  à exprimer  en  T — P. 

On  voit  donc  de  même , que  le  nombre  des  termes  divifibles 
par  xQ  eft  A ( «...  n )T~  G.  Mais  comme  on  ne  demande  pas 
îimplement  combien  il  y a de  termes  divifibles  par  ac^,  mais 
combien  il  y en  a outre  les  termes  divifibles  par  up , il  faut 
de  N {ii . . .n)T~Q  retrancher  le  nombre  des  termes  qui  étant 
divifibles  par  up  , le  font  aufti  par  ar^  ; or  on  voit  par  la  même 
raifon  , que  le  nombre  de  ces  derniers  eft  N(u  . . . n)T~p-Q. 

Donc,  outre  les  termes  divifibles  par  up , il  y a un  nombre 
de  termes  divifibles  par  acc,  exprimé  par  N { u . . . n )T~  <2 

• — À’  (« . . . n)T~F~Q , ou  par  4[A’(u  ...  n)T-G] 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  yR}  eft  N {u...n)T~R; 

mais 
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mais  parmi  les  termes  divifibles  par  up , il  y en  a de  divifibles 
par  yR , un  nombre  exprimé  par  A'  (u  .. . n )T~p-R  ; & parmi  les 
termes  qui,  fuppreflion  faite  des  termes  divifibles  par  uv , le  font 
par  , il  y en  a de  divifibles  par  yR  , un  nombre  exprimé 
par  N ( « . . . n )T~Q~R  — N(u. . . n ):p-p-Q-R ; donc , outre  les 
termes  divifibles  par  up , 6c  les  termes  divifibles  par  jc<2  } le 
nombre  des  termes  divifibles  par  yR , fera  feulement 

N {u  . . . n)T~R  — N [u  . . . n)T~p~R  — N (u..  ,n)T~Q~  R 
-1-  N ( u...n  c’eft-à-dire, 

dlN(u...n)T-*-\...{Tr?)—dN{u...  n)T~  T~Sf  * ) 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  ^ , eft  N (u  . . . n)T~*  ; 
mais  parmi  les  termes  divifibles  par  up , il  y en  a un  nombre 
exprimé  par  N {u  . . . n)T~p~s  qui  font  divifibles  par  ^ ; 6c 
parmi  les  termes  qui , outre  ceux  divifibles  par  up,  le  font  par 
*6  , il  y en  a un  nombre  exprimé  par  A'  ( u . . . n)T~  Q~s 

— N (u  . . . n )T-p-Q-s  qUi  Je  font  par  ^ ; 6c  parmi  les  termes 
qui , outre  ceux  divifibles  par  up , 6c  ceux  divifibles  par  , 
le  font  par yR , il  y en  a un  nombre  exprimé  par  N(u...n  )r-R~s 

— JV (u...n)T~p~R~s — N{u...n)T~Q-~*~s  -4-Àf  ( u...n)T~p~QmR~s 
qui  le  font  par  donc  le  nombre  des  termes  qui  outre  ceux 
divifibles  par  up  , ceux  divifibles  par  x<2,  ceux  divifibles  par yR, 

le  font  par  ç*  , eft  N {u  . , ,n)T~s  — N {u  . . . n)T~  p ~ s 

— N («...fl  )T-<2-y  -+-  N («...  n )T-p-Q->  — JV(  «...  n)T~*-s 

n)T-p-R~s-*-  N{u...n)T-Z-R~s—N{H...  n)T~p-Q-R-s 
c’eft-à-dire, 

**)x'-*]  î>7—  ©) — 

- d>  u . ! . n ( _ jJ-q,  _ * ). 

Il  eft  bien  facile  de  voir  maintenant  que  s’il  y a une  cin- 
quième inconnue  r , de  laquelle  on  demande  combien  il  y a de 
termes  divifibles  par  rM , outre  ceux  divifibles  par  up , ceux 
divifibles  par  x ® , ceux  divifibles  par  yR , 6c  ceux  divifibles 
par  il  eft  , dis-je,  bien  facile  de  voir  à préfent,  que  le 
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nombre  en  fera  exprimé  par 

d*  N (u  .. . n)T~M (_/>,— ; &,  en  général, 

on  voit  clairement  quelle  fera  l’expreflîon  pour  un  nombre 
quelconque  d’inconnues. 


Remarque, 

(42.)  Telle  eft  l’expreffion  du  nombre  des  termes  en 
queftion  lorfque  T > P-+-Q-t-R-\-Sy  &c.  & c’eft  le  feul 
cas  dont  nous  ayons  befoin  pour  les  équations  complettes. 
Cette  expreflion  n’auroit  plus  lieu  fi  l’on  avoit  T < P -+-  Q 
H-  II  *4-  S , &c.  mais  ce  ne  fera  qu’en  traitant  les  équations 
incomplettes , que  nous  ferons  connoître  les  différentes  expreffions 
relatives  à ce  cas. 

Problème  III. 

(43*)  Supposant  que  l’on  exclue  du  polynôme  ( u . . . n )T  tous 
les  termes  divisibles  par  up , tous  les  termes  divijibles  par  xy  t tous 
les  termes  divijibles  par  yR  , tous  les  termes  divijibles  par  zs  ; tous 
les  termes  divijibles , &c.  on  demande  l’exprejjion  du  nombre  des 
termes  rejlans  ? 

Il  eft  clair  par  le  Problème  précédent , que  fi  l’on  n’exclud 
que  les  tenues  divifibles  par  up , le  nombre  des  termes  reftans 

fera  N(u  . . . n)T — N {u  . . .n)T~F  ou  dN{u...n)T...  {_JP  ). 

Si  l’on  exclud  les  termes  divifibles  par  up , & les  termes  di- 
vifibles par  *<2,  le  nombre  des  termes  reftans  fera 

dlN{u...n)^...{JP)  — dlN{u...n)T-<ï-\ (TSt9), 

T 

c’eft-à-dire  , d d [N [u  . . . n)T]  . . . . ( _ />  t —ç)- 

Si  l’on  exclud  les  termes  divifibles  par  up , les  termes  divi- 
fibles par  ac*2 , les  termes  divifibles  par  yR  , le  nombre  des 

termes  reftans  fera  d d[_N(  u . . . n )T] ( Pr_  q ) 

dd [N'(u...n)T~R  ]....(_  i> t . ç ) = d‘  [N(u...n)T _ p^_  R ). 

Si  l’on  exclud  les  termes  divifiles  par  up  , les  termes  divi- 
fibles par  a.-Ç  y les  termes  divifibles  par  yR , & les  termes  divifibles 
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par  , le  nombre  des  termes  reftans  fera 

= d * [AT(a  . ..n)r]  -q^-r, -s)  j & ainft  de  fuite. 

Remarque. 

(44.)  La  forme  fous  laquelle  nous  venons  de  mettre  l’ex- 

Iirelïïon  du  nombre  de  termes  dont  il  a été  queftion , n’eft  pas 
a plus  commode,  fi  l’on  a véritablement  defiein  de  connoitre 
ce  nombre  de  termes  ; dans  ce  cas , il  faut  ramener  ces  expref- 
fions  à leur  forme  primitive,  comme  dans  l’exemple  qui  va 
fuivre. 

Mais  la  forme  que  nous  venons  d’adopter  eft  , fi  je  ne  me 
trompe,  la  plus  parfaite  pour  l’objet  auquel  on  verra,  dans  peu, 
qu’elle  eft  deftinde. 

Suppofbns,  pour  donner  un  exemple,  qu’on  demande  combien 
il  refteroit  de  termes  dans  le  polynôme  ( u . . . j )6  fi  on  en  cx- 
cluoit  les  termes  divifibles  par  u 1 , les  termes  divifibles  par  x‘f 
& les  termes  divifibles  par  y. 

Tous  les  termes  de  ce  polynôme  font 

u 6 u*xu*y  u*x*  uAxy  uAyx  «Jjc*  uxxxy  u'xy x u'y'  u%x%  uxx'y  uxxxy * uxxyi  u'y* 
«x’  ux4y  ux'y*  uxry'  uxy 4 uy'  x*  x'y  x4y*  x'y * xxy 4 xy % y4 

u'  u*x  u'y  u'xx  u'xy  u'yx  uxx'  uxxxy  uxxyx  uxy 1 ux*  ux'y  ux'y*  uxy ' uy ♦ 
xs  x*y  x'yx  xxy'  xy 4 y* 

u 4 u'x  u'y  ulxx  uxxy  u *y*  ux » uxxy  uxy*  uy 1 x*  xJ y xxyx  xy ' y* 
k'  u:x  u'y  uxx  uxy  uyx  x 1 xxy  xy*  y * 
ux  ux  uy  xx  xy  y* 
uxy 

l 

Le  nombre  total  des  termes  eft 

N{u  . . . ? f = LïAî*  a 84 ( 37  ). 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  u' , eft 

Al  / w_  » 4X{Xé 

(u  . . * 3 )‘  1 = - = 20 • 

v J » X J 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  xx , apres  l’expulfion  des 

Dij 
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termes  divifibles  par  u' , eft 

N(u...  })*“*  — = N(u.  ..})♦—  N(u...iY  =M  — 4 = 3'- 

Le  nombre  des  termes  divifibles  par  y , après  l’expulfion  des 
termes  divifibles  par  u' , & des  termes  divifibles  par  x' , eft 

6 — X 6—1  — 1 6 — 1 — 1 . 6 — | — 1—  I> 

— A'(u...  3 ) — JV(u...j)  -J-  //{u...}) 

= f6  — io  — xo  -f-  I = 17* 

Donc  le  nombre  des  termes  reftans  eft  6. 

Et  en  effet  les  termes  reftans  font 

u'x 
k*  ux 
u x 

i 

Réflexions  préparatoires  a la  détermination  du  degré  de 
l'Equation  finale  réfultante  d’un  nombre  quelconque 
d' Equations  complettesy  a pareil  nombre  d' Inconnues. 

(450  Supposons  qu’on  ait  un  nombre  quelconque  n d’é- 
quations complettes , renfermant  un  pareil  nombre  d’inconnues , 
& que  nous  repréfenterons  par  (u . . . n)‘  = o , (u . . . n)‘  ta  o# 
(« . . . n )'"  — o,  (u  . . .n)*"  = o , &c. 

Concevons , qu  a l’aide  des  n — 1 dernières  équations , on 
détermine  la  valeur  de  x1 , de  y'  , de  £ , &c.  ce  que  l’on 
conçoit  facilement  toujours  polfibie , lorfque  les  équations 
ont , comme  nous  le  fuppofons , toute  la  généralité  poftible  : 
d’ailleurs , nous  en  donnerons  les  moyens  par  la  fuite  ; mais  il 
fuffit , quant  à préfent  , d’en  concevoir  la  poffibilité.  Il  eft 
clair  que  ces  équations  ne  pouvant  donner  que  ces  valeurs  , 
ou  celles  de  leurs  multiples  ( ce  qui  n’exprime  rien  de  plus  ) , 
on  ne  peut  à l’aide  de  ces  équations  faire  difparoître  dans  la 
première  , que  les  termes  où  il  fera  poffible  de  fubftituer  la 
valeur  de  x?  , la  valeur  de^y*,  la  valeur  de  ■fi , &c.  c’eft-à-dire, 
les  termes  divifibles  par  x1’,  les  termes  divifibles  par  y , les 
termes  divifibles  par  fi  , &c.  Mais  on  fent  très-bien  que  cette 
fubftitution  n’eft  pas  fuffifante  pour  faire  difparoître  les  autres 
termes  affectés  de  x ,y , &c.  & par  conféquent  pour  donner 

l’équation  en  u , fi  ce  n’eft  accidentellement , & aans  les  cas 
particuliers  où  il  y aurait  certaines  relations  entre  les  coëfficiens 
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de  ces  équations , cas  qui  ne  peuvent  avoir  lieu  ici , où  nous 
confidérons  les  équations  dans  leur  plus  grande  généralité. 

On  voit  donc  d’abord  que  l’équation  finale  ne  peut  être  ni 
du  degré  t , ni  au-deflous.  Mais  fi  on  conçoit  qu’on  multiplie 
l’équation  ( u . . . n )'  par  un  polynôme  complet  du  degré  7 , à 
pareil  nombre  d’inconnues,  & que  dans  l’équation  (u. . .np  +‘=  o, 
qui  en  réfultera  ( ôt  que  nous  appellerons  Equation-produu  ) , on 
fubftitue  dans  tous  les  termes  où  il  fera  polfible  de  le  faire , la 
valeur  de  x*,  celle  de  y‘  , celle  de  £ , &c.  alors  comme  le  po- 
lynôme multiplicateur  aura  introduit  dans  l’équation-produit 
autant  de  coëfficiens  différens  qu’il  y a de  ternies , on  conçoit 
qu’après  ces  fubftitutions  il  peut  ne.  relier  de  termes  affectés 
de  x,  y , &c.  qu’autant  qu’il  fera  poffible  d’en  faire  dilpa- 

roître  a l’aide  des  coëfficiens  du  polynôme  multiplicateur. 

Non-feulement  on  conçoit  que  cela  peut  arriver  ; mais  on 
voit  que  cela  doit  arriver  , c’eft-à-dire , qu’il  doit  y avoir  un  po- 
lynôme multiplicateur  qui  fournira  les  coëfficiens  néceffaires  pour 
la  deftruëlion  totale  des  termes  affectés  de  x , y , &c.  après 

l’expulfion  des  termes  divifibles  par  x' , y , i'  , ôcc.  faite  par 
la  fubftitution  des  valeurs  de  ces  quantités. 

En  effet , on  ne  peut  arriver  à l’équation  en  u , qu’à  l’aide 
des  valeurs  que  n — 1 de  ces  équations  donneront  à fubifituer 
dans  la  n.tme  , ou  dans  une  fonttion  de  la  n.emt.  Les  n — i 
dernières  équations  , par  exemple  , ne  peuvent  donner  autre 
choie  que  la  valeur  de  x1 , y'  , &c.  Donc  ces  valeurs 

fubftituées  dans  une  certaine  lonàion  de  la  première  équation  , 
doivent  fuffire  pour  y exprimer  toutes  les  conditions  de  la  quefi 
tion  que  ces  équations  renferment  ; donc , puifque  la  queltion 
doit  à la  fin  fe  réduire  à une  équation  en  u , il  faut,  qu’après  ces 
fubftitutions,  tous  les  termes  affeclés  de  x , de  , de  ^ , &c. 
puiffent  être  détruits. 

Or  la  fonction  la  plus  générale  dans  laquelle  on  puiffe  faire  cette 
iùbftitution , eft  un  polynôme  complet  : elle  doit  donc  être  le 
produit  d’une  des  équations  propofées , par  un  polynôme  com- 
plet. Il  doit  donc  y avoir  un  polynôme  complet  qui , par  Je 
nombre  de  fes  coëfficiens  , puiflê  fatisfàire  à la  deftruêtion  de 
tous  les  termes  qui  relieront  affectés  dex , y,  ^ , &c.  après  b 
fubftitution  de  x‘  , ÿ > £ , &c. 

Mais  on  fe  tromperoit  beaucoup  fi  on  penlbit  que  tous  les 
coëfficiens  de  ce  polynôme  peuvent  être  utiles  à cet  objet. 
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En  effet  , il  eft  facile  de  voit , qu’à  l’aide  des  valeurs  de 
sé  ,y'  , ÿ“,  &c.  on  peut  toujours,  quand  on  le  voudra,  faire 
difparoître  de  ce  polynôme,  tous  les  termes  divifibles  par  x‘f 
tous  les  termes  divifibles  par  , tous  les  termes  divifibles  par 
&c.  donc,  jiuifque  ces  termes  font  fupprefiîbles  à volonté,  on 
ne  peut  donner  a leurs  cocfficiens  aucune  aeftination  particulière  , 
ou  du  moins  on  ne  peut  compter  fur  leur  ufagc  j our  fatisfaire  aux 
conditions  de  la  queftion  t en  un  mot , puifqu  on  peut  toujours 
les  faire  difparoître , la  folution  doit  être  tout-à-fait  indépen- 
dante de  ces  cocflicicns  ; & l’on  doit , par  conféquent , pour 
plus  de  (implicite,  les  omettre. 

Une  autre  confidération  importante , & qui  achèvera  de  nous 
faire  connoitre  les  qualités  que  doit  avoir  le  polynôme  multi- 
plicateur , pour  être  propre  à anéantir  tous  les  termes  autres 
que  les  termes  en  u ; c eft  que  le  degré  de  ce  polynôme  ne  peut 
pas  être  moindre  que  la  fomme  des  expofans  é -t-  t"  -+-  t'",  -+-  Ôte. 
des  n — i équations  qui  fourniffent  aux  fubflitutions. 

Car  il  faut  qu’il  ait  la  plus  grande  généralité  poflïble  ; il 
faut  donc  qu’on  puiffe  y faire  toutes  les  fubflitutions  poflîbles 
des  valeurs  de  x‘ , y‘  , &c.  il  faut  donc  qu'il  renferme  toutes 
les  combinaifons  poflibles  de  x ',  y*  > É , &c.  ■ fbn  degré  ne  doit 
donc  pas  être  moindre  que  é -+- t " -t-  t!" , — t—  ôcc. 

D’aj  rès  ces  réflexions , nous  pouvons  procéder  à la  recherche 
du  degré  de  l’équation  finale. 

Détermination  du  degré  de  l'Equation  finale  réfultante 
d’un  nombre  quelconque  d' Equations  complettes  renfermant 
un  pareil  nombre  d’ Inconnues. 

(46.)  Les  Équations  propofces  étant  repréfèntées  par 
(«...«)'  = o,  («  ...n)'  = o , (u  ...n'/  = o , («...«)'"'*=  o,  ôte. 
concevons  qu  après  avoir  multiplié  la  première , par  le  polynôme 
complet  ( u ...n  )T , on  fubflitue  dans  l’Equation -produit 
( u . . . n )r+  ‘ — o,  au  lieu  jc1,  de  y' , de  7' , &c.  leurs  valeurs  tirées 
des  n — 1 autres  équations  : il  eft  vifible  que  par  cette  fubftitution 
on  fera  difparoître  dans  l’équation-produit , tous  les  termes  di- 
vifibles  par  x’  , tous  les  termes  divifibles  par  y‘  , tous  les  'ter- 
mes divifibles  par  £ , ôte.  Donc  (43)  le  nombre  des  termes 
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reftans  dans  l'équation-produit , après  toutes  ces  fubftitutions , 
fera  [ A’(  u . . .n)r+']  . . . (_  &CJ- 

Soit  D le  degré  auquel  montera  l’équation  finale  ; D -+-  j fera 
donc  le  nombre  de  fes  termes,  & par  coiiféquent  aufli  le  nom- 
bre des  termes  où  il  n’entrera  que  des  puifTances  de  u feul.  Donc 
le  nombre  des  termes  qui  relieront  affeàés  de  x ,y , z,  &c.  fera 

dn~'  [ A(  u.  . ./z)T  + ‘]  . . . ( &c. ) — d)  — i. 

Concevons  qu’on  faflç  pareillement , dans  le  polynôme  multipli- 
cateur (u  . . . n )T,  les  fubftitutions  des  valeurs  de 
Ces  fubftitutions  en  feront  difparoitre  tous  les  termes  divifibles  par 
x1  y tous  les  termes  divifibles  par  y , tous  les  ternies  divifi- 
bles par  £ , ôcc.  & réduiront  par  conféquent  le  nombre  des 

termes  de  ce  polynôme  à ct'~'  [ N{u ...  n)7] 

Le  polynôme  ne  pourra  donc  fournir  que  ce  nombre  de  coëf- 
ficiens  utiles  à la  deftruêtion  des  termes  qui  dans  l’équation- 
produit  reftent  affectés  de  x,y , &c.  après  les  fubftitutions. 

Il  faut  même  en  diminuer  encore  le  nombre , de  i ; car  il  eft 
facile  d’appercevoir  que  comme  on  peut  toujours , dans  l’équa- 
tion-produit , fuppofer  à volonté  le  coefficient  de  l’un  quelcon- 
que des  termes  égal  à l’unité  , ou  à toute  autre  quantité  que 
l’on  voudra , il  y a encore  un  coefficient , parmi  ceux  qui  reftent , dans 
le  polynôme  multiplicateur  , dont  on  ne  peut  faire  aucun  ufage 
pour  la  deftruction  des  termes  reftans  dans  l’équation-produit. 

Cela  pofé , il  eft  bien  facile  de  voir  que  la  deftruction  de 
chaque  terme  reliant  affecté  de  x ,y , ^ , &c.  dans  i’équation- 
produit , ne  pouvant  être  opérée  qu’à  l’aide  d’un  coefficient  in- 
déterminé fourni  par  le  polynôme  multiplicateur , il  faut  qu’on- 
ait  l’équation  fuivante 

& 1 C N {u  . . . w)T3  . • • ( — — « t",  — t"',  &c.  ) ~ 1 1 

= à- - (TV  ( u ....n)- r' + , ■ , _ JC-  *c  )-£>- « . 

D’où  l’on  tire 


c eft-à-dire  , 

D . </•  [ N ( « . . . n )T+ >] . . . ( _ < , - &c. )- 
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Si  l’on  fe  rappelle  préfentement  i.°  que  (39) 


N[u  ’i\T~ *- * (r+H-iMT-H  + »)-(r+t+)) ( 

' * * * ' I . i . ; n * 


2.0  Les  omiffions  (12)  que  l’on  peut  fe  permettre  dans  le 
Calcul  de  la  différence  du  degré  n : 

On  verra  d’abord  que  la  valeur  de  D peut  être  réduite  à 


d = 


j’(T + > Lrî" 


1.1.3 « 

Enfin  fi  l’on  fe  rappelle  ( 14  ) les  omiffions  que  l’on  peut 
encore  fe  permettre  dans  le  calcul  des  différences  fucceffives 
par  lefquelles  on  arrive  à la  différence  du  degré  n ; & la  re- 
marque ( 1 y ) par  laquelle  nous  avons  fait  voir  que  lorfqu’il 
s’agit  d’une  différence  d’un  degré  égal  à la  dimenfion  de  la 
quantité  qu’on  a à différencier , il  importe  peu  de  confidérer 
les  variables  comme  croiffant  toutes  , ou  décroiffant  toutes  ; 
c’eft-à-dire , qu’on  peut  fuppofèr  toutes  les  variations  pofitivcs , 
on  aura 


D = 


_ </■  ( r 4-  /)* (t,  &c.) 


1 • 1 • 3 n 

C’eft-à-dire,  enfin 

D = n'r"  é" , ôcc. 


D’où  l'on  conclud  ce  théorème  général. 

(47-)  Le  degré  de  l’équation  finale  réfultante  d’un  nombre 
quelconque  d’équations  complètes  renfermant  un  pareil  nombre 
d’inconnues  , b de  degrés  quelconques  3 efi  égal  au  produit  des  expo- 
fans  des  degrés  de  ces  équations. 


Remarques . 


(48.)  i.°  Si  on  ne  fuppofe  que  deux  équations 6c  deux  inconnues, 
c’eft-à-dire,  fi  on  fuppofe  qu’on  ait  feulement  («...2)'  = 0, 
& (u. . . 2)' = o ; le  degré  de  l’équation  finale  fera  donc  té, 
c ’eft-à-dire , égal  au  produit  des  expofans  des  degrés  de  ces  deux 
équations  : c’eft  à cela  que  fe  réduit  tout  ce  que  l’on  a jufqu’ici 
démontré  de  général , fur  le  réfultat  de  l’élimination  dans  les 
équations  complettes. 
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2.b  Si  on  fuppofe  t"  — é"  = f = ôcc.  = 1 ; on  aura  D — té , 
c’eft-à-dire  , que  le  degré  de  l’équation  finale  fera  le  même 
que  fi  on  n’avoit  que  deux  équations  6c  deux  inconnues  , 
l’une  du  degré  t , l’autre  du  degré  é : ôc  il  eft  aifé  de  voir  que 
cela  doit  être  ainfi , puifqu’à  l’aide  des  n — 2 équations  du  pre- 
mier degré , on  lent  qu’on  peut  éliminer  n — 2 inconnues  fans 
rien  changer  au  degré  des  deux  équations  (u.. . n)‘  — o , 
( u . . .n)‘  =*  o,  qui  par-là  deviendront  deux  équations  de  la 
forme  (u ...  2/  = 0 , (u  ...  2/  = o.  Mais  la  méthode  que 
nous  donnerons  pour  arriver  à l’équation  finale  , 6c  dont  oti 
peut  déjà  prévoir  la  marche  , n’exigera  pas  ces  éliminations 
pardelles.  Nous  l’expoferons  en  détail  dans  le  fécond  Livre  : il 
n’eft  queftion  ici  que.  du  degré  de  l’équation  finale. 

3°  On  lait,  par  la  Géométrie  6c  l’Algèbre,  que  deux  li- 
gnes courbes  tracées  fur  un  plan  , 6c  dont  les  équations  font 
algébriques , ne  peuvent  fe  rencontrer  en  un  plus  grand  nom- 
bre de  points , qu’il  n’y  a d’unités  dans  le  produit  des  expofans 
des  degrés  de  leurs  équations.  C’eft  une  fuite  très-fimple  de  ce 
que  nous  venons  de  dire  dans  la  première  remarque. 

On  fait  auffi , par  la  Géométrie , que  les  furfaces  des  corps 
peuvent  être  exprimées  par  des  équations  à trois  inconnues  : 
donc  fi  ces  corps  font  tels  que  leurs  furfaces  puiflent  être  expri- 
mées par  trois  équations  algébriques  , il  réfulte  immédiatement 
de  notre  Théorème  général  ( 47  ) ce  Théorème  général  de 
Géométrie 

Les  furfaces  de  trois  corps  dont  la  nature  peut  être  expri~ 
met  par  des  équations  algébriques , ne  peuvent  jamais  fe  rencon- 
trer toutes  les  trois  , en  un  plus  grand  nombre  de  points  , qu'il  riy 
a d'unités  dans  le  produit  des  trois  expofans  du  degré  de  ces 
équations. 

Ainfi , pour  le  dire  en  paflant , trois  cylindres , trois  fphères , 
trois  cônes.,  trois  ellipfoïdes,  trois  paraboloïdes , trois  hyper - 
boloïdes , ne  peuvent  jamais  avoir  plus  de  huit  points  de  leurs 
furfaces  , qui  foient  communs  i Ôc  cela  de  quelque  manière 
qu’on  les  difpofe. 

Il  en  eft  de  même  d’un  cylindre , d’une  fphère  6c  d’un  ellipfoïde 
qui  fe  rencontreroient  tous  les  trois , Ôc  en  général  de  la  com- 
binaifon  de  trois  quelconques  des  folides  que  nous  venons  de 
nommer  j parce  que  ces  folides  font  tels  que  la  nature  de  leur 
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furface  peut  être  exprimée  par  trois  équations  à trois  inconnues  , 
du  fécond  degré  chacune. 

4.0  On  peuc  juger  actuellement  combien  la  méthode  d’élimi- 
nation fucceflive  donnerait  de  racines  inutiles  à l’équation  finale. 
En  effet , fuppofant , par  exemple,  quatre  équations  feulement, 
toutes  quatre  du  degré  r;  fi  pour  éliminer  fuccefli vement  les  in- 
connues on  compare  l’une  de  ces  équations  à chacune  des  trois 
autres  , on  aura  trois  équations  chacune  du  degré  r*. 

Comparant  enfuite  l’une  de  ces  trois  à chacune  des  autres, 
on  fera  conduit  à deux  équations  chacune  du  degré  t 4. 

Comparant  enfin  l’une  de  celles-ci , à l’autre  , on  aura  pour 
équation  finale  , une  équation  du  degré  t *. 

Or  nous  venons  de  voir  que  l’équadon  finale  ne  doit  être  que 
du  degré  t*. 

Par  exemple , pour  quatre  équations  du  degré  2 feulement , 
la  méthode  d’élimination  fuccefiïve  donnerait  une  équation  finale 
du  degré  2 y 6 , tandis  qu’elle  ne  doit  être  que  du  degré  1 6. 

Si  les  quatre  équations  étoient  du  troifième  degré  , l’équation 
finale  donnée  par  la  méthode  d’élimination  fuccelfive  , ferait  du 
degré  6$6 1 , tandis  quelle  ne  doit  être  que  du  degré  81. 

Il  eft  vrai  que  fi  on  procédoit  à l’élimination  fuccefiive , 
félon  la  méthode  que  nous  avons  donnée  dans  les  Mémoires  de 
l’Académie  des  Sciences , pour  l’année  1764 , on  éviterait  plu- 
fieurs  de  ces  racines  inutiles  ; mais  il  en  relierait  encore  un  grand 
nombre , & un  nombre  que  d’ailleurs  il  n’y  a eu  jufqu’ici  aucun 
moyen  praticable  de  déterminer. 

On  voit  par-là  combien  nous  avons  eu  raifon  de  dire  il  y a 
déjà  plufieurs  années  * que  probablement  on  n’arriveroit  à éviter 
de  donner  à l’équation  finale  des  racines  inutiles  , que  lorfqu’on 
aurait  trouvé  une  méthode  pour  éliminer  à la  fois  toutes  les 
inconnues , hors  une. 

* Voyez  le  Cours  de  Mathématiques  â tuf  âge  des  Cardes  du  Pavillon  & de  la  Marine , 
froificme  Partie,  pages  & tio. 
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SECTION  II. 

Des  Polynômes  incomplets  , & des  Equations  incomplettes 
du  premier  ordre. 

( 49-)^^o u s n’infiftons  pas  pour  faire  (èntir  toute  l’étendue 
du  Théorème  général  auquel  nous  fommes  parvenus  (47)  fur 
les  équations  complettes.  Nous  remarquerons  feulement , qu’en 
môme  temps  qu’il  donne  le  degré  précis  de  l’équation  finale 
réfultante  a’un  nombre  quelconque  d’équations  complettes , & 
qui  tant  par  leurs  expofans  que  par  les  coëfficiens  de  leurs 
diflférens  termes  ont  toute  la  généralité  poffible , en  même 
temps  il  donne  la  limite  du  degré  de  quelque  équation  que 
ce  loit , complette  ou  incomplette , fufceptible  ou  non  d’abaif- 
fement , foit  par  l’abfence  d’un  certain  nombre  de  fes  termes  , 
foit  par  des  relations  quelconques  entre  leurs  coëfficiens. 

(JO.)  Quelque  utile  que  foit  déjà  cette  limite,  il  l’eft 
encore  bien  davantage  de  la  reflerrer  encore  plus  , & même  de 
fixer , autant  qu’il  fera  poffible , le  degré  précis , dans  tous  les 
cas  poffibles , môme  dans  les  cas  où  les  Equations  ne  font 
fufceptibles  d’abaiffement  que  par  des  relations  particulières  entre 
les  coëfficiens  de  leurs  termes. 

( J I . ) Cet  objet  eft  fi  vafte  que  le  LeSeur  ne  s’attend  pas 
fans  doute  à nous  voir  entreprendre  d’en  parcourir  toutes  les 
branches.  Mais  ce  qu’on  peut  raifonnablement  defirer , eft  de 
connoîrre  la  méthode  pour  arriver  à ce  but  dans  quelque  cas 
que  ce  foit  : c’eft  à quoi  nous  tâcherons  de  fatisfaire. 

( J 2.)  Quelque  idée  que  nos  Le&eurs  aient  pu  fe  faire  déjà 
de  l’étendue  de  la  matière  que  nous  entreprenons  de  traiter  , 
celle  qu'il  en  prendra  par  la  fuite , furpaffera  probablement  la 
première.  Nous  devons  donc  procéder  avec  méthode , 6t  ne 
donner  d’abord  à nos  recherches  qu’une  généralité  qui  prépare 
l’effirit  à des  objets  plus  étendus. 

Nous  ne  ferons  donc  connoître  les  différentes  efpèces  de  poly- 
nômes incomplets  , & d’équations  incomplettes  , qu’à  mefure 
que  nous  en  traiterons.  Mais  avant  que  d’en  entamer  la  première 

Ei; 
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branche  nous  croyons  devoir  préfenter  au  Leâeur  les  obferva-* 
rions  fuivantes. 


(53.)  Toute  équation  à laquelle  il  manque  quelqu’un  des 
termes  que  nous  avons  vus  devoir  être  compris  dans  un  poly- 
nôme complet  , ou  dans  une  équation  complette , peut , en 
général  , s appeller  Equation  incomçlette.  Mais  tous  les  diffé- 
rens  termes  qui  peuvent  manquer  a une  équation  complette , 
n’ont  pas  une  égale  influence  pour  l’abaiffement  du  degré  de 
l’équation  finale. 


Si  les  expofans  de  quelques-unes  des  inconnues , dans  les 
ternies  qui  manquent , font  moindres  que  le  plus  haut  expo- 
fant  des  mêmes  inconnues  dans  les  termes  reftans  ; & fi , en 
même  temps , ils  fe  trouvent  appartenir  à des  dimenfions  infé- 
rieures à celles  où  fe  trouvent  ces  derniers , leur  abfence  n’ap- 
portera aucun  abaiffement  au  degré  de  l’équation  finale  : elle 
fera  du  même  degré  que  fi  les  équations  étoient  complettes , 
ou  du  moins  cet  abaiffement  ne  fera  qu’accidentel , 6c  une  fuite 
de  quelque  relation  particulière  entre  les  coëfficiens. 

Par  exemple , les  deux  équations  ax'  -+-  b xy  •+■  cy ' -y  g = o , 
a'  x ' -4-  b'xy  -+-  c'y 1 ~y  gj  = o , à chacune  defquelles  manquent 
les  termes  de  la  dimenfion  1 , fans  que  les  termes  de  la  di- 
menfion  2 manquent  , conduiront  à une  équation  finale  du 
quatrième  degré,  comme  le  feroient  les  deux  équations  complettes 
ax'  -y  b xy  -h  cy'  -+-  ex  -4-  fy  -y  g = o , a'x'  -y  b'xy  -t-  c'y'. 
~y  e'x -y  J 'y -y  g = o.  Toute  la  différence  fera  que  les  coëf- 
ficiens des  termes  de  l’équation  finale  feront  plus  Amples  dans  le 
premier  cas , que  dans  le  fécond. 

( 540  Les  équations  incomplettes  que  nous  confidérerons , 
feront  donc  celles  à qui  il  manquera  des  termes  qui  peuvent  influer 
fur  le  degré  de  l’équation  finale.  Quoiqu’incomplettes , dans  ce 
fens  qu’efies  ont  moins  de  termes  qu’une  équation  complette 
du  même  degré  , elles  ont  une  bien  plus  grande  étendue  que  les 
équations  complettes,  quelles  renferment  comme  un  cas  très- 
particulier. 

Nous  aurions  donc  pu  , à la  rigueur  , nous  difpenfer  de 
traiter  fpécialement  de  celles-ci  : mais  outre  que  nous  n’aurions 
pu  les  préfenter  d’une  manière  auffi  facile  à faifir , dans  un 
début , nous  avons  encore  été  déterminés  à fuivre  cette  marche , 
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par  cette  confidération , que  l’idée  de  la  fubftitution  fur  laquelle 
nos  raifonnemens  ont  été  appuyés  , rapproche  le  plus  qu’il  eft 
polïible  , l’expofition  de  notre  marche , des  idées  élémentaires 
de  l’élimination  dans  les  équations  du  premier  degré. 

Quoique  nous  puffions  bien  encore  appliquer  la  même  idée 
aux  équations  incomplettes , nous  allons  cependant  préfenter  les 
chofes  fous  un  autre  point  de  vue , mais  généralement  appli- 
cable , 6t  toujours  de  la  même  maniéré  : au  lieu  que  le  prin- 
cipe de  la  fubftitution , fi  nous  nous  y attachions , exigerait  des 
modifications , & des  attentions  particulières  dont  il  ne  peut 
d’ailleurs  être  qu’utile  que  nous  donnions  une  idée. 

(JJ.)  Suppofons , pour  plus  de  fimplicité , que  nous  avons 
feulement  trois  équations  comnlettes , & trois  inconnues , & 
toutes  trois  du  degré  t.  Si , à l’aide  de  deux  de  ces  équations  , 
je  prends  la  valeur  de  y , & celle  de  £ ; comme  ces  deux  quan- 
tités n’ont  aucun  divifeur  commun , les  deux  équations  qui  les 
ont  fournies  ne  peuvent  donner  rien  au-delà  de  ces  deux  va- 
leurs ôc  de  leurs  multiples  : ainfi  la  queftion  doit  pouvoir  être 
réfolue  par  la  feule  fubftitution  des  valeurs  de  y‘  ôc  de  £ , dans 
une  quantité  convenable  , c’eft-à-dire  , dans  l’équation-produit. 

Mais  fi  les  équations  font  incomplettes  : fi  , par  exemple  , y 
n’y  palfe  pas  le  degré  A , & ^ le  degré  A ; alors  fi  on  prend  la 

valeur  du  terme  yA  y~A  dans  l’une,  6c  du  terme  y‘~A  \A  dans 
l’autre , ainfi  qu’on  doit  le  faire , parce  que  ce  font  les  deux  ter- 
mes qui  dans  la  dimenfion  la  plus  élevée , ont  le  plus  petit 
commun  divifeur  ; alors  non-feulement  les  deux  équations  peu- 
vent donner  ces  deux  valeurs,  mais  elles  peuvent  en  donner 
encore  d’autres  qui  n’en  feront  pas  des  multiples.  Par  exem- 
ple , fi  les  deux  équations  font  du  quatrième  degré , 6c  que  y 
& 3 dans  l’une  6c  dans  l’autre , ne  partent  pas  le  degré  3 ; alors 
prenant  à l’aide  de  ces  deux  équations  la  valeur  de  y\  6c  de 
y 7^  ; ces  valeurs  ne  font  pas  les  feules  que  l’on  puifle  tirer  de 
ces  équations;  on  peut  encore  en  tirer  la  valeur  de  ou 

de  x'y* , ou  de  x'  £ ; c’eft  ce  qu’on  peut  voir  facilement  en 
fuppofant  pour  abréger  que  les  valeurs  de  y’  ^ 6c  dejy^'  foir.nt 
repréfentées  refpecüvement  par y’l  = Al , 6c y^'  = A';  alors 
divifant  l’une  par  l’autre  , on  a ■—  = ou  N y'  = AÏ  £ 
équation  du  fixième  degré  qui  fournira  l’une  quelconque  des 
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valeurs  que  nous  venons  de  dire  : & comme  x'y'  sj1 , par  exem- 
ple , n’eft  multiple  ni  de  y'  ^ ni  de  y^ , il  eft  clair  qu’outre  les 
termes  divi/ibles  par  y' ^ fie  par  , on  pourra  encore  faire 
difparoître  par  la  fubftitution , les  termes  , ou  du  moins  quel- 
ques-uns des  termes , divifibles  par  x'y‘  Donc  en  fubftituant  feu- 

lement la  valeur  de^’  \ 6c  la  valeur  de^’  fournies  par  deux  équa- 
tions , on  n’exprimerait  pas  fuflifamment  les  conditions  de  la 
queftion,  on  ne  tirerait  pas  de  ces  équations  tout  ce  qu’elles 

Îieuvent  6c  doivent  donner  ; il  faudrait  encore  fubftituer  la  va- 
eur  de  x'y'  r*. 

Dans  des  équations  incomplettes  plus  élevées , ou  différem- 
ment comnofées , on  ferait  dans  le  cas  de  pouvoir  conclure  un 
plus  grand  nombre  de  valeurs  à fubftituer. 

( 5 6‘)  On  voit  donc  combien  la  queftion  devient  moins  fim- 
ple,  6c  au’il  faut  de  l’art  pour  perfifter  à y appliquer  le  prin- 
cipe de  la  fubftitution.  Mais  nous  crayons  faire  ici  une  remar- 
que utile  dans  l’Analyfè , en  faifant  obferver  que  lorfque  les 
quantités  dont  on  conclud  les  valeurs  à l’aide  d’un  certain 
nombre  d’équations , ont  un  divifèur  commun  entre  elles , ces 
valeurs  ne  font  pas  tout  ce  que  ces  équations  peuvent  fournir. 

Nous  n’approfondirons  pas  davantage  cette  obfèrvation , pour 
le  moment  ; nous  y reviendrons  quand  il  fera  queftion  du  pro- 
cédé pour  l’élimination.  Il  fuflit  que  par  cette  obfèrvation  nous 
ayons  juftifié  la  néceflité  ou  du  moins  l’utilité  d’employer  une 
autre  méthode  pour  déterminer  le  degré  de  l’équation  finale. 

($7-)  La  première  efpece  d’équations  incomplettes,  dont 
nous  allons  rechercher  le  degré  de  l’équation  finale , eft  celle 
où  chaque  inconnue  ne  pafTe  pas  un  degré  donné  différent  pour 
chaque  inconnue  ; mais  où  d'ailleurs  les  inconnues , dans  leurs 
combinaifons  deux  à deux  , trois  à trois , ficc.  montent  à la 
dimenfion  totale  de  l’équation. 


Digitized  by  Google 


5P 


ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

Des  Polynômes  incomplets  y & des  Equations  incomplettes , 
dans  lefquels  chaque  inconnue  ne  paffe  pas  un  degré  donné 
différent  pour  chaque  inconnue  ; oC  ou  d’ailleurs  les  in- 
connues > dans  leurs  combinaifons  deux  & deux  , trois  à 
trois  , quatre  a quatre  , montent  enfemble  a la  dimcnjion 
totale  du  Polynôme  ou  de  l’Equation. 

()  8.)  Représentant  par  A , A , A , A , &c.  les  degrés  aux- 
quels chaque  inconnue  peut  atteindre , & par  T le  degré  du  poly- 
nôme ou  de  l'équation  ; nous  repréfenterons  le  polynôme  dont  il 
s’agit  par  ( uA...n)Ti  6c  une  équation  par  ( uA . . .«  )T  — o. 

Problème  IV. 

( J 9.)  O.v  demande  le  nombre  des  termes  du  Polynôme  (uA . . . n)T, 
ou  la  valeur  de  N ( uA . . . n )T. 

La  folution  de  ce  problème  eft  très-facile  après  ce  qui  a été  dit 
(41).  Car  puifque  u , par  exemple , ne  doit  pas  palier  le  degré  A , 
il  s’enfuit  donc  qu’il  manque  au  polynôme  tous  les  termes  divifibles 
par  uA  1 , dont  le  nombre , dans  un  polynôme  complet,  eft  (41) 
N(u...n)T-A-'. 

Puifque  jc  ne  doit  pas  palTer  le  degré  A ; il  manque  au  polynôme 

tous  les  termes  divifibles  par  xA  1 , dont  le  nombre  dans  le 
polynôme  complet  eft  A (u . . . n)T  ~ A.  ~ '. 

Aïais  comme  u 6c  jc  doivent  enfemble  monter  à la  dimenfion  T, 
on  doit  avoir  A -+-  A i>  T ; donc  l’expulfion  des  termes  divi- 

fibles  par  uA+  1 n’a  emporté  aucun  terme  divifiblc  par  jc<*  ■+*  ' , 
puifque  le  plus  bas  des  termes  dans  ce  cas , feroit  uA  + 1 xA  + 1 , 
qui  parte  la  dimenfion  T. 

Donc  même  après  l’expulfion  des  termes  divifibles  paru-4  + ' , 
celle  des  termes  divifibles  par  jc*?  _+'  1 fait  manquer  un  nombre  de 
termes  = A (u...n)T~ '. 

Puifque  y ne  doit  pas  paffer  le  degré  A , il  manque  donc  au  poly- 
nôme complet  tous  les  termes  divifibles  par  yA  ■+■  1 ; ôt  comme  on 
fuppofe  que  u avec  y,  6c  jc  avecjy  doivent  monter  à la  dimenfion  T 
dans  le  polynôme  propofé , on  a A A-  A > 7,  A ■+■  A > T , 
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donc  l’expulfion  des  ternies  divifibles  par  uA+' , & des  terme* 
divifibles  par  xA  + l , n’a  emporté  aucun  des  termes  divifibles  par 
y n donc  le  nombre  de  ceux-ci  eft  N (u  . . . n) 

En  continuant  de  raifonner  de  la  même  maniéré , on  verra  de 
même , qu’il  manque  en  ^ , un  nombre  de  termes  exprimé  par 
N ( u . . .n)r~A~'  ; ôc  ainfi  de  fuite. 

Donc  N (uA . . . n)T  — N(u  . . . n)T  — N (u  . . .n)T~A~l 

i — Nfu.. . n)  T-A-'  — N (u...  — N(u.  . ,n)  T~d~l 

— &c. 

Problème  V. 

(6 O.)  &>iENT(u1’...n),‘==o,(u,'...n)'  =o ,(u1"'...n)''  = o, 
&c.  un  nombre  quelconque  d’équations  renfermant  un  nombre  n d’in- 
connues ; foit  ( u A . . . n )T  un  polynôme  , tel  que  l’on  ait 
A — — a"  — a"',  «ic.  A — a'  _ a"  — «ic.>T  — t’  — t"  — t,w , «ic. 

A - a1  — a"  — a"'.  Sic.  H-  A — a’  — a”  — aj" , lie.  >T  — t'  — t"  — t'",  8tc. 
A — a'  — a"  —a"',  «te.  •+■  A — a'  _ a”  — a'",  «ic.  >T  - t'  — t"  - t’" , «ic. 

/«  m ni  tu 

A — a’  — a”  — a'",  &c.  -t-  A — a'  — a"  — a’",  &c.  > T — t’ — t"  — tw  , Sic. 
A — a'  — a”  — a”',  Sic.  -t-  A — a'  — a"  — a"'  , «ic.  > T — t'  — t"  — «"* , lie. 

t t i t ' n»  m ut  tu  9 

A — a'  — a"  — a"',  &c,  + A — a'  — a"  — a"' , Sic. > T — t'  — «"  — t'",  «ic. 

fi  #»  n n fu  w tft  ut 

& ainfi  de  fuite. 

On  demande  combien  , à l’aide  de  ces  équations  , on  peut  faire 
difparoitre  de  termes  dans  le  polynôme  , fans  en  introduire  de 
nouveaux. 

Ne  fuppofons  d’abord  qu’une  équation  ; & concevons  que 
l’ayant  multipliée  par  un  polynôme  (uA’ . . . ,n)T  , on  ajoute  le 
produit  (uA+‘  ....  n)  T+*  au  polynôme  propofé  : il  eft  clair 
i .°  que  cette  addition  ne  changera  rien  à la  valeur  du  polynôme 
propofé. 

2.°  Que  luppofiint  au  polynôme  multiplicateur  les  qualités 
néceflaires  pour  ne  pas  introduire  de  nouveaux  termes  , on 
pourra  faire  difparoitre  dans  le  polynôme  propofé  autant  de 
termes  qu’en  aura  le  polynôme  multiplicateur , puifque  chacun 
de  ceux-ci  fournira  un  coefficient. 

Qu’afin  que  ce  polynôme  multiplicateur  falfe  difparoitre 
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le  plus  grand  nombre  de  termes  poffible , fans  en  introduire  de 
nouveaux , il  faut  que 

T + t'  = T;  A‘  + a'=.A;  A' + a'  — A;  A'  ■+■  a'  = A ; A'+a'=Ai 

6c  ainfi  de  fuite  : 

On  a donc 

T = T—i'i  A'  = A — a' ; A'  = A — a'i  A’  = A — a';  A' = A — j 
& ainfi  de  fiiite. 

Or  il  réfulte  des  conditions  préfentées  dans  l’énoncé  .y  que 

A — a'  -h  A — a!  > T — t'  ; A — a’  A — a'  > T — «'; 


f 


A — a‘  -4-  A — > T — A — a1  + A — a'  >T  — , &'C« 

H*  »t»  9 9 04  4$ 

Donc  le  polynôme  (uA  ....n)T'  qui  devient  (uA~‘....n)T~''f 
eft  de  même  nature  que  le  polynôme  & les  équations  propofés. 

Le  nombre  des  termes  qu’on  peut  faire  difparoître  à l’aide 
de  la  première  équation  feule , eft  donc  N (u  A~‘  . ...  nj  T~*  ; 
& par  conféquent  facile  à exprimer  en  T — t,)  & A — a',  par 
ce  qui  a été  dit  ( 39  ). 

Suppofons  maintenant  deux  équations. 

Si  on  conçoit  qu’on  multiplie , comme  ci-devant , la  première  , 
par  le  polynôme  (uA  . . . . n)T  \ le  nombre  des  termes  qu’on 
pourra  faire  difparoître  ne  fera  plus  N ( uA  . . . ,n)T.  En  effet, 
auifqu’il  exifte  une  fécondé  équation , on  pourra  toujours , à 
l’aide  de  cette  fécondé  équation , faire  difparoître  dans  le  poly- 
nôme (uA  . ...n)T  un  nombre  de  termes  que  par  un  raifon- 
nement  femblable  au  précédent  , on  verra  être  exprimé  par 

( uA  ....  n)T~‘  ; donc  le  polynôme  (u  A ....  n)  T ^ ne 
fournira  qu’un  nombre  de  cocfficiens  = N f uA. . . . n)T‘ 

— N( uA  ~ . . n) T ~e y c’eft-à-dire,  en  mettant  pour  A'  & T' 
leurs  valeurs , un  nombre  de  coëfticiens  — N f uA~“. . . . n)  T~t 

— N fuA~‘  ~“  . . . . n)T~,~i.  La  première  équation  ne  pourra 
donc  faire  difparoître  qu’un  pareil  nombre  de  termes.  Quant  à 
la  fécondé , s’il  n’y  a pas  de  troifième  équation  , il  n’y  a rien 

S|ui  puiffe  diminuer  le  nombre  des  cocfficiens  du  polynôme  par 
equel  on  doit  également  concevoir  qu’on  la  multiplie , pour 
l’ajouter  au  polynôme  propofé  ; & le  même  raifonnement  que 
nous  avons  employé  pour  le  cas  d’une  feule  équation , fait  voir 
qu’à  l’aide  de  cette  fécondé  équation , on  pourra  faire  difpa- 
yoître  un  nombre  de  termes  exprimé  par  N ( u A~a  ...  .nJT~‘\ 

‘ " F 
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Donc , à l’aide  des  deux  équations , on  pourra  faire  dilpa-» 
Toître  un  nombre  de  termes  exprimé  par  N (u.A~à ....nJT~f 
-4-  N(uA~“ '. . . • n ) — N(uA~“~‘ . ...n)T~,~‘ . 

Et  en  vertu  des  conditions 

A _ a!  — a"  -4-  A — d — d'  > T — P — r" , &c.  ort 

verra  que  les  polynômes  fuA~“  — nJT~‘‘ , ( uA~a'  ....n 
(uA~a~‘  . . . . n)  T-‘-‘  font  de  même  nature  que  le  polynôme  ôc 
les  équations  propofés. 

Suppofons  trois  équations. 

En  concevant  qu’on  multiplie  comme  ci-devant , la  première 
par  le  polynôme  (uA  . . . . n)  T ; la  fécondé  , par  le  polynôme 
(uA“ . . . n)  T i la  troifième  j par  le  polynôme  (uA  ...  nJT‘ , &c 
que  l’on  détermine  A',  A",  A",  &c.  T,  T",  T",  &c.  par  la  condi- 
tion d’être  les  plus  grands  qu’il  eft  pofTible , fans  introduire  de 
nouveaux  termes  ; on  trouvera  de  la  même  manière  que  ci-devant 
T =T—t';  A'^A  — a'i  A’=A  — d,&c. 

T"  = T — t"  \ A"  = A—d'i  A"  = A — a",&c. 

T"  = T — P"  ; A'"  = A — d"  ; A"'  = A — a",  &c. 

t » r 

On  verra  d’ailleurs  , par  ce  que  nous  venons  de  dire  fur 
deux  équations  , que  l’on  pourra  toujours , à l’aide  des  deux 
dernières  , faire  difparoître  dans  le  polynôme  multiplicateur 
(uA  ....  n)T  , un  nombre  de  termes  exprimé  par 
M(u  A~à....n)T‘—-\-  N(uA  — ....  n)T  *r—  A(uA—’—’"~..nJ'r 

Sar  conféquent  ce  polynôme  ne  fournira  qu’un  nombre  de 
ciens  = N ( uA  ....  n )T  — N ( uA~“  . . . . n)  T~i 
• — N (uA~a"  ....  n)T~r  -+-  N (uA~“  . . . . n)T'~  ‘ , ou  ( en 

mettant  pour  A'  & T'  leurs  valeurs)  = N fuA~‘ ’. . . . n)  T~* 

— N (u  A~d~' n _ A'  (uA~‘-' n ) 

-f-  N (uA~‘~m  ~a  . . . Donc,  à l’aide  de  la  pre- 

mière équation , on  ne  pourra  faire  difparoître  que  ce  nombre 
de  termes , dans  le  polynôme  propofé. 

Pareillement  , à laide  de  la  troifième  équation,  on  pourra 
toujours  faire  difparoître  dans  le  polynôme  multiplicateur 
(uA* . . ..n) T"  de  la  fécondé , un  nombre  de  termes  exprimé 
par  N (uA~‘" ...  ,nj  T"~t  ; ce  polynôme  ne  pourra  donc  fournir 
qu’un  nombre  de  coëfficiens =PJ(uA' ....  n)1  — N(uA  ~a  ....  rt)T"~'  \ 
eu  ( en  mettant  pour  A"  & T"  leurs  valeurs)  = N(uA~‘\ , . , n)  r~*-' 
(*-  N (uA~*  ~‘  . , , , ** 
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• "Donc , à l’aide  de  la  fécondé  équation  , on  ne  pourra  faire 
idifparoître  dans  le  polynôme  propofe , qu’un  nombre  de  termes 
*=  N (u  A—"  ....n)  r-«"  — Nfu  A~f ...n)T-  ; à l’é- 

gard de  la  troifième  elle  fera  difparoître  un  nombre  de  termes 
= N (u^ ...  .n JT"  ; c’eft-à-dire  , ( en  mettant  pour  A'"  & T"\ 
leurs  valeurs  ) un  nombre  de  termes  = N fit  A~‘" . . . . n)  T — r. 

Donc  enfin  le  nombre  de  termes  qu’on  pourra  faire  difparoître 
à l’aide  de  trois  équations  fera 


N (uA~“  ... . 

,.n)  T~{ 

— N (aA~i ~c . 

— N(u  A 

-b  N fuA—’ 

n)*-*-'-* 

-+-  N ( uA~* . . . . . 

. n J T~‘" 

— N(uA 

N(uA—"  . . . . 

. n ) T-‘\ 

Et  en  vertu 

des  conditions  A — a! 

* 

1 

1 

j+  A — d — a"  — d"  > T—  t!  — r"  — t!"  &c.  on  dé- 

montrera , comme  ci-devant , que  tous  les  polynômes  qui  en- 
trent dans  cette  expreflion , font  de  même  nature  que  le  po- 
lynôme & les  équations  propofés. 

Il  eft  Sicile  de  voir  maintenant  quelle  eft  l’expreffion  di| 
nombre  cherché , pour  un  plus  grand  nombre  d’équations. 

Problème  VL 

(6  I.)  On  demande  quel  ejl  le  nombre  des  termes  rejlans  dans 
le  poly  nome  fuA....n)T,  lorfqu’i  l’aide  d’un  nombre  donné 
<T équations  de  même  nature  que  ce  polynôme , on  en  a fait  difparoître 
tous  les  termes  qu’on  peut  en  faire  difparoître. 

On  voit  donc  très-facilement,  d’après  le  problème  précédent, 
que  s’il  n’y  a qu’une  équation , le  nombre  des  termes  reftans 
fera  N ( uA ...  •n)T  — N ( uA~“‘ . . . . n)  T~‘  qui  fe  réduit  à 

T A A 

d[N (uA  ....n)T]  . . . . ( ôcc.,1  lorfque,  com- 

- ( ““  et  d 

t 

me  nous  Tavons  démontré,  les  deux  polynômes  (uA ....  n)Tt 
(uA~‘  . . . . n)  T~‘  font  de  même  nature , & non  dans  tout  autre 
cas. 

S’il  y a deux  équations , le  nombre  des  termes  reftans  fera 

fJ (uA . . . . n)  T — N fuA~‘  ,...n)T~‘  — N (uA~* nJT'r f 

Fij 
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H-  N (uA~à~*  . ...  n)  T-'-'  qui , parce  que  les  quatre  polynô- 
mes font  de  môme  nature  , fe  réduit  à 

dd[N(u.A n)  T] 

On  verra  de  môme  que  dans  le  cas  de  trois  équations,  le 
nombre  des  termes  reltans  eft 

T A A &c. 


' LK(uA....n)T ] ( 


— a y- a , - a 


j&  ainfi  de  fuite. 

Problème  VII. 


On  demande  quel  ejl  le  degré  de  l’équation  finale  réfultante  d’un 
nombre  quelconque  n d’équations  de  la  forme  fu* . ..  n J‘ , & com- 
prenant un  pareil  nombre  d'inconnues. 

(62.)  Concevons  que  les  équations  foient  (ua. . ..nj‘  = o ^ 
fu*. . . n)*  = a,  (u‘ . . . n)*  — o,  (u“  ...  n)  ‘ = o,  &c.  ôc 
qu’ayant  multiplié  la  première,  par  le  polynôme  fu. A ....  nJT 
qui  ait  les  conditions  mentionnées  dans  l’énoncé  du  Problème 
{ V ) , on  falTe  enfuite,  à l’aide  des  n — 1 , autres  équations  , 
difparoître  de  l’équation-produit,  tous  les  termes  qu’il  eft  poffible 
d’en  faire  difparoître  làns  en  introduire  de  nouveaux.  Alors 
( 6 1 ) il  ne  reliera  plus  dans  l’équation-produit  (uA+  ‘‘...n)T+‘  = o , 
qu’un  nombre  de  termes  exprimé  par 


jk!  A+i  T-f»  ✓ T -h  e . A a * A -t-  a * A -4-  a « 

d fA>  ••*")  3~.f  &c.  ' -o',-a")-û,'‘iatc.  -a',-a",-a“',Sto.  -ayU‘,-a'",tce.'  ^ 


foit  D le  degré  de  l’équation  finale , & par  conféquent  D -l-  t 
le  nombre  des  termes  dont  elle  eft  compofée  ; alors  le  nombre 
des  termes  qu’il  relie  à faire  difparoître , eft 


■S-\k.  A+°  „sT+' 


i [A'(u 


,n) 


, T t un  ~r~  u un  -T-  « 1 

i f • •'  * * • Scc.J  — D — - ] 


Or,  pour  qu’on  puifTe  les  faire  difparoître  , il  faut  que  le 
polynôme  multiplicateur  fournilfe  autant  de  cocfficiens  plus  un. 

Mais  eu  égard  au  nombre  de  termes  qu’on  peut  faire  difc 
paroître  dans  le  polynôme  multiplicateur  , à l’aide  des  n — 1 
dernières  équations , ce  polynôme  ne  peut  fournir  qu’un  nom- 
bre de  coëfficiens 
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T . A A 

S=3  d"~'  [A7 ( lA...  n)r].: Si  Cm  Stc.  - a',-a",-  a"‘,  Sic.  ' C' » 

on  aura  donc  l 'équation  fuivante 

j*rtKA**  ( r+‘  : • jf  + “ 

d [ATu  ...n)  S(c.  -a',-a",-a’"tSic:-a',-a",-a'",8cc. 

n-\  A T / T . A A &c‘  I 

[JV1“  -rt)  3‘“*  &c.  -f &c/  " ’ » 

d’où  l'on  tire 

t+«  ✓ r ■+■  » . A + a . S*?  iSiC> 

D=i  [A(u  ... n ) )••••(  -a',-a"y-a"',Stc.  -a',-a",-a"\&c. 

A 7.  f T i A ^ 

~d  ~à’,-a",-ii"',BiC.  ’■  -a', -a", -a'", Sic. 

c’ell-à-dire , 

n SrA,' A+a  7+‘,  / T+r  • 

ZJ-^CA^u  ....»)  (.ty.t<rt"t.t'",Stc.  -a,-a’,-à\-<f",&c.  -«.-a',-*",-*'",** 

Donc  fi  on  différencie  la  quantité  N ( u . . . . n ) 2+1 
— N(u . . . n)T+*-' *— • — N(u... njT+^f-r'  — N(u. . .n)T+-A-?r' , &c- 
qui  (jp)  eft  la  valeur  de  N('uA+‘‘. . .nJT+t  ; fi  on  la  différencie 
n fois  de  fuite  félon  les  réglés  données  ( 1 3 & 14  ) on  aura  enfin 
D = t Sic.  — (t  — a)  . (»'  — a')  . ( t " — a")  . ( t’"  — a"'),  &c< 

_ (,  _ ü)  . _ a')  . - a")  . - a"'),  &c 

— (1  - a)  . («’  - a')  . (,"  - a")  . («’"  - a1"),  &c. 

— (*  — z)  • (**  *“  J?/)  • (*"  — ü")  ' ~ ?,'")•  &c» 

— ^tc’  , . 

Chaque  produit  ayant  autant  de  faveurs  qu’il  y a d’inconnues. 

Donc  fi  on  n’a  que  deux  inconnues , le  dégré  de  l’équation  finalè 

fera  D=  tt!  — (t  — a)  . (t!  — d)  — (t  — a)  . (t'  — d). 

(6  3 . ) Si  dans  ce  cas  particulier , on  fuppofe  a — t , d = rr; 

on’  aura  D = tt!  — (t  — a),  (t!  — d)  ; ou  fi  on  fuppofe 

a = t,  d — t1 , on  aura  D = td  — (t  — a) . (t‘  — d)  qui 

fignifie  la  même  chofè. 

C’eft  à cette  denière  expreflion  que  fe  réduit  tout  ce  qu’on  a feu 
jufqu’ici  fur  les  équations  incomplettes , & à deux  inconnues  feule- 
ment. 

(64-)  J&  ne  m’arrête  pas  à faire  remarquer  que  la  valeur 
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générale  que  nous  venons  de  trouver  pour  D , renferme  comme  un 
cas  bien  particulier  celui  des  écjuations  complettes , lequel  a lieu 
lorfque  a=t,d  = t'i  a!  — t" , &c.  a = /,  a'  ==  d , 

a"  — t" , &c.  a = t , a'  = d,  a"  — t"  , ôcc.  il  eft  clair  que  dans 
ce  cas  on  a D = td  d'  d" , ôcc. 

(6J.)  Nous  nous  bornerons  à un  exemple  pour  faire  connoître 
la  réduction  qu’éprouve  le  degré  de  lequation  finale , dans  les 
équations  incomplettes  dont  il  s’agit  icL 

Suppofons  n = 3 , r = r'  = r"  = 2;a  — a!  — a”  = \ y 

a = a'  = a"  = 1 , a = a'  = a"  = 1 ; on  aura  D = 8 — 1 — 1 

9 * • $•  H t* 

— 1 = y.  L’équation  finale  eft  donc  moindre  de  trois  degrés  que 

fi  les  équatious  propofées  étoient  complettes. 

(66.)  On  peut  remarquer  que  fi  une  feule  des  équations  propo- 
fées eft  complette , la  valeur  de  D eft  la  même  que  fi  elles  l’etoient 
toutes. 

Remarque. 


(67O  II  faut  faire  bien  attention  que  la  valeur  de  D que 
nous  venons  de  trouver  fuppofe  effentiellement  que  les  équations 
(u*  . . . n)f  = o,  (u‘  ...  n)‘  = o , &c.  ont  les  mêmes  condi- 
tions fuppofées  ( 60  ).  On  fe  tromperoit  fi  on  vouloir  appliquer 
cette  valeur  dans  les  cas  contraires. 

Par  exemple , fi  on  fuppofe  trois  équations  telles  que  l’on 

ait  t ==  d = t”  = 3 ; a = cl  = a"  = 1 ; a — a!  = a"  = 1 ; 

• / » 

a ==  a'  = a"  = 1 ; on  trouveroit  D = 27  — 8 — 8 — 8 = 3, 

P**" 

ce  qui  n’eft  pas  vrai  , ainfi  que  nous  le  verrons  par  la  fuite. 
’Aufli  ces  équations  n’ont-elles  pas  les  conditions  requifes  pour 

3u’on  puifle  employer  cette  valeur  de  fi  , puifqu’au  lieu 
’avoir  a + a -H-  a > r ; cl  a!  >■  r , ôte, 

t **  * H f 


en  a au  contraire  a H-  a •<  r ; a -4-  <2  < r , ôcç, 

' !•  f 


Nous  verrons  par  la  fuite  comment  on  peut  déterminer  la 
«valeur  de  D dans  les  équations  qui  ont  la  forme  (u‘, . .n)'—  o, 
tins  que  les  conditions  u a >■  r,  &c.  aient  lieu.  Mais  cette 

rlifculfion , pour  plus  de  clarté , doit  être  rejettée  apres  diverç 
autres  polynômes  ôc  équations  dont  nous  avons  à parler. 


H 
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- 1 « 

Sur  la  fommation  de  quelques  quantités  ne'ce ([aires  poury 
déterminer  le  nombre  des  termes  de  diff  érentes 
efpèces  de  polynômes  incomplets . 


( 6 8-  ) On  peut  défi  voir , par  ce  qui  précédé , que  la  détemu-* 
nation  du  degré  de  l’équation  finale , dépendra  toujours  eflentieli 
lement  de  celle  du  nombre  des  ternies  des  polynômes. 

Cette  dernière  efl , comme  on  l’a  vu , allez  facile  pour  la  pre-* 
mière  efpèce  de  polynômes  incomplets  que  nous  venons  de  confn 
dérer  ; mais  les  autres  polynômes  que  nous  nous  propofons 
d’examiner , exigent  la  fommation  de  quelques  quantités  que  pour 
plus  de  clarté  & de  méthode  nous  croyons  devoir  expofer  avant 
que  d’entrer  en  matière  fur  la  détermination  du  nombre  des  termes. 

Les  principes  que  nous  avons  donnés (i  8 & fuiv.)  fuffiront  toujours 
pour  cet  objet  ; mais  comme  les  calculs  fe  compoferont  à mefurai 
que  nous  avancerons , nous  ne  pouvons  nous  rendre  trop  attendis 
à en  Amplifier  les  réfultats , à leur  donner  la  forme  la  plus  fimple  , 
la  plus  commode  & la  plus  générale.  Il  s’agit  donc  moins  ici  d’une 
nouvelle  manière  de  lommer  les  quantités  que  nous  allons  préfèn-< 
ter , que  de  trouver  des  exprefiions  plus  commodes , des  réfui-* 
tats  auxquels  on  feroit  conduit  par  l’application  immédiate  de$ 
principes  donnés  dans  l’IntroduÊlion.  Entrons  en  matière. 

Problème  VII L 


( 690  h s’aglt  de  fommer  N (u  .. . n — i )v+‘  depuis  s = Q , 
jufjuà  s = R i on  fuppofe  R > Q , & que  s varie  par  degrés  égaux 
à l unité. 

Nous  fçavons  (jp)  que 

fifu  ".n  ,)?->-»  = + )•  ...{P  + t+n—  ») 

.*  Si  on  multiplie  cette  derniere  quantité  , haut  & bas  f pat 

OU  Par iH » 0n  aura  donc  ' 


'lé éu  n 1 * (^* {P+i+n — >)•  lP  -1-  * 4-  » -y  [P+A  ] 

* * ' i . a .)....  (n— i )n 

(P-h -f  + l)  .{P+s-i-i)  ...  (P-j-J  + n)  — (P-j-s).(P-j-t-t.i)..(P+s+n—i) 

i • a . j ....n 

^=N(u.„nJ1±‘  — A ’(u,,,nJp±,-’==dN(u.,,nJp+,...(J.kJ, 
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On  a donc  N (u...n  — iJp+‘  = dN(u...  n)p+‘(J.  y). 
Donc  fN(u ...n  — i)p+‘  = N (u...  n)p+‘  C. 

Donc  lorfque  s — Q — i , on  a 
f N ( u ...n  — i )*+•  = N(u...nJp+Q-1  -b  C* 
Et  lorfque  s = R , on  a 

fN(u...n — i)p+‘  = N (u...n)p+R  -+-  C. 

Donc  depuis  s — Q inclufivement  jufqu’à  s — R inclufivement  , 
bn  aura 

' fN(u...n — i)p+‘  ==  N(u...n)p+R  — N(u...n)p+1-\ 
Problème  IX, 


(70.)  Il  s'agit  de  fommer  N ( u . . . n — i )p~* , depuis  s = Q, 
jufqu'à  s = R ; on  juppofe  R > Q , & que  s varie  par  degrés 
égaux  à l'unité. 

On  a (3 9) 

tééu  ...n-i)p—=  -P-s+jUr- r£±?>-  ^TTf Z> 

• 7 i . i • 3 n — i 


[P  — x-«-  i ).  (/*  — s-t-x) (/*—  t -t-n—i)  . t P—s  + n — [P — ■>)  J 

i.i.  j ......n 

(/>-/-+- Q.(/>—  j — (/J— j).(P  — ,+Q. ..(/»—  j + n— i) 


x • x • 3 • ••  ...n 

j=  p-  _ N(u...n)  P—1  =—d  N(u...n)p— '...(!  J. 

Donc  fN(u...n — \)p~’  = — N (u. . . n)p~‘~x  -+*  C. 

. Donc  lorfque  x =»  Q — - i , on  a 

fN(U ...  n — i ;p-  = — ay«  C, 

Et  lorfque  x = R , on  a 

fN(u...n  — i)p-  = — M('u...nJp-R~I  -hC. 

Donc  depuis  x = Q , inclufivement  , jufqu’à  s = R inclufl* 
yement , on  a 


fN^u..,n—-iJp->  ça 


N(u.„n)p-R-'+  A r(u...nJp-Qi 


1.>;  - . 


P-.’  ’VMwj . V 0 B L È M t 
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Problème  X. 

(7  I.)  Il  s’agit  de  fommerN  (u)L+M’  x N (u...n  — 2)p+', 
'depuis  s = Q , jufqu’à  s = R. 

Je  commence  par  ramener  cette  quantité  à la  forme  que 
nous  venons  de  fommer  ( 69  ) , en  cette  manière. 

Puifque  ( 3 y ) N (u)L*~Ms  =»  L -4-  Ms  ■+■  1 , j’ai  donc 

£ JUl  P -f*  * , m m r - , - P + * 

N (u)  x JV(u,.,n  — x)  =f£  + ^ + ij  • 

Je  fuppofe  cette  dernière  quantité 
= A .N  (u..,n  — i)FJr‘  -+-  P./P-+-  s J yN(u...h  — 2 )p+'  i 
j’aurai  donc  L -4-  Ms  -4-  1 = A B.  (P  •+-  s)  , d’où  je  tire 

A-\-BP,  &c  B — M \ donc  A = L -t-  1 — MP. 
J’ai  donc  N(u)L+  M‘  y N (u...n— 2)p+ ‘ = (L+i  — MP) 
x N fu...n — 2 )F+'  -i- Al.  (P -h  s)  * N (u...n  — 2)p+‘. 

Or(P-hs)YN(u...n—2)F+‘=(n—i)YN(u...n—i)p+-Tt 
ainfi  qu’il  eft  facile  de  s’en  affurer  ; donc  enfin  N (u)L  + M> 
y N(u...n  — 2)p  + ‘ = (L+i — MP)  yN (u..  .n — 2)p+ * 
~\-M(n  — \)yN  (u...n — i)p+,~'  = N (u)L~MP  yN (u...n — 2)p+‘ 

M (n  — 1)  y N(u . . ,n  — i)p~h‘~'. 

Donc  ( 69  ) f N (u)L+Mt  y N (u...n  — 2)p+  • = N (u)L~m 
y \_N  (u...n  — i)p+R  — N fu...n  — i)p-*-Q-' ]-*-  M(n  — \) 
y N (u...n)p+R-'  —M(n  — 1)  yN  fu...n)p+Q~l,  cette  fomme 
étant  prife  depuis  s = Q inclufivement , jufqu’à  s = R inclufi- 
vement. 

Problème  XI, 

(72.)  Il  s’agit  de  fommer  N ( u )l+  M*  x N (u  ...n  — 2)p~*j 
depuis  s = Q inclufivement , jttjqu’à  s = R inclufivement. 

On  fera  de  même  A'  («  )L  'hM‘  x A;  ( u . . . n — 2)p—  ou 
(fir\-Ms  -t-i)  yN  (u.  ..n — 2 ) p~‘=  A.  N (u...n  — 2,1 p_  ' ■+. 
B. (P — s)  yN( u...n  — 2 ) p~  ’.  O11  trouvera  A BP  = L-+- 1, 
B =*  — M.  On  aura  donc  A=L-+-i-hMPi&.  par  confé- 
quçnt  N (u)L+  M‘  y N fu . . . n — 2)p~,  = {L-i-i-+-MP) 
* N (u  . . . n — 2)p~'  — M.(P — s)  y N(u  . . , n — 2)p~* 
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j py  t iooglc 


yo  EQUATIONS  ALGEBRIQUES; 

= N{u)L+MP  x N{u  . . . n — 2 )p_*  r — Al  . ( n — « i J 
xN(u...n  — 

Donc  ( 70  ) depuis  s — Q inclufivement , jufqu’à  1 = R in-« 
clufivement  , on  aura 

f N {u)L+  M‘  x N(u.  . . n — 2 ) p“  ' = A^(u)z+JtfP 
x [ N{  u . . • n — 1 )P-<?  — N ( u . . . n — 1 )p~ 'J 
— M.  ( n — i)xN{u...n)p-Q-'  -i-  Àl.  (« — i)xA,(ii.,.n)M‘‘r 

Remarque. 

(730  Nous  n’examinerons  pas  d’autres  formes  pour  le  prê- 
tent : nous  les  ferons  connoître  par  la  fuite.  Mais  nous  ajoute- 
rons ici  une  obfervation  utile  pour  abroger  les  calculs  auxquels 
nous  allons  appliquer  ces  formules. 

Lorfqu’on  a à fommer,  dans  diffe'rens  intervalles  confécutifs  r 
une  même  exprelTion  variable  , au  lieu  de  la  fommer  pour 
chacun  de  ces  intervalles,  on  pourra  tout  de  fuite  la  fommer 
pour  l’intervalle  total. 

Par  exemple,  fi  j’ai  à fommer  N{u...n  — i)p“*  depuis 
S=o,  jufqu’à  1 = A j puis  depuis  1 = A exclufivement  , 
jufquà  s = B ; puis  depuis  s = B exclufivement  jufquà  s = C ; 
il  eft  clair  que  la  queftion  fe  réduit  à fommer  N {u  ...n  — 1 ) p “*  * 
depuis  s = o jufqu’à  1 = C,  ce  qui  ( 70  ) donnera 

N(u...n)p  — N\u...  n)p~c~'. 


Donc  fi  on  avoit  à fommer 


depuis  1 = 


1)  — N[u,,  ,n—  1)  — N( u,*%n—  1 

o , jufqu’à  s = P j 


, r-A-  ,-r 

) * f 


j g jT***yi  —i—j  T- B 

1 ) — W(h...if — 1)  — N(u...n—  i)  > 


depuis  1 = P exclufivement,  jufqu'à  1 = P'j 

g T — B ’ — 1 T-  B 

— 1)  — AT[u...n — i)  — N[u...n  — 1)  > 

depuis  1 = P'  exclufivement  , jufqu’à  s = P"  i 

alors  on  fommeroit  i.°  N(u...n — i)T— ' depuis  s = o, 

jufqu’à  1 = P"  y ce  qui  ( 70  ) donneroit 

N ( u . . . . n )T  — N {u  ..  ..n) T-P_I  ; 

2.0  — N (u...n  — 1 JT- a -t-i  depuis  j = o , jufqu’à  i = P’\ 
pe qui  ( 70  ) donnerait  — N(u . . . n)T'A-lr\-N( a,. 
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'5.®  — N(u  ...  n — i )T_8' ”,  depuis  s — P'  exclufivement , 
jufqu a s = P".  Cette  fomme  (jj)  fera  — ( V"  — h') 
x A (u...n  — i)  T~B  ou  — A'(u)p  ~p  x N ( u...rt  — i ) 

4-.°  — N ( u . . .n  — i) , depuis  s = o , jufqu’à  s — P; 
ce  qui  ( 70  ) donne  — N(u.  ..n)  T~ é~’  N (u. . .n)T~é-p~t. 

y.°  — N{u  . . . n — 1)  T~B , depuis  s = P exclufivement , 
jufqu  a s = P" , ce  qui  ( 3 y ) donne 

_ (P"— P)  xA{u ...n—i)TBou—N( uf  -F-'  xN{u...n — 1 )T~B. 
Enforte  que  la  fomme  totale  elt 

N(u...n)T  — N(u...n)T-r'-1  — N («...«  y-*-* 
-I-  N {u , . . n)r~A~p' — N (u)p~~p’~'  x N(u...n — i)T“8  ~l 
— N{u  . ..n)T-<,~t  -H  A^( «... n)T~A~p~l  —N{u)F'-p~* 
x N (« . ..n  — 1 )T~B. 

Des  Polynômes  incomplets,  SC  des  Équations  incomplettes  , 
dans  lef  quels  deux  des  inconnues  (les  mêmes  dans  chaque 
Polynôme  ou  Equation')  t ont  ce  caractère  : i.°  Que 
chacune  de  ces  deux  inconnues  ne  paJJe  pas  un  degré 
donné  ( différent  ou  le  même  pour  chacune  ) : 2.0  Que  ces 
deux  inconnues  ne  paffènt  pas  , enfemble  , une  di- 
menjion  donnée  : 3.0  Que  les  autres  inconnues  ne  peuvent 
chacune  y paffer  un  degré  donné  (différent  ou  le  même 
pour  chacune  ) , mais  dans  leurs  combtnaifons  deux  à 
deux  , trois  à trois  , &c.  tant  entr  elles , qu’avec  les 
deux  premières , elles  montent  a toutes  les  dimensions 
poffibles  jufqu  ci  celle  du  Polynôme  ou  de  l’Equation . 

(74.)  Nous  repréfenterons  un  Polynôme  de  cette  efpece, 
par  l(uA,  xé )B,yd . . . n]  T,  exprdfion  par  laquelle  nous  en- 
tendrons donc  que  u ne  pâlie  pas  le  degré  /I  ; x ne  pâlie  pas  le 
degré  ri  ; u àc  x ne  peuvent , enfemble , monter  à une  dimen- 

fion  plus  élevée  que  B ; les  autres  inconnues  y , [ , &c.  au 
nombre  de  n — 2 , ne  peuvent  palier  les  degrés  sf , /j , ôcc» 
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refpe£livement  ; mais  tant  entr’clles  qu’avec  la  dimenfion  B & 
les  dimenfions  inférieures  des  deux  autres  u & x,  elles  montent 
à toutes  les  dimenfions  polTibles  jufqu’à  T. 

La  nature  de  ce  Polynôme  eft  donc 

A < B -,  A C B -,  B < T ; A < T -,  A ' < T , &c, 

A A > B ; A A-  B > T;  A ■+■  B > T , &c. 

« u /// 

A -+■  A > T-,  A A-  A > T ; A A- A > T , &c. 

tt  tu  ut  ir  tn  >v 

A A-  A > T -,  A A-  A > T -,  &c. 

-H  z/  > T;  A A-  A > T , 6cc. 

Pour  ne  pas  charger  inutilement  nos  calculs , nous  allons  dé- 
terminer le  nombre  des  termes  de  ce  polynôme  , en  fuppofant 
d’abord  A =*  A = A = &c.  = T.  Il  fera  facile  enfuite  d’a- 

*1  Ht  J» 

voir  égard  aux  valeurs  de  ces  mêmes  quantités. 

Problème  XII. 

(7  50  On  demande  la  valeur  de  N[(uA,  x^ )B,  y . . .n]  T 

Concevons  ce  polynôme  ordonné  par  rapport  à l’une  quelconque 
des  deux  inconnues  u Si.  x,  par  rapport  à x par  exemple  : & nom- 
mant s l’expofant  de  x dans  un  terme  quelconque , la  totalité  des 
termes  qu’affeclera  x’,  fera  le  polynôme  {uA,y..  .n  — i)r"‘; 
c’eft-à-dire,  qu’un  terme  quelconque  fera  dé  la  forme 

x' {uA ,y  ...n — i)T‘*  depuis  j = o,  jufqu’à  ce  que sA-A=*B, 

puifque  u Si.  s ne  peuvent  enfemble  pafl"er  la  dimenfion  B. 

PafTé  sa-A=B  , ouj  —B — A , chaque  terme  fora  de  la  forme 

X’  ( uB  ' * , y . . . n — i)T‘  ' jufqu’à  s = A puifque  x ne  doit  pas 

paffer  le  degré  A : & il  faudra  d’ailleurs  que  A~>  B — A,  ce 

qui  a lieu  par  la  nature  du  polynôme  qui  exige  que  A -+-  A>  B. 

La  queflion  eft  donc  de  fommer 

uA,y ....  « — i)T"  depuis  s =*  o,  jufqu’à  s = B — A ; 

2.°  N(uB~ ■ }y  ...n  — i) r"  ‘ depuis  s =a  B — A exclufivement  , 
iufqua  s — A. 

t 
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Or  i ,®  ( y 9)  N ( u A,y. ..n — i )T‘  * = N (u ...n  — i )r*  * — N(u...n — i ) T-A-‘ 1 
2°  N{uB",y...n — i)r‘*=  N(u...rt  — i)T''  — N (u...n — i)TB‘I 
nous  avons  donc  à fommer 

i.°  N(u. . . n — i)T'*  — N(u.. . n — depUis  s = o , 

jufqu’à  s — B — A. 

2.0  N ( u ...  n — i )r'*  — N(u...n — i)7-'*"1  depuis  s =B — A 
exclufivement , julqu  a s = A. 

Donc  par  ce  qui  a de é dit  ( 70  ) , on  trouvera 

....  A A.B  ,T  ...  _.T  .,.t  _,r-yM  ,,,  ,T-vM 

. ...  ST~  B -x  ...  .A  + A-B- 1 ...  . T-B-i 

H-  A r(ut,,n)  — A^k)  • X Af(tf*«.n  — i)  • 

Corollaire. 

(7  6-)  Si  l’on  avoit  A -4-  A < B;  alors  il  eft  clair  que  u & x 

n’atteindroient  pas  enlèmble  la  dimenfion  B ; mais  que  A -h  A 

feroit  la  plus  haute  dimenfion , à laquelle  ils  atteindroient.  L’ex- 
prefiion  que  nous  venons  de  trouver , ne  feroit  pas  alors  la  véri- 
table ; mais  fi  au  lieu  de  B on  y met  la  valeur  A-t-A  qui  lui 

convient  dans  ce  cas,  alors  on  aura 

jvc  (“A , xA)B,y...n]T  = A T—  N(u...n)T'A''  — JV(n..Ji)T'A'x  + JV(u...n)T'A'A' 

dans  le  cas  où  A-\-A<^B',  en  obfervant  que  N[u)'x  — ot 
puifqu’en  général  N( u )A+a-b- « = ^ — B. 

Problème  XIII. 

O/2  demande  la  valeur  de  N [ ( u A , x^  )B , . . . n )T , ce  polyi 

nome  ayant  les  conditions  mentionnées  ( 74.  ). 

(77.)  Il  manque  donc  à ce  polynôme , tous  les  termes  divi- 
fibles  par  y*  + 1 , par  + ' , &c.  Mais  les  conditions  que  nous 
fuppolons,  font  que  l’abfence  des  termes  divifib les  par  y4~*~  ' par 
exemple , n’entraîne  celle  d’aucun  des  termes  divifibles  par  ' ; 
on  verra  que  le  raifonnement  eft  le  même  pour  chacune  des  autres 
inconnues  ; d’où  l’on  conclura  comme  on  l’a  fait  ( J 9 ) que  le 
nombre  des  termes  qui  manquent  en_y  , eft  N[  u, . . n )T  ' A ‘ 1 ; que 
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le  nombre  des  termes  qui  manquent  en  eft  N{u...n)T'd’'1 , & 
ainfi  de  fuite;  donc  & de  ce  qui  vient  dctre  dit  dans  le  problème 
précédent,  on  conclura 

Ni  [uA,  xf)B,  y4,,.ri]J=*  N(u...n)T — N(u...n)T'A't 

— N(u...n)T"f'1  — N(u...n)T-<t~l  — N(u...n)T~  A ' 1 &c. 
-i-  N(u...n)T' S'1  — N(u)A+A~B~t  x N(u...n—i)T'B''i 
que  par  abbréviation  nous  repréfenterons  par 

N(u...n)T—  N(u...  n)T~A~l  &c. 

•+■  N[u. . . n)T  B l — N(  u )A+y*-B-'  x N{u...n  — Or”,"f* 

Problème  XIV. 

(78-)  Soient 

£(  u*‘,  x?  )b' , yï',  ..n]''=oo; 

£ ( u*",  x?  )b',  y>’.  . . n]'"  = o, 

£(u*",  xî,)b",  yi*.  . .n]'”=  o &c. 

un  nombre  quelconque  n — i d’ équations  à un  nombre  n d'inconnues , 
ayant  les  conditions  mentionnées  (7 4)  j & £ ( uA, xî)B,  y i . . . n )T  un 
polynôme  qui  non-feulement  ait  ces  conditions  , mais  tel  que  le  po- 

lynome  £ ( u*'*  '1'*"  , &c.  xV.*'- &c.  )B'b'b"'b”  , ficc. 

y»  » ' i”,  ôte. . . . n]T  t' r- r,  ôcc.  les  ait  auffi  : on  demande  combien , à 

l'aide  de  ces  équations , on  peut  faire  difparoitre  de  termes  dans  le  po- 
lynôme [ ( uA , xî  )B , yü. . . n y,  fans  en  introduire  de  nouveaux. 

En  appliquant  à cette  nouvelle  efpèce  de  polynômes  ôc  d’équa- 
tions , mot  à mot , les  raifonnemens  que  nous  avons  employés 
( 60  ) , on  verra  qu’à  l’aide  de  la  première  équation  , on  peut 
faire  difparoitre  un  nombre  de  termes  exprimé  par 

Ni  ( uA~  xt- î )fl  ' »' , yf.  ■ i . . . n ] T‘  ' ; 

qu’à  l’aide  de  deux  équations , on  peut  en  faire  difparoitre  un 
nombre  exprimé  par 

Ni(uA-‘ixA- rf- ^yd-  ‘-hNi(uA- xt-f)**',y4-i\.ri]T-  f 

— Ni  ( uA  ■ •*  x4 ■ îî‘)B-  **  *" , yf  ■ r i ...  nf'  f ; 

qu’à  l’aide  de  trois  équations , on  peut  en  faire  difparoitre  un 
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nombre  exprimé  par 

A-J  A-m.B-V  A-i  . -T- i , ,r,  A-a ",  A-a\B-V  A-i V ,T-C 

JV[(u  ')  ,y»  •+-#[(«  * *<  • ) ,y"  " .„n] 

hr  r t A-&-  ü A-a-a  .B-  b~  b A -a -a  iT-  * -t  ».  r /A  m M A- a .J*4  A - d“  T*^* 

A-a- ai  ‘ A-a’- a*  xB-b'-bn>  A-a-a*  -.T-f'-l**  hrr/  A-«i-d*  A~a."-à'\B-b"-b~  A-aT-aT  -.T-f* - 

— A'TÇu  ,*<  - •)  ,y •••»]  — >**  * ') 

' • " ” ' J * “ ” •'  ' * '•  ,T- 


...  A- m- a-at"  A-d^a“-a\B“b-b‘-b*  .yA-*-  af-  an 

•+•  -V[(a  tX’  • • • ) * " " " •*  ...«J 

Ac  ainfi  de  fuite. 

Problème  XV. 


(79>)  On  demande  combien  après  avoir  fait  difparoitre  du 
polynôme  [ ( u A,  x*  )B , y»  . . . n]T  tous  les  termes  quon  peut  en  faire 
difparoître  à /* aide  d'un  nombre  n — 1 d‘ équations  de  même  nature 
que  ce  polynôme , on  demande  3 dis-je , quel  fera  le  nombre  des  termes 
refans. 

D’après  le  problème  précédent , & ayant  égard  à ce  que  tous 
les  polynômes  qui  entrent  dans  les  exprellions  que  nous  y avons 
trouvées , font  tous  de  même  nature , on  verra  facilement  que  s’il 
n’y  a qu’une  équation  , le  nombre  des  termes  reftans  fera 

A A B A T i r B A A A 
d(N[(u  , x ) , y"  . ,.nj  ) ...  (_<f  . : _ a,  tic.) 

t •• 

s’il  y a deux  équations , le  nombre  des  termes  reftans  fera 

r B A A A 

dd(Nl(u  > * • fi,  y""..J>fi']...f-t', -t"  -S't  i"  -a1,  -a"  ' -fl1,  -a"  ' -a',  -a1'  ^c'fi 

& qu’en  général  s’il  y a » — i équations , le  nombre  des  terme# 
reftans  fera 


x'ffi,  fi.  . . 


A àc. 


*“(•  *V  V ’ -«'.-fl0, ■- -A,-a'.-a".Bc.J 


Problème  XVI. 

( 8 O*  ) Ofr  demande  le  degré  d'équation  finale  réfultante  d'un 
nombre  quelconque  d“ équations  de  la  nature  de  ( [u*,  xf]  b,  yi.„.n)'  =ot 
renfermant  pareil  nombre  d'inconnues  ? 

Si  on  conçoit  qu'on  multiplie  l’une  de  ces  équations , l’équation 
[fu‘,  xf/,  y . . , nj  — o , par  un  polynôme  l( uA,  x/ÏJt>,yt.,„n]T de 
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même  nature  : le  produit  l(uA+‘,  xl+f]  B-ht,  yi  ■*■?....  n)T*t 
fera  de  même  nature  ; donc  à l’aide  des  n — 1 autres  équations 
on  pourra  y faire  difparoitre  un  nombre  de  termes , exprimé  par 


d‘-'(Nl(u 


+ a fl  + f A a 

x • • j > y " 


^ *f-  û a + a 

- a,  - a - a*',  Ae.  *-  fl',  - <T,  - f",  Ac. 


.n]T+,J. 


- an,  - a1",  Ac. 


:*c 


) 


T+i  B + b 

" *'( r11,  &c.  - b'f-  b\- b", &t. 

Donc  fi  D reprélênte  le  degré  de  l’équation  finale,  le  nombre  des 
termes  qu’il  reliera  à faire  difparoitre , fera 


d-'  (Af[(uA+a,  xA  + -)B+\  y<f‘ 


- ]T+';. 


rT  + ( B + b ^ •+*  fl  A ■+■  d A d . 

: : i&c.j-D-t 

b”r  b ,8cc.  - a’,- a”, -fl”,  A c.  - d',*  « fl",  Ac.  - a,-*1,-  a' ",  Ac.  y 


Or  ( 7p  ) le  nombre  des  termes  reftans  dans  le  polynôme  multipli- 
cateur , lorfqu’on  y aura  fait  difparoitre  tous  ceux  qu’on  peut  en 
faire  difparoitre  à l’aide  des  n — 1 équations , fans  en  introduire 
de  nouveaux , eft 

« (Ni(u  , x' ) , 

r T B A A A j 

k - |V  f"',Ac.  * - b',-  b\-  ytâcc.  - fl',-  d\  - a-",  Ac.  * - o-*,  * - a. - a".-  d"',  Ac.  * ' 

on  aura  donc  l’équation  fuivante 


*r  / ^ ^ , B A T i 

® v M fl] 

/.T  B A A A . 

*'  ' ' m b't-  b’’t-  fc''',Ac.  - fl,-  fl",-  fl'1',  Ac.  *- d',-fl",-fl",  Ac.  *- fl’,- Ac.*^'  * 

= y7’*4"1... 

z T 1 B «■+-  b A + a A •+■  a A-^-a  « 

^ -Ac J-v-is 

4 * <,*  r,r  * , Ac.  -6’,-*  ,-6‘ ,Ac-  - a,-  fl  ,-  fl  ”,  Ac . -fl,*flV*  .*«• -4,-fl#-fl  ,**• 

Donc 

d = d'(Jn(“A+t,  ^+î....n]T+';... 

y 7*  + < ^ J 4*  & ^ y^+fl  A -f-  d -f- a,  Ac. « 

• b-b't-b' Ac.  -d,-d',-fl  .d^AcZ-a,- fl’,- a',- Ac."*  Ac.*  ' 


Donc  différenciant  n fois  de  fuite  la  valeur  trouvée  par  ce  qui  a 
été  dit  (7;  ) pour  N£fuA+‘}  xA+î)B+tfy.‘f+.ï . . .n}T+t , on 

aura 
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aura  enfin 

Z>  = t l l'I  ' &c.  —7  r — a) . (I—  d)  . (t"—  a ") . (t"'—  d") . &c. 

— (Y  — a)  . (Y  — a';  . (t"  — a")  . (t'"  — d").&LC. 

— (t  — ’a)  . (I  — a!)  . ( t " — a")  . (Y"  — a"')  . &c. 

— <y  — â ; . (t  — y;  . (t"  — ÿ;  . <y"  — >; . &c. 

— &c. 

h-  (t~i).(t!—  b')  . (Y'  — 5";  : (t!n  — b"’) . &c. 

— (a  -4-  a —b  ).(l—b').(t b")  . ( 1 — b'") . &c. 

— (d  al  — b'  ) . (t  — b).(l'—  b").(t!"  — b’").  &c. 

— <v  -t-  > _ y)  ,(t  — . (t  — i'; . (t'"  — V").  &c. 

— (cl" -+■  a"'  — .(t  — b)  .(l  — b')  .(t"  — i";  . &c; 

Le  nombre  des  faveurs  dans  chaque  produit , étant  toujours  égal 
au  nombre  des  inconnues. 

(8  I •)  Si  on  fuppofe  b = t , b'=  l,  b"  — l'y  ôcc.  on  aura  donc 
D=ttH'  l" &c.  — (t  — a).  (I—  a!) . (1‘  — a")  .(t"'  — d") 

— (t  — a)  . (I  — d)  . (f  — ^ . (Y"  - cl") 

— (t  — a)  . (I  — u';  . (Y'  — a";  . (Y"  — a"'; 

-(t  - \) . r*'  - 4)  • r*"  - €)  • r*"' 

ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  (62). 

S’il  n’y  a que  deux  inconnues , alors  on  a néceffairement  b = tj 
& b'  — 1 y & par  conféquent  D = tl  — (t — a) . (I  — d)  —, 1 
(t  — a) . (i — d) , ainfi  que  nous  l’avons  trouvé  ( 6 2 ). 

S’il  n’y  a que  trois  inconnues , on  a donc 
D = t II'—  (t  — a).  (I—  d) . (t"~  d)- (t—a).  (I—  d) . (t"—  a") 
-(t- a).  (Y-  cl) . (P-  cl)  + (t-b)  '.  (Y-  b)  . (t"-  V) 

— (a  + a— b). (l-b) . (l'-b")—(d-¥d—  V) . (t-b) . (l'-V) 

— (d'+d'—b").(t—b).(l  — b), 

pour  l’expreflion  du  degré  de  l’équation  finale  réfultante  de  trgi^ 
«quations  de  cette  forme  [ (x“,  y*.)b , ] ' = o. 


H 
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Des  Polynômes  incomplets  y 8C  des  Equations  incomplettes, 
dans  lefquels  trois  des  inconnues  ont  ces  carasïères  : l.°  Que 
chacune  n’y  paffe  pas  un  certain  degré  donné , différent  oit 
le  même  pour  chacune  : 1°  Que  combinées  deux  a deux , elles 
ne  s’élèvent  pas  au-delà,  d'une  dimenfion  donnée , différente 
ou  la  même  pour  chaque  combinaifon  de  deux  de  ces  trois  in- 
connues : 3.0  Que  combinées  trois  a trois , elles  ne  s’élèvent 
pas  au-deffus  d’une  dimenfion  donnée.  On fuppofe  de  plus  que 
lesn — 3 autres  inconnues  n’y  paffent pas  chacune  certains 
degrés  donnés  ; mais  que  dans  leurs  combinaifons  deux  a 
deux y trois  a trois , quatre  a quatre , SCc.  tant  ent relies 
qu’avec  les  trois  premières elles  montent  a toutes  les  di- 
menfotu poffibles  , jufqu’a  celle  du  polynôme r 

(82.)  Jufqu’ici  nous  n’avons  rencontré  qu’une  feule  forme  , 
pour  le  polynôme  multiplicateur  , & par  conféquent  une  ex- 
preflion  unique  pour  le  degré  de  l’équation  finale.  Il  n’en  eft 
plus  de  même  lorfqu’on  s’élève  à déplus  grandes  généralités.  Nous 
allons  voir  que  le  polynôme  multiplicateur  eft  fufceptible  de  plus 
d'une  forme , fit  que  f expreftion  du  degré  de  l’équation  finale 
n’eft  pas  unique.  Mais  avant  que  de  rien  faire  connoître  fur  la  mar- 
che que  l’on  aura  à tenir  pour  fe  déterminer  entre  les  différentes 
formes , nous  allons  traiter  cette  nouvelle  efpèce  de  polynôme  , 
dans  tout  ce  en  quoi  la  marche  conferve  de  l’analogie  avec  ce 
tjue  nous  avons  fait  jufqu’ici.  Nous  employerons  pour  repréfenter 
1 efpèce  de  polynôme  dont  il  s’agit  , l’expreffion  fuivante 

( [ ( u4,  xA  ) * , ( itA,yA  ) ( xt,  y<!  ) K]  c , %£. . . n )T , qui  fignifierar 

que  des  n inconnues , il  y en  a trois  u ,x  ,y , telles  i.°  que  u ne 
paffe  pas  le  degré  A , x ne  paffe  pas  le  degré  A , y ne  paffe  pas 

le  degré  A\  2.0  que  u avec  x ne  s’élèvent  pas  au-deffus  de  la 

dimenfion  B ; u avec  y ne  s’élèvent  pas  au-deffus  de  la  dimenfion  B ; 

x avec  ne  s’élèvent  pas  au-deffus  de  la  dimenfion  B -,  3.0  u avec 

* fie  avec  £ ne  peuvent  enfemble  s’élèver  à une  dimenfion  plus 
haute  que  C, 
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A l’égard  des  n — 3 autres  inconnues , chacune  n’y  paiïe  pas 
tin  certain  degré  donné  ; par  exemple,  ^ n’y  paflera  pas  le  degré  A , 

u'  n’y  paflera  pas  le  degré  A , x'  n’y  paflera  pas  le  degré  A ; 

mais  u' , x'  &c.  combinées  deux  à deux  , trois  à trois , quatre 
à quatre  &c.  tant  entr’elles  qu’avec  u , x & y forment  toute* 
les  dimenlions  polfibles  jufqu’à  T qui  cft  celle  du  polynôme. 

Problème  XVII. 

(83.)  On  demande  Vexprejjion  des  conditions  générales  de 
Vexijlence  du  polynôme 

(l(uA,  xf)B,  (u^yd)?,  (x'f, 

Ces  conditions  font  de  trois  fortes  ; les  premières  touchent  fur  le* 
lettres  confidérées  feule  à feule  ; les  fécondés  fur  les  lettres  conft- 
dérées  deux  à deux  ; les  troifièmes  lur  les  lettres  confidérées  trait 
à trois. 

Par  rapport  aux  lettres  confidérées  feule  à feule , les  conditions 
lbnt  A<B\  A<B;  A<B;  A<B\  A<B\  A<B j 

A<T-,  A<T,  ôcc. 

Par  rapport  aux  lettres  confidérées  deux  à deux  , les  conditions 
font  £<C;  B<Ci  B<C -,  A -h  A>  B ; A -h  A>  B ; 

A -H  A > H;  A -+-A>  T ; A -+-  A>T  ; ficc.  A -y-  A>T; 

A-*-A>  T,  Ôcc;  A~hA>Ti  A -4-  A > T , ôcc* 

A-*-A>Ti  A~^A>T,  &c.  A-hA>T,  ôcc. 

toutes  ces  conditions  font  évidemment  néceflaires  ; car  fi  , par 
exemple  , on  avoir  A -+-  A <2? , il  eft  clair  que  u ôc  x ne 

pourraient  pas  enfemble  atteindre  la  dimenfion  5;  ce  qui  eft 
contre  la  fuppofition. 

Par  rapport  aux  lettres  confidérées  trois  à trois  , les  conditions 
lbnt  C ^ T \ A —H  B ^ C » A -4-  B C j A + B ^ C ï 

A -4-  B ~y>  T ; A -y  B T y A •+■  B > T ; A -4-  B > T 1 

M Ht  ê •••  H *V 

A — 4-  2?  > T;  A -+•  B T ,n&c.  B -+-  B -4-  J5  > 2C. 

De  ces  dernières  conditions , il  n’y  a que  B -4-  B -4-  B > aC  qui 

* H ij 
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ait  befoin  d’un  mot  pour  en  fentir  la  nécelfité.  Or  cette  condition 
naît  de  ce  que  pour  que  u ,x  ôc  y montent  en  effet  à la  di- 
menfion  C,  il  faut  que  la  fomme  des  trois  plus  bas  degrés  auxquels 
-u  t x Sa  y puiffent  îè  trouver  dans  la  dimenfion  C , foit  moindre 
«jue  la  plus  haute  dimenfion  où  ces  trois  mêmes  lettres  puiffent 
iè  trouver  enfemble , ce  qui  eft  évidemment  néceffaire.  Or  le 
plus  bas  degré  de  u dans  la  dimenfion  C eft  C — B ; celui  de  x 

eft  C — B -,  celui  de_y  eft  C — B ; donc  C — B -b  C — 2?  -t* 

C—  B <C , ou  B -bB-b  B>  2C. 

Problème  XVIIT 

(84-)  On  demande  la  valeur  de  N^Cfu  A,  x , (uA, 

(x  y ê)  S]  c,  z St. . .nj r ; ce  polynôme  ayant  les  conditions  mention- 
nées (83). 

Nous  allons  chercher  la  valeur  de  Nf[_fuA,  xA)B,  fuA,yAJ?  , 
(xt,  yA)  ? ] c , ç . . . n)  T y c’eft-à-dire , en  fuppofant  A— A = &C. 

e=  T.  Il  fera  facile  enfuite , comme  nous  l’avons  vu  ( 77  ) d’en 
conclure  la  valeur  cherchée,  lorfque  ces  autres  inconnues  auront 
les  expofans  A , A , &c. 

Concevons  donc  le  polynôme  ([  (uA , xf)B , ( uA,  yA)  ? r 
(xA , yA ) B]  c,  . . n)  -*  ordonné  par  rapport  à l’une  quelconque 

de  trois  lettres  u , x , y ; par  rapport  ày , par  exemple  ; ôc  nom- 
mant s l’expofant  de_y  dans  un  terme  quelconque  , on  verra  que 
chaque.terme  peut  être  repréfenté  pary*  x [_(uA,  xA )B,  •{...n — i]1'- * 
'depuis  s = o j jufqu’à  ce  que  s ait  atteint  la  plus  petite  des  va- 
leurs fournies  par  les  trois  équations  fuivantes  s -b  A = B , 

s ~b  A = B i s-b  B = C ; c’eft-à-dire,  jufqu’à  ce  que  s foit 
égale  à la  plus  petite  des  trois  quantités  B — A ; B — A -,  C — B. 

Ce  qui  eft  évident,  puifque  u &ty , par  exemple  , ne  pouvant 
paffer  enfemble  la  dimenfion  B , dès  que  s -b  A fera  devenu  égal 

à B',  s continuant  d’augmenter  x ne  peut  plus  avoir  pour  expo- 
fant  A,  & par  conféquent  la  formel  x(  [«'*,  xAlB,  £ . . n—ij 

doit  changer. 
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Il  fe  préfente  donc  les  fix  cas  fuivans  : 

C — B < B — A < b — A 
C — B < B — A < B — A 
B — A < C — B < B — A 
B — A < B — A<  C — B 
B — A < C — £<  B — A 
B — A < B — A<  C — B 

M * 

Premier  Cas. 

C—  B <B  — A <B  — A 

( 8 J.  ) Dans  ce  cas,  la  forme  y‘([uA,  •xi']®,  ,n<—  \)T~* 

aura  lieu  depuis  s = o , jufqu’à  s = C — B. 

Pafl"é  s = C — B , elle  fera  y‘( [uA,  xA]c~‘y  7.,.n — i)T~\ 
jufqu’à  s — B — A. 

Pafié  s =B — A , elle  fera  xt]c~  *,  . . « — 

jufqu’à  s = B — A. 

Paflé  s =B — A , elle  fera^'f  [a?-*,  . .n  — 

jufqu’à  s = A. 

Il  s’agit  donc  de  fommer  i.°  N([uA,  xf]s,  % . . . . n — i)  T~  * 
depuis  s — o y jufqu’à  s = C — B’, 

2.°  N ([uA,  xAlc~ . . . n — î )T~‘  depuis  s = C — B 
exclufivement , jufqu’à  s = B — A. 

S°  Nflu?  ',  — \)T~’  depuis  s=B — A 

Cxcluftvement , jufqu’à  s — B — A. 

4.0  N([u?‘,)  x*-)c—,  £...ra—  i)T't  depuis  s = B — A 
exclufivement , jufqu’à  s = A. 

Mais  comme  nous  avons  vu  ci-defliis  ( 7j  & 76  ) que  la  valeur  de 
N(luA,  7. ..ri — iJ-T(Fonne  qui  renferme  les  quatre 

que  nous  venons  d expofer  ) eft  fufceptible  de  deux  expreffions , 
félon  que  A -H  A > B , ou  A-+-A<.B , il  faut  , avant  tout 

3ue  nous  déterminions  lequel  de  ces  deux  cas  a lieu  dans  chacun^ 
e ces  quatre  formes, 


» 
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Dans  la  première  on  a A-\-  A>  B , par  la  fuppofition  même  { 
donc  depuis  s = o , jufqu  a s = C — B , on  a ( 7 y ) 

A AB  T-t  T-t  , T-A-t-l 

-ij  =N(u.,.n — l)  — N(u...n — i) 

T-A-t-l  . , T-B-t-t  A+AB-i  , r i > ( 

~N(u..ji-i)  ' H- N( u...rt - ij  > x N' u. ji -i) 


Dans  la  fécondé  , on  aura  A-\~  A>  C — s depuis  s = C—  B, 
jufqu’à  s = R — A. 

Car  pour  que  cette  condition  ait  lieu, il  faut  que  s>  C — A — A\ 

or  la  plus  petite  valeur  de  s ( hyp.  ) eft  C — B ; il  faut  donc  que 
C — 2?>C — A — A}  ou  que  A -+-  A Z>B , ce  qui  a lieu  par  la 

fiippofition;  & d’ailleurs  il  eft  facile  de  voir  à priori  que  A -h  A 
étant  > B,  A-+-A fera  > C — s , puifque  C — s eft  plus  petit  quel?. 
Donc  depuis  s — C — B,  jufqu’à  s = B — A , on  aura 


A A C-t 

• •AU" 


T-t  . , T -t  . , T-A-t-t 

-i)  =N(u,,.rt—i)  — JVj  «...n—  ij 

T-A-t-l  , T-C-i  A+A-C+t-l  T-C-f 

a-JVfu-.-»— I ) 1 -*-N(u.-Ji—i  ) —W{u)  • xtf(u...ji—i)  • 


Dans  la  troifième  on  aura  B — s-+-A>  C—  s ou  B-^-A^C, 

it  cela  par  les  conditions  générales  de  l’exiftence  du  polynôme  ; 
donc  depuis  s — B — A,  jufqu  a s = B — A,  on  aura 


B-a  A C- a 
j.“..  N(lu  < ,yi  , 


■ N( u. . . n — i) 


T-A-t-l 


T- a T- a T- B- C 

\...n—i)  =W(a.,.n—i)  i)  ‘ 

T-C-t-  , A+B-C-l  , T-C-t, 

-hW(u.  ..n — 1 ) —N(u)  • • *JV( u.  ..n — i)  • 


Dans  la  quatrième, il  peut  arriver  qu’on  ait  2? — s-\-B—s>  C — sa 
ou  B — i + £ — s < C — s,  c’eft-à-dire , B 4-  B — C>  s , 
ou  B -+■  B — C < pour  favoir  dans  quelle  circonftance  l’une 

ou  l’autre  aura  lieu  , on  fera  attention  qu’ici  la  valeur  finale  de  s 
eft  A ; le  premier  cas  aura  donc  lieu  fi  B B — C>  A i & le 

fécond  fi  B -+-  B — C<A. 

t tt  tt 

Il  fe  préfente  donc  ici  deux  cas  , favoir  B-t~B — C>At 
& B-hB — C<A , ou  B — A>  C — B & B — A<C—B. 

Dans  le  premier  cas  on  aura  donc  depuis  s = B — A juA 
ïju’à  s = A 


Digitized  by  Google 


ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 


B-  » B-t  C-t 
T-B-I 

—N(u...n—x)  -t-AYu. 


y.  | T-  B-  I 

■ij  =N(u.'.n — 1_)  — N(u...n — ij  > 

T-C-»  . 1+J£-i.i  T-C-l 

-î  J — N(u)  ' « x A'f  u . . . n — i J • 


Dans  le  fécond  cas  cette  expreffion  aura  lieu  depuis  j = B — ^ , 
jufqu  a s ==■  B B — C;  & depuis  s=B-hB — C exclufivement, 
jufqu’à  s — A y on  emploiera  ( 76  ) l’expreflion  limante 


, B-*  B-t  C-t 

•#[(»'  ,*»  ; ,ï. 

T-B-t  T-B-B-M-*  . 

— N (u  ...n—  \)  ••  ~bJ V(u...n  — i J “ » 


y.  | y.  | y.j.j 

n— i]  z=N(u...n—\)  — ij 


fommant  donc  ces  quantités  dans  les  intervalles  que  nous  venons 
de  déterminer,  & ayant  égard  à ce  qui  a été  dit  ( 73  ) on  aura 

f,  B — A > C—B 

A A B AA  B A A B C T 

N(l(*  ,*)  ,(u  ,y")'t  ("  y)"] 

te  N(u.,.n)T  — N(u...n)T'A't  —A '(u.  ..n)T'*' ' — tr(u...n)T'f't 

T-  B - » T-  B - » T-  B - * 

+ N(u. . .n)  + JV(u...n)  ‘ -X-N(u...n)  • 

A+A-B-i  , .T-B-I  , , A+AB-i  T-B-t 

~-N(u)  • xA ’(u...n — r_)  — At(«J  » ' x A^u.  ij  • 

— B — I T—  B — I 

— N (a)  ‘ • " xN(u...n  — 1)  » 

A-k-B  — C—l  a+B—C—  1 7— C— I.  . 

— N(u)’  ‘ xN(u)  ••  )xN(u...n—i)  « 

& fi  B — A<C—B 

(I  M * , 

, j«  -B  B ^ yf  A B A ABC  T 

N([(u  >*'J  «f»  i rl1 . f*  ‘y  J”)  »*•••".) 

T T-A-i  T-A-l  T—A—X 

t=N(u...  n)  —N(u...n)  —N(u...n)  > —N(a...n)  » 

T—  B — 1 T—  B — * T—  B — * 

•+•  N(u...n)  ■+■  N(u..  .n)  ' ■+■  N(u...n)  « 

T-B-l  yt-M-B-i  T-B-I 

-ij  —N(u)  " 1 x N(u...n— tj  < 

^ + T— B— 1 T+B— B — B— | 

*-N(u)  1 " » xN(u...it  — t)  " -t-N(u...n)  » ‘ • 

T—C  — X T—C—t 

— N(a...n)  — N(u...n ) 

+ wr«/  + * + * + ?“lC_  1 X 1 


•—  N(h)A^~  ‘ * xN(u...r, 
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Second  Cas. 

C — B < B — A<  B — A. 

(85.)  Ce  fécond  cas  fe  fubdivifera  comme  le  précédent  en  ces 
'deux  autres  B — A>C  — B ôc  B — < C — S;  mais  comme , 

'd’ailleurs , il  ne  diffère  du  précédent , que  par  le  changement 
de  B en  B , de  A en  A 6c  réciproquement  ; 6c  que  ce  change- 
ment n’en  apporte  aucun  à la  valeur  du  nombre  des  termes , 
ainfi  qu’il  eft  facile  de  le  vérifier  ; il  s’enfuit  que  les  deux  va- 
leurs que  nous  venons  de  trouver  pour  le  cas  précédent  , font 
également  applicables  à celui-ci. 

Troifième  Cas. 


B — A<C  — B<B — A 

(87*)  Dans  ce  cas  la  forme  y‘ (\_uA } je"?]  B,  \...n — i)T~* 
£ura  lieu  depuis  s = o , jufqu’à  s = B — A. 

PafTé  s = B — A,  la  forme  fera^y*  ( [u?~  \-..n — ')T~’i 

jufqu’à  s = C — B. 

PafTé  s = C — B}  elle  ferzy  . . n — ^)T~\ 

jufqu’à  s=  B — A. 

PafTé  s=  B — >Ap  elle fera^y* ( *, x”~ ']c“ ^...n — 


jufqu’à  s = A. 

Or  puifque  A A > B , on  aura 

... . A AB  T—i  ..  T—  l T—A—*m t 

tf([u  ,*•]  ,x...n—  i)  =N(u...n—i)  —N(u.~..n—  i) 

...  T-A-.-l  T-B-t-t  A+A-B-i 

*-N(u...n — i)  1 + h'u...n — 1)  _N (u)  ' xN(u. 

Depuis  s=  B — A exclufivement  , jufqu’à  s = C—  B , on  aura 
■B  — J *t-  A ' >B,  ou  s<A-+-  B — B.  Car  la  plus  grande  valeur 
de  s i dans  cet  intervalle  eftC  — B , or  C — B<A-+-B  — B, 
puifque  par  les  conditions  de  l’exiftence  du  polynôme  ( 83  ) 

4-+B>ç,  jponç 
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Donc  depuis  5=5  — A cxclufivement , jufqu  a 5 = C — B , 

Dn  aura 

N([(u * ",  ï . • . n—  i]  )=N  —ST(u...n — j)  ' 

T-A-t- 1 T-B-t-t  A+ B-B-t-l  T- 

— N(u,..n—  i)  ' +N,u... n— t J —N(u)‘  ' xA,  u..n-i)  . « 

Depuis  5 = C — B exclufivement,  jufqu’à  i = B — on  aura 

B — j 4-  A>  C—  s , c’eft-à-dire , B •+•  A >C\  donc 

V<[  *A)C~\  ..  « - . J ' T"';  = • • - - «J  r"'  - N(u. . .» - ,)  T-?-K 


T-A-i-t 


T-C-i 


A+B-C-  i 


T-C-». 


— Nfu...n- 1;‘  r ‘ ‘+AT«.  ' ’-N(u)"  ’ ~ ' « 

Depuis  s = B — y*  exclufivement , jufqu  a s = A on  aura 
B — S + B — s>C  — s,  fi  B — A > C — B ; mais  fi 
B — A<C—  B , on  n’aura  B — J -H  5 — j>C— * que  depuis 
s — B — A y jufqu’à  s = B ■+•  B — C ; & palfé  s — B •+■  B — Ct 
pn  aura  B — s B — s <C • — s* 

• ! <•  -y 

Donc  fi  B — A > C — B,  on  aura 

*,  **  *JC  *,!••-»*  — ']  ) =N(u.,,n  — j)  —N(u.t,n—i) 

T-B-t  T-C-l  ...  B+B-C-.- 1 ...  T-C-». 

~ Nfu.  • • i.)  " xft(u...n— i 

jufqu’à  s = A. 

Mais  fi  B — A <C — B;  cette  expreflîon  n’aura  lieu  que 

nn  * 

jufqu’à  s = B B — C;  & paffé  ce  terme  , on  aura 

Wftfu8"',*®”  ;C~’’ï T-*;  =N(u...n—i )T  *—  Nf«...n— 

T—B—l  T—  B — B + 1 — l 

— NCu...n  — i)  " 

Sommant  donc  ces  différentes  exprefiions  dans  les  diflférens  inter- 
valles où  elles  ont  lieu  pour  chaque  cas,  on  trouvera  que  fi 
B — A>C — B , on  aura 

U » ' 

.....  A A B A AB  A ABC  T-  • 

N([(u  ,x  ) , (u  ,y)  ■ , (x',y  )"]  , J...n) 

^iN(u.>.n)  —N(u...n)  —N(u...n)  — N(u.fii)  • 

«fc  Af  ( « • • • ”JT""  B sh.  N(u  . n)T-*~  * .Hr  N(u. . 
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— N(u) 


— N(u)A  + A~B~1  xtf(u.,.n  — -h  JV(u...n)T+A 

JV(u)^'t+B+B''C-txJV(u..J,-0  *-**-»(: . . . n)  T‘C*' 

N(u...i)B+A  C ' — N(u JA+^  C ' xX(u.B+B  A C ]xAv'a...n-»J 


A-N(u) 


Et  fi  B — A<C  — B , on  aura 


n) 


A AB  A A B A A B C 
N([(u  ,*•;  , (u  , y)’ , f*  . y ) J >ï- 

T T— A — i T—  A— i T— 

C=A(u...n)  —N(u...n)  — N(u...n)  — N(u...n) 

T—B  — i T—B  — l T— if  — l 

-+- A'  (a. . . n J -^-N(u.-..n)  • A -N(u...n) 

_ Ar ' x Af(V. • .n—ij3"- * 

+ *fa  . . . n_,;T-c-1 

Nous  obferverons  ici , que  ces  deux  réfultats  ne  font  pas  tels 
qu’on  les  trouverait  immédiatement , par  ce  qui  a été  dit  (73)» 
mais  qu’ils  ont  éprouvé  quelques  réductions  dont  voici  l’efprit. 

Dan9  l’application  immédiate  de  ce  qui  a été  dit  ( 7 3 ) , on 
trouvera  des  réfultats  , tels  que  (n  — i)xN(u...n)1~c~i 
N (u)4"¥?~T  x N (u .. . n — 

Ce  dernier  terme  n’eft  autre  que 

T-C-x 


— (T—A—B—t ) xJV('a...n— ij 


=—  (T—C—i)  *N(u  . ■ Jt—i) 


T-C-* 


T-C-t 


T C i 

A.(AA-B—C-i)xA(u...n-i)  . Or  —(T—C—x)  xA'fa  -.  n-l) 

= — n N(n  . . .n)T~C~ii  la  quantité  (n  — ij  X N (u  . . . n)T  ° * 


A + B—T 

A-  N ( u)  ' x JV  C a ...  n — i ) 

T—C—  i T— C— ; 

(i*-i)xJV(u...n)  — n N(u..,n) 


T—c—x  j-e  donc  J, 

T—C—X  . 
) » 
T—C—x 


A(A+B—G—\)  xA\'u. 
ceft-à-dire,  à _ a'  (u  . . . n)  T~c~i  + (a  b—C)*n(» . ■ . »—i) 
— ij 


T_c~\  Remarquons  de  plus  que.  jv  (u , ,.njT~C~* 
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•4-  K (u ..  ,n  — l)T  z=N(u...n) 


T c lj  & nous  aurons  enfin 


( n — i^x  IV  (u  . . . n) 


— — ff  (u  ...  n ) 

T-C—i 


T—C  — i a+B  — T T—  C—'. 

-bW(u)  • xA r(u...n — i ) 

T—C—i  . . _ T—C—i 


( -d  ■+•  B — C ) y.  N ( u . . . n — i ) 

— — N(u...n)~  ' *-t-  N(uy+?—  C~ 'x  JV  (u...n—  t)T~C~ *■  Cet 
exemple  fuflit  pour  faire  trouver  les  réductions  que  peuvent 
avoir  fubi  tous  les  réfultats  des  différents  cas  que  nous  par- 
courrons, 

Quatrième  Cas. 

B — A < B — A <C  — B. 

(880  Dans  ce  cas  la  forme  y’ ([uA,  >n — iJT~* 

aura  lieu  depuis  s = o , jufqu’à  s = B — A. 

, PalTc  s = B — A , elle  fera  y'  , xf)B,  . . n — i JT~* 

jufqu’à  s = B — A. 

n « 

PafliS  s = B — A,  elle  fera  y . .n — iJT~* 

jufqu’à  s = C — B. 

Paffé s = C — B y elle  kray — i )T~' 
jufqu’à  s = A. 

Or  puifque^-4-^  >2?,  on  aura  depuis  s—  o,  jufqu’à  s— B — A 

&(tu  ,*  J , \...n—  i)  = N(u...n—  i)T  ' — N(u...n — iJ1"  A ‘ 1 


TA-,.  1 


JV(u.-n-i)TB  ' - x/V(u„.n-i)TB'‘  '• 


— ) 

Depuis  s=  B — A jufqu’à  s=B—A,  on  aura  B — s-\-A>B  , 
ou  s <C  A B — B y car  la  plus  grande  valeur  de  s dans  cet  in- 
tervalle , eft  J?  — ^ ; or  B — A < A + B — B -,  car 
A ■+■  B > C ( 8 j ) ; donc  A -4-  B — B > C — B-,  or  ( hyp.  ) 
C — B>B  — A ; donc  A B — B >B  — A. 

••  • » / H » 

Donc  depuis  s = B — A , jufqu’à  s = B — A , on  aura 

»...  *-•  A B T-,  T -,  T-B-i 

»it“‘  \)  =zN(u,.,n  — i)  —AT(u.,.n— ,) 

I Ü 
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...  T-A-i-l  , T-B-t-l  a+B—i—  I T-B-i-ï 

•~A(u,..n-i  ; ' — AfuJ  ' • . X N,,u...n-i)  %. 

Depuis  s = B — A y jufqu’à  s = C — B > on  aura 

" ' B-t-B  — B 

B — s -+-  B — s > B , ou  j<  — ; car  la  plus  grande  valeur 

B + B — B 

des  eft  C — B;  or  C — B<- -t — > ou  2C<  B -t-  B -t-  B,  ( 83 

Donc  depuis  s = B — A , jufqu’à  s = C — B , on  aura 

B-,  B-s  B T-Ê  T—  T-B—l 

A'[(u • ,x " ; ,ï...n — I]  =N(u...n—  1)  — N (u...  n — t) 

T—B—i  T—B—t—i  B-yB—B—11— i . T— B — i — l 

^■M(u.„n-i)  +JV.u..n-j)  — &(“)’  " yN(u..ji-\ ) • 

Depuis  s = C — B jufqu’à  s = A , on  , verra  en  raifonnant 
comme  ci-devant > que  fi  B — A>  C — B , on  aura 

_ , B-,  B-,  C-t  T-i  T-I  T-B-l 

W[(u‘  , x-  ) 1)  =s  N(u  . . . n — t)  — N(a...n—i) 

• T-B-t  T-C-i  . . B+B-C-j-i  . T-C-i 

— M(u,..n-i)  • •+•  Af(u..Ji-i)  — N(u )■  *N(u...n- 1)  • 

Mais  fi  B — A<.C — B , cette  expreflion  n’aura  lieu  que 
jûfqu’à  s=  B -t-  B — C}  & depuis  s = B -+-  B — C,  jufqu’à 
s = A , elle  fera 

B-î  B-.  C-,  T-,  1W  , , , T-B-t 

2V  t f « ' »*”  J = AY«.  ••  n-  O —N(u...n~\) 

T—B—t  T—B—B+t—  1 

— A'fu.-^n— ij  ' + JV  (11 ..  .n  — \ ) " • 

Sommant  donc  ces  différentes  quantités , dans  les  intervalle* 
pour  lefquels  qlles  ont  lieu  , on  trouvera  que  fi  B — A > C — B , 

on  aura 

....  A AB  A A B A A B C T 

JV/Cfu  , *'J  ,(u  , y •■)•,(*  ,y)'l  > !•••"; 

= A ( u r.  , n ) — N ( u . . .n)  — A (u . nj  — A (u  . • %n) 

...  T—B  — i t-B—i  T-B-i 

-H  A ( tt  • u .ftj  ■+•  JV  ^u.  J ' -4-  A ; u • . . n ) 

y*-M— B— I T-B-i  , T-B-t 

■—  JVfuj  > x Afa, ij  — N(u)  '•  ' x Ar>  u.  ..n  - 1_) 

...  A+A— B—  1 T—  B— ! ...  , T+.4— b— B— » 

— Afa.)  ' ■'  " xN(u,.éir-i)  ' +W(u.'»n) 


A (u . n ) 


T+A  — B — B — r 


+ JV(u.J 


A + 1B  + B + B — 2C—1 

I*  * J» 


x AY«..  • i»~ij 


r-c-a 
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— \(u.i.n)T  C 3— i N(u..,n)T~C  * 

Et  fi  B — A<  C — B,  on  aura 

A A B A AB,  A ABC  T 

N (K  U , X • ; , (u  ,y  (X  • ,y  -)-j  , *.  . . B J 

fcs  JVfa  ••  • n)  T — N(u . . . n)  ^ — t/(u...n)  ‘ —N(u...n)^ 

T—B  — i T—B—i  T—B  — i 

■+■  N ( u . . . n)  -+■ N(u...n ) ' + N(u.,.n)  r 

-,  . A-f-A—B—i  . . T— B— J A+A — B — I T—B—t 

xf/(u.,.n- 1)  — N(  u ) ■'  ' x N(u  . . . a -i) 

A+  A—B—i  T— J™  I î" /4— ü— Jj»i 

•—Arf«J'  r '<  xArCu..in-iJ  >•  ’ 


rtr  JVf  u . . . n) 


T+A—B—B—i 


T+A—B—B—\ 

N ( u . . . n)  » ' * 


. B+B  + B — iC—i  T—C—ti 

iN(u)  X N(u...n—  i) 


. B+B+B—iC—i  T—C—  I T— C— ! T— £-*. 

'N(u.„%)  1 " xW(u.  ..n^i)  — N(u,,.n)  — $i/(u  ,..nj  f 


Cinquième  Cas. 

B — A < C—B<B—A. 

X 890  Ce  cinquième  cas  fe  fubdivife auiïï  en  ces  deux  autres 
B — A>  C — B & B — A<C  — B.  Mais  comme  il  ne  diffère, 

d’ailleurs,  du  troifième  cas,  que  par  le  changement  de  B en  B, 

de  A en  A & réciproquement , il  s’enfuit  que  pour  avoir  l’ex- 

prellion  du  nombre  de  termes  cherché , convenable  au  cas  aâuel , 
il  n’y  a qu’à  changer  dans  celles  du  troifième  cas , B en  B , 

'A  en  A 6c  réciproquement. 

Sixième  Cas. 

s 

B — A < B — A <C  — B, 

(90.)  Ce  fixième  cas  fe  fubdivife  auiïi  en  ces  deux  autres 
B — A>C  — B & B — A<,C  — B.  Mais  comme  il  ne  diffère  . 
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d’ailleurs , du  quatrième,  que  par  le  changement  de  B en  B , de 

A en  A Sx.  réciproquement , & qu’il  eft  bien  facile  de  voir  que  ce 

changement  fait  dans  les  deux  exprelTions  propres  au  quatrième 
cas , n’en  occafionne  aucun  dans  leur  valeur , il  s’enfuit  qu’elles 
ont  lieu  aufli  pour  le  fixième  cas. 

Récapitulation  SC  Table  des  différentes  valeurs  du  nombre 
: de  termes  cherché  dans  le  Polynôme  précédent , ainji  que 

des  rapports  des  grandeurs  des  quantités  auxquelles  ces 
valeurs  font  relatives. 

*■  ',  ...  i 

(91.)  Si  on  compare  entre  elles  les  conditions  auxquelles 
chacune  des  exprelTions  que  nous  venons  de  trouver  peuvent 
avoir  lieu , on  verra  qu’en  général  b queflion  fe  fubdivife  en 
douze  cas.  Mais  fi,  pour  abréger,  on  repréfente  par  P la  quantité 

i , f u*  ,yJ)  ? , (xl  c , 1.  ,.nJT,  on  peut 

voir  facilement  que  P n’eft  fufceptible  que  de  huit  valeurs  diffé- 
rentes i enforte  qu’il  ne  faut  véritablement  diftinguer  que  les  huit 
cas  fuivans , auxquels  correfpondront  les  valeurs  de  P fuivantes. 
Comme  ces  différens  cas  déterminent , à proprement  parler,  autant 
de  formes  différentes  , puifque  leur  expreffion  eft  celle  des 
conditions  auxquelles  le  polynôme  peut  avoir  telle  ou  telle  va- 
leur pour  le  nombre  de  fes  termes , nous  leur  donnerons  le  nom 
(de  Forme. 

Première  forme. 


C — B<B  — A ; C — B <B  — Ai  C—B<B  — A. 

t u a t u m 

(9  2).  P—tf(u..  .n)  ^ — N(u..jif  * —K'u. .Jt)  > " * 

T—  B — * t—B  — i T—B—i 

-t-J V(u...n)  ‘ +Af(u...n) 

...  A+A-B—l  . T—B—i  ...  A+A—B—i  T—B—% 

m-N(u)  ' x JV  «...n  - 1 ) — ffÇu)  " ■ xN(u.. jt-i)  • 

A+A—B—i  T— B- 1 ...  , T—C—  5 

— At(u)1  ••  ••  xN(u...n—  1)  "■  — N(u...n) 

A + A+-A—C  — 1 T—C — » A + A — il  — I 

H-  N(u)  ■ ‘ xA r«. +[  N(u...r) 

B+B-A-C- 1 ...  A+B-C- 1 A+B-C- ».  ...  .T-C-l: 

7-  A',.  «...  1)  ••  • — A,  «;  ' ' xN'u)  ••  JxA 1 
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Seconde  forme. 

C — B <B  — A ; C—B<  B — A } C~B<B—/t. 


{9  30  P = N(u...n)T—N(u...n)' 


T-a-i  T — 1—1  T—A—l 

— A \u...n)  —A (u...n)  " • 

+ N ( u. . .n ) + AT  ( u ...  n)T  ? 1 -J-  Af(  a . . . n ) T~?~* 

^ür  Jirr. . . .w- 

. N(Uf+<  + »+»-'‘-\  W (U...H-1)  ■r_ C“* 


• T-C-x 

— JVfu  . . .n)  -+-;V  (uj 


n./  B— "I  A+B ■ -C 1 I A-+-B—C—  t r_/_ t 

+ [*■(«...*>  ' —N(u)<  • xN(u)  * j x H(u...n-  X)™  < 

Troifième  forme. 

C — B>B  — A;  C—B<B—  /t ; C—B<R—sf. 

’ « # • « M // 

(94)-  P~Af(n...n) ^ — Af  (u..,n)'^  yt~'_  AT<«...n;r~^— AY*...!»^'?'** 

J* — B — i T— fl î * t » 

-4-  AT  fu ...  n)  •+-  Af  (u  . . .n)  ’ ■+■  N(u  ..  .n)  » 

— N'u)  + - B *AY«  ...n-0T“^* 

*-N(u)  •+^"?  xA\u.  ,.n-i)T  ? ,-f-A'l''»...nj:r+/,-B_H-1_Af('«...„;:r“Cr* 

'xAY«  . . . n-,)T~~C~' * 

. tA^r»...»;”^”  r — a'('«.  ..  j 

Quatrième  forme. 

C — B>  B — A ; C — B<B  — A;  C — B>  B — /f, 

[9  S')  P = Af(u...n)T—N(a...n)T  A~' — AT  (u...  n)  T_'f~I  _ n)  T~A~X 

+ N(u...n)T~h-'+  t/(u...n)T~?~X+.  AY  T_ 

~H:ujA+A  B~'  x N(u...n  - , ; T-?-  ' + N(«.^)  r+",-B-U-1  + Jf(u...n)  7+/f-B~B~t 

- r_C_î-^...n;  T^-l+^r«/+B+lB+B-îC_,x  AY«— 


, A+A-fB  ■+■  B—iC~  1 

; • " • î 

B+B—A—C— t 


. +.S~C  # ('u;'B+B-^-C_,><A'C«J<4+B_C  ']xAr ("«...n-»; 


x-c—  ». 
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Cinquième  forme. 

C—B>B—Ai  C — B>  B — A ; C—B<B—A. 

t ut  tu  n 


N (u  . . . n)  " 
A + A — B—i 


. T— fl  — i 


• N (u  . . . n) 
T—B—i 


— N(u.. . n) 
T—B  — t 


N(u. 


— N(u...n) 
T—B  — t 

■ n) 


4 4-4— fl— i T— S— 1 

rn-N(u)  ’ xN(u...n-i)  + N(u)  « ' xAr('u...«-0 

44-4— B— i T— fl— I T4-4— fl— fl— i T+A—B—B—t 

^N(u)  ' « xJV(«..,«-  ij  * -(-A'  u.t.n  ) ' 4- AY u..--i j ■ ' 

,3"— C— 3 X— C— t 44-ifl4-fl  4-fl— 5C — i .X-C-* 

» N(u.~n)  — tN(u„.n)  4- A («J  * ■ ’ xN(u..ui-i) 


®4v®4-  B—iC—t  , X— C— i • 


Sixième  forme. 

C—B>B  — A ; C—B>B—A;  C—B>B—A. 

• u*  t t>  u 

'\97.)p=N(u...n)T-N(u...n)T'A-'  » ,...-^-4-, 


— N(u...n) 
J— B—  t 


— N(u.:.n) 

T— fl— t T—B—i  T—B  — i 

4-  N(u  . . . n ) 4- A '(u...n)  • + N(u...n)  " 

„ A + A-B-i  T— B — I 44-4— B— I T-B-l 

• xN(u...n-i)  — N(u)  " • xN(u...n- 1) 

. 44-4— B— I X— fl— I T-+-4 — fl — fl— J . T4 -4 — fl— fl— X 

jmN(u)'  " “ xl\(u..ji- 1 J <■  4-Afu...n_)  1 4- A^u.. ' “ 

T-|-4— fl— B— 1 fl 4-  fl 4-  fl  — lC— I T—C—l 

4- A !(u...p)  * ' » 4 riN(u)  ' 11  xN(u...n- i) 

...  A4-  fl  4- fl—  iC—  i T-C-i  T—C—%  T—C — ». 

' « xN(u..ji-i)  —N  (u.„n)  —}N(u,.jt)  i 

Septième  forme. 

C—BkB  — A;  C—B>B- A ; C—  B <B  — A. 

t * ut  tut 

» _ rt  \ T ...  T—A—l  ...  T— 4—1  , T-A—% 

\9  8")  A ’(u...n)  — A(u.  ,.nj 


— N(u...n) 

T—B  — t 


— N (u...n) 

T— fl  — i T—  fl  — » T—B  — t 

•+•  N ( u ..  .n  ) 4 -N(u...n)  • 4 -N(u...nj 

A + A-B-i  ...  T— fl— t ...  4 4-4— B — I T-B-* 

0mh(u)  1 xN(u...h-i)  —■  N (u)  ■ ' xN(u...n) 

A + A—B—i  T—B—i  ...  T4-  A—B—B—t  , X— C— i 

*-A(«<J  ■ « • xAY«...n-iJ  " 4* N (u...n)  ' " — h(u..Ji) 

...  T—C—l  ...  44-44- B4-B—1C—I  ...  , T—C—l  B4-B-4-C-» 

— .t\(u...n)  4- AfflJ  ' " xN(u...n-i)  4-  [Af«...»J 


B 4- 4 — C— i 

. AT («,-iJ  ", 


...  ,44-fl— C— 1 ...  fl 4“ fl — 4- 

• ü(u)  ••  x N(u)  ' 


-i  T—C—l 

J xAT  (u».n  - 1) 

Humant, 


Digitized  by  Google 


ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  7* 

Huitième  forme. 

C — B < B — A;  C — B>  B — A ; C—B>B—A. 

» « • » M # 


KPp.)  P=N(u...nf  — N(u...n)T  — N(u...n)T  A — N(u...n) 

T—B  — i T—  if  — 1 

N ( u ..  .n)  -4-  A ’(  u..  .n)  • ■+•  N(  u . . ,n) 

A + A—B—i  T—B—i  A + A—B—  i 

u-N(u)  ' x N(u. 1)  —A ' (u)  " • xN(u.  ,.n-i) 

A+A—B—i  T—B—i  t+A-B-B-i  T+A-B-B—H 

~N(u)  ' " » xh(u..ji- 1)  " -f-A (u...n)  ' * -*-A (u~n)  <•  ; " 

T— 0—1  T—C—i  A+B  + iB  + B—}C—i  , T—C—tt 

m-N(u..n)  — iN(u~.n)  -+-  A (uj  » x A f n...n - i ) 


T—A—l 

II 

T— B — x 

T—B—t 


B+B— >4— C— I >4+B- 

1 X N (u)  * 


-i  T- 

] x A'  - 1)  % 


-i . 

4 


Corollaire. 


(IOO.)  Donc  fie  en  raifonnant  comme  on  l’a  fait  (77),  on 
voit  que  pour  conclure  des  expreflions  précédentes  la  valeur  de 

N(i  (uA  >**)*>  P*4  j y-)  * } (xA,yAJ”  ]c,çi...n)  T, 
ce  polynôme  ayant  les  conditions  mentionnées  ( 82  ) , il  ne  s’agira 
que  d’ajouter  à ces  expreflions  les  quantités  — N(u . . ,n)T~S.~'t 
N( u ...  aJT~A~l , Ôte. 

Problème  XIX. 

( I O I . ) On  demande  la  manière  de  déterminer  la  valeur  de 
N ([(uA,  x*)B,  (uA,  y£)?,  (x^,  yA)S]c,zA. . .n)T,  lorjque 
quelques-unes  des  conditions  necejjaires  à l’exijlence  du  polynôme 

( C ( u A j x*  )Bj  ( uA,yA  )?,  (x4,yA)S]c>  ^ ..  .n)T  n’ont 
pas  lieu. 

Cette  recherche  n’mtérefle  pas  l’efpcce  d’équations  que  nous 
avons  en  vue  usuellement  ; mais  elle  eft  nécelTaire  pour  le9 
clafTes  ultérieures  d’équations  incomplettes. 

Nous  nous  contenterons  de  parcourir  quelque  cas  , pour  faire 
voir  comment  on  doit  s’y  prendre  dans  tous  les  autres  cas. 
Suppofons  , par  exemple,  que  l’on  ait  B~\~B-+-B<2Cf 

toutes  les  autres  conditions  ayant  lieu  d’ailleurs, 

k; 
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Il  eft  clair  que  dans  ce  cas  , les  quantités  u,  x , Sty  ne  peuvenf 
enfemble  atteindre  à la  dimenfion  C ; il  faut  donc  concevoir  la 
valeur  de  C diminuée  jufqu’à  ce  que  B -+-  B -+-  B devienne 

plus  grand  que  le  double  de  cette  valeur  ; c’eft-à-dire,  qu’il 

^ . B ■+*  B -f1  B — r 

faut  fuppoler  C = 1 1 , r étant  o ou  i felon  qua 

B -+-  fl  -+-  B eft  pair  ou  impair. 

Alors  pour  déterminer  la  valeur  de  P ( P repréfente  le  nombre 
des  termes  du  polynôme  ci-delfus) , on  examinera  quels  font  les 
rapports  de  grandeur  des  quantités  B — A , B — A , B — A , 

C — fl  & C — B y c’eft-à-dire,  des  quantités  fl  — A , fl — A f 

B+B  + B—r  B+B—B—r  B+  B—B—r 

B — A, - fl, ou & ..  Et  l’on 

fubftituera  pour  C,  fa  valeur — 1.'. + ," , dans  celle  des  expreflions 

rrouvées  dans  le  problème  précédent,  à laquelle  ces  rapports  de 
grandeur  conviennent. 

Si  onavoit,  en  même  tems,  B-+-B«4-fl<2C;&^+B<C‘: 

•h  w - 

alors  on  voit  d’abord  qu’il  faut  diminuer  C jufqu  a ce  que 

B ~f-  B + B “ r 

C — 1—1 — . Mais  en  vertu  de  ce  que  A «4-  B <C  , il  faut 

diminuer  C , jufqu’à  ce  que  C=A-+-  B ; on  fera  donc  C égal  à 


la  plus  petite  des  deux  quantités 


B+B+B—t 


&cA-hB.  Si  on 


avoit , en  même  temps  , + A B < C ; 

A -+-  fl  <Ci  on  égalerait  C à la  plus  petite  des  trois  quantités 

B + n + B —r 

— , A -t-  B , A -f-  fl. 


Si  on  avoit  B -h  B -t-  B < 2C , A -4-  A <B  , on  ferait  d’a- 
bord B = A -4-  A ; & alors  lî  A •+■  A fl  -+-  B > a C , il  n’y 
aura  pas  d’autre  changement  à faire  : mais  üA-hA~\~B-hBc2C, 

A -f-  A -4-  B *4-  B — r 

çh  fera , en  outre  , C — : — — - — , r étant  o ou  1 felon  que 

A -t-  A -t-  B -+-  R eft  pair  ou  impair. 
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Ces  exemples  fuffifent  pour  faire  voir  , comment  on  doit  s’y 
prendre  dans  tous  les  cas. 

Problème  XX. 

( 10  2.)  Soient  un  nombre  n — i d’équations  de  la  forme 
(U  U1’,  xV  ) Y t (u*,y (xi,  y?;)ï]S  x£„ . n)'1  = o 
ayant  les  conditions  générales  mentionnées  ( 8 3 ) , £r  renfermant  un 
nombre  n d’inconnues.  Soit  de  plus 

([(u\x>)B,(uA,y*)?,  (x*,yA)»]c,  zA...n)* 

un  polynôme , ayant  les  mêmes  conditions  générales , b les  conditions 
particulières  qui  déterminent  l’une  des  huit  formes  expofées  (9 1 ôt  f.  ). 
Suppofons  de  plus  que  ce  polynôme  fait  tel  quen  mettant  A — a' 
au  lieu  de  A-,  A — a 'au  lieu  de  A ôcc  : B — b'  au  lieu  de  B ; 

* v t * 

B — b',  au  lieu  de  B &c.  C — d au  lieu  de  Ci  T — t'  au  lieu 

de  T ; le  polynôme  fatisfajfe  à ces  mimes  conditions.  Qu’il  en  foit 
de  même  t en  mettant  A — a",  A — a",  ôte.  B — b",  B — b", ôte.  ôte. 

au  lieu  de  A , A , 6tc.  B , B, ôcc.  ôte.  Qu’il  en  foit  de  mime  en 

mettant  A — a' — d',  A — a'  — a",  ôcc.  B — b' — b",  B — b' — b"M 

t $ § ! t t 

&c.  ôcc.  au  lieu  de  A,A,  Ôcc.  B , B , ôcc.  ôcc.  & ainfi  de  fuite  : on 

demande  combien  , à l’aide  des  n — 1 équations  , on  pourra  faire  dif- 
paroître  de  termes  dans  le  premier  de  ces  polynômes , fans  en  in- 
troduire de  nouveaux . 

D’après  ce  qui  a été  dit  ( 60  ) ôc  en  raifonnant  de  la  môme 
manière , on  verra  que  s’il  n’y  a qu’une  équation , le  nombre  des 
termes  qu’on  peut  faire  difparoltre,  eft 


N (l(u 


A -a*  B - b'  A- à A-*  B -b'  A-ü  B-V  C-  c1  A-  a 

>*•  ■;  ,(*  » v) 1 '>/* * ' f/"  “J * "3  * 


Tut. 

.nj  « 


Que  s’il  y en  a deux , le  nombre  des  termes  qu’on  peut  faire 
difparoître , fans  en  introduire  de  nouveaux  , eft 

AU(*  **•■•')  ,y‘)' ,(*’  ' ,y  " “)•  "J  ,i" 

AS'  AS'  B,-b‘  A -a  AS ' B-b"  AS'  A-f  B-b"  CS  AS  TS 
,x  • •)  ,( u ,y«  ' ,y  - ) » ••  ] . 


J > 


A-t  - d*  A-d-d'  BS-d'  Ad-  d A-d-d'  B-b'S  A-d-d’  A-d-d'  B-b- b"  C-dS‘  A-d-  a"  T-t'-d 


J 


»C“ 


9y  » „ „ j 


f <i  11  e J n n n 


1 ] • «■  ,,n) 

Kij 
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Que  s’il  y en  a trois,  le  nombre  des  termes  fera  exprimé  par  nne 
fonction  longue  à tranlcrire  , à la  vérité , mais  facile  à imaginer 
après  ce  qui  a été  dit  ( 60  ) , ainfi  que  pour  quatre , cinq , &c. 

Problème  XXI, 


( I O 3 • ) Les  mêmes  chofes  étant  fuppofées  comme  dans  le 
Problème  précédent , on  demande  , quel  fera  le  nombre  des  termes 
rejlans  dans  le  polynôme  3 lorfqu'on  en  aura  fait  difparoître  tous  ceux 
qu'il  eflpoffible  d en  faire  difparoître  3 à l'aide  des  n — i équations , 
fans  en  introduire  de  nouveaux. 

D’après  ce  qui  a été  dit  ( 6o  & 102  ) , & les  conditions  exigées' 
'dans  le  problème  précédent , qui  rendent  de  même  nature  tous 
les  polynômes  qui  entrent  dans  l’expreflion  du  nombre  des  termes 
qu’on  peut  faire  difparoître,  le  nombre  des  termes  reftans  fera 

^ A B A A B A ABC  A T 

d (N([(u  ,X')  , (u  ,y  y )‘l  ...i 

T C B B B A A A A tcc. 

C - - t.-C,  Sec.'  -b, -b", fcc.’  b",  &c."- b, -b', kc. fcc.’ -a-a'.fcc. Sic.'. 


Pr  OBLÈME  XXII. 


( 104.)  Suppofant  un  nombre  n d'équations  de  la  formé' 

Cl  ( u*,  xij\  fV,  yljt,  ( xî,y‘/“]e,  z* nf‘  = o , ayant  les 

conditions  générales  mentionnées  ( 8 j ) , & renfermant  un  nombre  jt\ 
d" inconnues  : on  demande  le  degré  de  l’équation  finale  réfultante  de 
t élimination  de  n — 1 de  ces  inconnues. 

Concevons  qu’on  multiplie  l’une  quelconque  de  ces  équations, 
celle,  par  exemple, que  nous  venons  de  rappofter,  par  le  polynôme 

* /[fit'*,  xfJB,  (uA,yf.)?,  (xt,  yt)BY,  i<i. . . nJT  qui,  outre 

les  conditions  mentionnées  (102),  ait  encore  les  mêmes  condi» 
lions  relativement  à l’équation-produit 


( [ (uA +a,xy?  + l,(uA + “,yè}  +gj?+tt (x'i +*,y<!+!lf!+!qc+e,  çA  +,? ...n)T+t 


& aux  polynômes  qui  peuvent  exprimer  le  nombre  des  termes 
qu’on  peut  en  faire  difparoître  a l’aide  des  n — 1 autres 
• ?-  ’ «équations, 

L - 
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Alors  tous  les  polynômes  qui  entrent  dans  l’exprcflion  du 
Nombre  des  termes  reftans  tant  dans  le  polynome-multiplicateur  , 
que  dans  l’équation-produit  , étant  de  même  nature  , [ fans  que  , 
pour  cela,  il  foit  néceflaire  que  les  équations  foient  de  même 
nature,  c’eft-à-dire,  quelles  tombent  ou  ne  tombent  pas  toutes 
dans  une  feule  des  formes  expofées  (p  1.  ôc  fuiv.  ) ] ; alors , dis- je,  il 
ne  s’agit  que  d’appliquer  mot-à-mot  ce  qui  a été  dit  {61).  On  verra 
donc  facilement  que  la  valeur  du  degré  de  l’équation  finale  eft 


D=d‘N(l(u 


A- f-u  A+a  A+a  B+b  A+a  A+a  B+b  C-+*  A+a 


T^,(u  sfr'  '»r  -1  M-  10  <"*1 

C c £ “4—  b 

! : &c.  : 

«j  - a',  Si  c. 


T+t  - 

ll« 


T -h  « . C + c . B + i ;&c<;  A+a.tc 

1 -ct  •e,6ic.  -b , - b,  Sic.  --  *" 


( I O JO  Mais  il  fe  préfente  ici  plufieurs  objets  à difcuter. 

1 .°  Il  faut  rendre  raifon  pourquoi  nous  avons  aflujetti  le  poly- 
nome-multiplicateur aux  conditions  mentionnées  (102);  en  voici 
la  raifon. 

Demander  le  degré  de  l’équation  finale,  c’eft  demander  de 
trouver  une  fonélion  rationnelle  des  quantités  a a a a , ôcc. 


b b b ; c-,  ti  a!  d a!  , &e.  b'  b'  V i dit!-,  cl'  al'  a"  a" , ôcc.' 

b"b"b"i  c" it"i  ôcc.  ôcc.  indépendante  des  quantités  A A A A , &c. 

B B B •,  C ; T,  laquelle  foit  l’expreflion  du  plus  bas  degré  où 

l’équation  finale  puiffe  être  amenée , fans  fuppofer  aucune  relation 
particulière  entre  les  coëfficiens  des  équations  données. 

La  fonûion  qui  donnera  D , doit  donc  être  telle  que  les  quan- 
tités A , A , ôcc.  B , B , ôcc.  en  difparoiflent  d’elles -mêmes  : 

mais  il  eft  évident  que  pour  que  cette  condition  ait  lieu , il  faut 
que  tous  les  différens  polynômes  qui , par  le  nombre  de  leurs 
termes,  expririient  la  valeur  du  degré  ae  l’équation  finale  y ou 
la  valeur  de  D , foient  tous  des  polynômes  de  même  nature  ; car 
s’il  n’en  étoit  pas  ainfi , l’expreffion  du  nombre  des  termes  de 
l’un  d’entre  eux , tombant  dans  une  des  formes  expofées  (p  1 . ôc  fi  )j 
tandis  que  celle  du  nombre  des  termes  d’un  autre  tomberoit  dans 
une  autre  forme,  ces  deux  expreffions  ne  pourroient  avoir  la  pro- 
priété de  fe  changer  l’une  en  l’autre  par  le  feul  échange  des 
quantités  a a a , ôcc,  d’une  des  équations , avec  celles  qui  appar-i 
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tiennent  à une  autre  équation , qualité  abfolument  néceflaire 
pour  que  le  réfultat  de  ces  différens  nombres  de  termes  forme  une 
différencielle  exaûe  d’un  ordre  égal  au  nombre  des  équations , 
& devienne  une  fonétion  des  quantités  a,  a,  a , ôcc.  in- 
dépendante des  quantités  A,  A , A,  & c.  Toute  exprefiion 
de  D dans  laquelle  les  quantités  A , A , A , ôcc.  fubfifteroient , 

indiqueroit  que  la  forme  du  polynome-multiplicateur,  ou  des  poly- 
nômes qui  concourent  à l’expreflion  de  D , ne  peut  avoir  lieu. 

(1 06.)  2.0  Puifque  (pt.  ôc  fuiv.)  nous  avons  trouvé  huit  expref- 
fions  différentes  de  la  valeur  du  nombre  des  termes  de  l’elpèce 
de  polynômes  dont  nous  traitons  a£luellement,îl  s’enfuit  donc  que 
nous  aurons  aufli  huit  cxpreffions  différentes  de  la  valeur  du 
degré  de  l’équation  finale.  Mais  ces  huit  exprellions  de  la  valeur 
de  D font-elles  toutes  également  admiffibles , ou  bien  appartien- 
nent-elles à des  cas  différents  dans  lefquels  les  équations  donnée* 
peuvent  fe  trouver  : ôc  alors  quels  font  les  moyens  de  diffinguer 
ces  cas? 

Sans  doute  , ces  huit  expreflions  de  la  valeur  de  D , appar- 
tiennent à différens  cas  dans  lefquelles  les  équations  données  peu- 
vent fe  trouver , fans  ceffer  d’avoir  les  conditions  générales  men- 
tionnées ( 8 j ).  Mais  pour  diilinguer  ces  cas , il  faut  actuellement 
nous  occuper  d’une  queftion  dont  nous  n’avons  fait  aucune 
mention  jufqu’ici  , pour  ne  pas  charger  l’attention  du  Leûeur 
avant  que  cela  devînt  néceffaire. 

Du  plus  grand,  nombre  de  termes  qu’il  foit  pojfible  de 
faire  difparoître  dans  un  polynôme  donné , Jans  y en 
introduire  de  nouveaux  , en  employant  un  nombre  donné 
d’équations. 

( 1 07.  ) Pour  ne  point  trop  charger  notre  difeours  de  calcul  * 
nous  raifonnerons  fur  un  polynôme  d’une  forme  très-fimple  , fie 
nous  fuppoferons  aufii  que  les  équations  données  font  de  cette 
forme  que  nous  fuppofons  être  (uA  . . . n) T , les  expofans 
A A A , 6c c.  n’étant  affujectis  à aucune  condition.  Il  fera  aifé 

de  voir  que  ce  que  nous  allons  dire , s’applique  également  à toute 
forme  plus  générale. 
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Lorfqu’il  n’y  a qu’une  équation  , comme  (u“ ... n)‘ = 0 , le 

1>lus  grand  nombre  de  termes  qu’on  puifle  faire  difparoître  dans 
e polynôme , à l’aide  de  cette  équation , fans  y en  introduire  de 
nouveaux  , eft  N(uA~“.  . . n)T~  ‘ : il  n’y  a à cela  aucune 
difficulté  ( 60  ). 

Mais  lorfqu’il  y a feulement  deux  équations  , le  plus  grand 
nombre  de  termes  qu’on  puifle  faire  difparoître  dans  le  poly- 
nome  ( uA  . . . n)  r,  à l’aiae  de  ces  deux  équations  , fans  en  in- 
troduire de  nouveaux  , eft-il  toujours  exprimé  par 

N(uA~'. . . nJT-  -h  N (uA—\ . . n)T~r  — N(uA——',..n)T-'-* 
comme  nous  paroiflons  l’avoir  fuppofé  jufqu’à  préfent  ? 

Nous  l’avons  fuppofé  légitimement  pour  les  polynômes  qui 
peuvent  être  d’ufage  dans  la  théorie  actuelle  : mais  à prendre  la 
queftion  que  nous  traitons  aéluellement , dans  toute  fon  étendue, 
cette  quantité  n’exprime  pas  toujours  le  plus  grand  nombre  de 
termes  qu’on  puilTe  faire  difparoître  fans  en  introduire  de  nouveaux. 

Pour  en  donner  un  exemple  , fuppofons  qu’on  ait  le  poly- 
nôme complet  ( x 3 y ,tj' , 6c  deux  équations  incomplettes  telles 

que  lx , (y  = 0 f c’eft-à-dire , qui  ne  font  incomplettes 

que  relativement  à y 6c  ^ lefquels  ne  peuvent  ni  enfemble  t ni 
féparément  pafler  la  dimenfion  1. 

Le  plus  grand  nombre  de  termes  qu’on  puifle  faire  difparoître 
fans  en  introduire  de  nouveaux , femble  , d’après  ce  que  nous 
avons  dit  jufqu’ici , être 

Hlx,  (y,  V _ N[_x,(y, 

ou  2 N [_  x,  (y  y iJ']'  — N[x,(y  ,x)'3  ' j mais  comme 

lx , (y  j n’a  d’autres  termes  que  lx,  {y ou  que 

(x>y>  i/>&  que  Mlx>(y>  =NCx>y>  V~,==°i 

on  a donc  2 N (x  ,y , ou  8 pour  le  plus  grand  nombre  de 

termes  qu’il  femble  qu’on  puifle  faire  difparoître  dans  le  poly- 
nôme (x,y,\)1  à laide  de  deux  équations  telles  que 

[ x,  (y  y ']  =0.  En  forte  que  multipliant  la  première  par 
A x -f-  By  -hC^-h  E , ôcla  fécondé  par  A'x  -+*  C\-\-  E'} 
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on  pourra,  fans  introduire  aucun  nouveau  ternie,  faire  difparoîtrd 
huit  termes  dans  le  polynôme  (x ,y,^J'  ayant  des  coëfficiens 
quelconques. 

Cependant  on  peut  en  faire  difparoître  9 , fans  en  introduire  de 
nouveaux.  Il  n’y  a qu’à  multiplier  la  première  équation  par  le 
polynôme  (x,y,  1 , Ôc  la  fécondé  par  un  pareil  polynôme  ; 

le  premier  à caufe  des  termes  qu’on  peut  y faire  difparoître  à l’aide 
de  la  fécondé  équation , ne  fournira  que  N(x  ,y,  r)‘  — N(x,y,  \)  0 
de  coëfficiens;  le  fécond  en  fournira  N (x,y  ,tJ  1 ; en  forte  qu’à 
l’aide  des  deux , on  en  fera  difparoître  un  nombre  qui  fera  égal 
à 2N(x,y,^J'  — N(xfy,^J°.  Mais  comme  en  même 
temps  on  en  aura  introduit  10  dans  la  dimenfion  quatre  ; ceux-ci, 
pour  les  faire  difparoître , exigeront  1 o coëfficiens  ; on  aura  donc 
pour  le  nombre  de  termes  qu’on  pourra  faire  difparoître  , fans 
qu’il  s’en  trouve  de  nouveaux  , le  nombre  2 N fx  ,y 
N(x,y,{)°  — 10  = 20—1  — 10  = 

(108.)  Il  y a donc  deux  manières  de  fatisfàire  à la  condition 
de  ne  pas  introduire  de  nouveaux  termes  La  première  en  n’çn 
introduilànt  ni  dans  le  fait  ni  en  apparence  ; c’eft-à-dire,  en  n’em- 
ployant pour  polynomes-multiplicateurs  des  équations  données  , 
que  des  polynômes  qui  dans  la  multiplication  ne  donneront  point 
de  termes  plus  élevés  que  ceux  du  polynôme  propofé.  La  fécondé, 
en  en  introduifant  en  apparence  ; c’eft-à-dire , en  employant  pour 
polynomes-multiplicateurs  des  équations , des  polynômes  qui  dans 
la  multiplication  produiront  à la  vérité  des  termes  plus  élevés 
que  ceux  du  polynôme  propofé  , mais  que  l’on  pourra  faire  dit 
paraître  enfuite. 

( IO9.)  On  voit  donc  que  fi  l'on  demande  quel  eft  le  plus 
grand  nombre  de  termes  qu’on  puifle  faire  dilparoître  dans  le 
polynôme (uA . . . n ) T,  à l’aide  des  deux  équations  (ua. . .n)‘  = o , 
(u  ‘ . . . n)  * = o , fans  en  introduire  de  nouveaux  ; il  faut  conce- 
voir qu’on  ait  multiplié  la  première  par  le  polynôme  indéterminé 
(uA  . . . n ) T' , & la  fécondé  par  le  polynôme  indéterminé 
(uA" . . . n)T',  & qu’on  ait  ajouté  les  deux  produits 
(uJ,  +a  . . . n)  f (uA  '~i'  " . . . n)T'  +' ",  au  polynôme  pro« 
pofé  (uA...n)T. 

Alors  fuppofant  T'  T,  T" -t-  t">T , A'  -+-  d>A)  ôcc. 

U 
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3 faudra  pour  que,  par  l’un  des  deux  polynômes,  on  puifle  faire 
difparoître  les  nouveaux  termes  introduits  par  l’autre  , il  faudra  , 
dis-je , fuppofer  T"  •+- 1"  = T'  -+-  t? , A"  -t-  a"  = A'  -+•  a' , &c. 
d’où  l’on  tire  T"  = T'  -t-  r' — t" , A"  = A' -h  a' — a",  &c. 
d’où  l’on  voit  que  l’on  a jufqu’à  préfent  un  nombre  de  coqffi- 
ciens  = N(uA'. . .n)T'  -+-  N(uA'+-  • — •"...nj  T ’**•'' 

Mais,  comme  à l’aide  de  la  fécondé  équation  , on  peut  faire 
difparoître  dans  le  premier  polynôme , fans  y introduire  de  nou- 
veaux termes , un  nombre  de  termes  exprimé  par 
N(u.A~ n)T~‘  •,  nos  deux  polynomes-multiplicateurs  ne 
donnent  véritablement  qu’un  nombre  de  coëfficiens 

*=  N (uA.. . n)T-*-N(uA+‘  — N(uA  ' ~ . . n)T—\ 

Or  pour  faire  difparoître  les  nouveaux  termes  introduits , il  faudra 
un  nombre  de  coëfficiens  = N (uA  ...n)  r +•’  — N (aA. . . n)T\ 

donc  le  nombre  des  termes  qu’on  pourra  véritablement  faire 
difparoître , fans  qu’il  s’en  trouve  de  nouveaux  , fera 

N(uA...n)T  —lN(uA'+‘'...n)T'+i  — NfuA'...nJT ' 

N(uA+t'~‘". . . n)  r'+  — ' -+■  IV (uA'—\  . ,n)T~  * ]. 


( 1 1 O.)  Pour  diftinçuer  les  deux  cas , nous  dirons  dorénavant 
que  les  termes  que  Ion  introduit  ainfi,  pour  les  faire  difpa- 
roître enfuite , font  des  termes  d‘ introduction  jiâive. 

(III.)  Donc  pour  qu’en  admettant  des  termes  d’introdu&ion 
fiftive , on  puifle  faire  difparoître  plus  de  termes  qu’en  ne  les  ad- 
mettant point , il  faut  que  le  nombre  des  termes  reftans  dans  le 
polynôme , foit  plus  petit  dans  le  premier  cas  que  dans  le  fécond  } 
U faut  donc  que 


Arbt  T'-bt'  A‘  T'  ...  A'-bd—ct'  T'-bt'-f'  A'— a"  J».,* 

N(u  .-üj  — AY“  —*)  ~h(u  •••n)  -+-N(u  ..Jij 


A T ...  A— b 

■<\(u  ... a ) — A(« 


T-i  ...  A- 
.n)  —N(u 


•») 


T—f 


a-,'-,'  r-r-n 

■N(u  ...n) 


T1  étant  A'>A—a',  &c. 


Donc  s’il  eft  poffible  de  fatisfaire  à cette  condition  , on  pourra 
faire  difparoître  plus  de  termes  par  l’incroduclion  fictive  que  fans  elle. 

L 
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Et  pour  faire  difparoître  le  plus  grand  nombre  de  termes  pof* 
lible,  il  faudra  que  T',  A',  &c.  aient  des  valeurs  telles  que 


• A+*,'  T‘+f  ...  A JT  A + ai-J'  T'*f A — a?  T'— 

A (o  . •n)  — \ru  .,m ) -~A  (u  „ ji)  -f-A ’(n>  •*#) 

foit  un  minimum . 


(I  12.)  Quoiqu’il  en  foit,  remarquons  que  dette  dernière  ex-> 
preflion  eft  précifément  celle  du  nombre  des  termes  reflans  dans 
le  polynôme  uA  .n)TA',i  lorfqu’on  en  a fait  difparoître, 
à 1 aide  des  deux  équations , tous  les  termes  qu’il  eft  poflible  d’en 
faire  difparoître  fans  en  introduire  de  nouveaux  , & cela  fans 
introduction  fictive. 


Donc  il  eft  toujours  poflible  de  trouver  un  polynôme  (uA...nJT 
tel  qu’en  ayant  fait  difparoître , fans  introduction  fictive , tous  les 
termes  qu’il  eft  poflible  d’en  faire  difparoître  à l’aide  de  deux 
équations,  le  nombre  des  termes  foit  le  plus  petit  qu’il  eft  poflible  ; 
c’eft-à-dire,  ne  puifle  pas  être  diminué  en  y employant  l’intro- 
duCtion  fictive. 

Voyons  maintenant  pour  trois  équations. 

».  ( I I 3 •)  Concevons  qu’on  multiplie  la  première  par  le  poly- 
nôme ( uA’ . . .n  J1",  la  fécondé  par  le  polynôme  ( uA . . n )T',  &C 
la  troifième  par  le  polynôme  ( uA  \ . . n)  T"  } & qu’on  ajoute  les 
trois  produits  au  polynôme  propofé  ( uA.  . . n ) T ; on  aura  en  tout,, 
iin  nombre  de  coëfficiens  — N ( uA  . . . n )T  -h  N (uA ", . . « )T'' 
j ^-N(uA". . . n JT“  ; mais  tous  ces  coëfficiens  ne  feront  pas  égale- 
ment propres  à faire  difparoître  des  termes  dans  le  polynôme  propofé. 

Suppofons  T -+- 1!  > T ; A’  -H  a!  > A ; &c.  T"  -t-  t"  > T; 
A"  -+•  A’>A-,  ôcc.  T'"  -t-  t!">J  i A’"  -+•  al"  > A ÿ &c.  pour 
plus  de  généralité. 

Remarquons  d’abord  qu’une  des  conditions  eflentielles , pour 
pouvoir  faire  difparoître  les  termes  d’introduCtion  fictive , eft  que 
deux  au  moins  des  quantités  T'  *4-  d,  T"-+- 1".  T'"  -t-  t"',  foient 
égales  entr’clles  ; qu’il  en  foit  de  même  à l’égard  des  quantités 

A'  ->r  a! , A"  + a" , Am^rd\  &c. 

Ajoutons  que  pour  que  le  nombre  des  termes  qu’on  fera  di£ 
paroître  foit  le  plus  grand  qu’il  eft  poflible , il  faut  que  ces  trois 


' Gooo 


_ 
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quantités  foient  égales  entr  elles  ; car  il  eft  clair  que  fi  on  en 
fuppofoit  une  plus  petite  que  les  deux  autres , on  aurait  évi- 
demment moins  de  coëfficiens,  qu’en  les  fuppofant  toutes  trois 
égales. 

Nous  avons  donc  T"  = T'  •+■  t' — r" , T'"  — T'  -H  t!  — t!", 
A"  *=  A' + a'  — a"  , A'"  =»  A'  •+•  J — a!"y  Ôcc. 

Suppofons  actuellement  (ce  qu’on  peut  toujours  faire)  que  le 
polynôme  (uA‘. . . n)T'  foit  tel  que  l'introduction  fictive  ne 
puifie  pas  faire  difoaroître  plus  de  termes  qu’on  ne  le  peut  faire 
fans  elle  ; alors  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  polynôme 
( uA . . . n)T'  fera 


< A’  T'  . A—f  T—t”  , A—  a" 
N(u  ,.jt)  —N(u  ~jt)  — N(u 


T — i'" 


■ N(u 


A—f—à' 


T'— r— 

..n)  t 


en  vertu  des  termes  qu’on  peut  y faire  dilparoître  à l’aide  de* 
deux  dernières  équations. 

Le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  polynôme  (uA’...n)T’  , 
c’eft-à-dire  , du  polynôme  (uA  +a'—*'.  . . n)T  +‘~t'  fera 


N (uA n)  T' + <-—NfuA ' + . .n)T'+‘  ~ *"  à 

caufe  des  termes  qu’on  peut  y faire  difparoître  à l’aide  de  1a 
dernière  équation. 

Enfin  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  polynôme 
(uA  \ . ,n)T'  fera  N f uA'+“~‘'. . . n)T 
Sur  la  totalité  de  ces  coëfficiens  utiles , il  faudra  en  employer 
pour  détruire  les  termes  d’introduCtion  fictive  , un  nombre 
= N(uA  +a..  .nJT'+t'  — N (uA. ..  n)  T ; retranchant  donc  le 
relie , de  N (uA. . . n) T,  on  aura  pour  le  nombre  des  termes 
rellans  fans  qu’il  s’en  trouve  aucun  d’introduit , la  quantité 


* A+S  T‘+f  A T’  , A+t—t-  T + , A~ 

Il  (u  ...n)  — N(a  ...n)  — N(u  ..*) 


.J») 


T—e 


A +*—»"• 


— N(u 
A'  + a — 


.n) 


T'  + t — t"’ 


N ( u 


A — a" 


.n) 


T—  <• 


■ N'u 


T“  , A —M  —é" 

...n)  —N(u 


T — T—  I» 

•»;  i 


îl  faudra  donc  que  cette  quantité  foit  un  minimum. 
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Remarquons  que  cette  expreiïion  eft  précifément  celle  du  norft-» 
bre  des  termes  qui  refteroient  dans  le  polynôme  fuA  + . . n)T'*~  ', 

après  en  avoir  fait  difparoître  tous  les  termes  qu’il  eft  poftible  d’en 
faire  difparoître  , à l’aide  des  trois  équations , & fans  introdudior» 
fictive. 

( 1 1 4>)  Donc  il  eft  toujours  poftible  de  trouver  un  polynôme 
(uA . . . n)  T , tel  qu’en  ayant  fait  difparoître  , fans  introdudion 
fidive,  tous  les  termes  qu’il  eft  poftible  d’en  faire  difparoître,  à 
l’aide  de  trois  équations  , le  nombre  des  termes  reftans  foit  le  plus 
petit  qu’il  eft  poftible  ; c’eft-à-dire , ne  puifle  pas  être  diminué , 
en  y employant  l’introdudion  fidive.  On  voit  maintenant  ce  qu’il 
y a à dire  pour  un  plus  grand  nombre  d’équations. 

Mais  s’il  eft  poftible , comme  nous  venons  de  le  démontrer, 
de  trouver  toujours  un  femblable  polynôme  , il  peut  ne  l’être 

fias  toujours  que  les  polynômes  partiels  qui  entrent  dans  l’expref- 
ion  du  nombre  des  termes  reftans , foient  tous  des  polynômes  de 
même  nature.  Or  comme  la  détermination  de  la  valeur  du  degré 
de  l’équation  finale  ( ioy  ) exige  néceffairement  cette  condition, 
il  s’enfuit  que  c’eft  à la  poftibilité  ou  impoffibilité  que  tous  ces 
polynômes  foient  de  même  nature , que  nous  pourrons  recon- 
noître  entre  les  différentes  valeurs  de  D qui  fe  préfentent  ( 10 6), 
quelle  eft  celle  qui  peut  être  admife  légitimement. 

( I I J.)  Comme  nous  avons  établi  que  le  plus  petit  nombre 
de  termes  reftans  dans  le  polynome-multiplicateur  avoit  pour 
expreflïon  néceflaire  la  quantité  J"~'  N(uA  . . ,n)T , il  faudra 
donc  que  cette  quantité  foit  un  minimum. 

Or  en  la  fuppofant  telle , il  faut  que  par  introdudion  fidive, 
foit  à l’aide  de  polynômes  de  même  nature , foit  à l’aide  de  poly- 
nômes de  différente  nature  , on  ne  puiflé  faire  difparoître  qu’un 
moindre  nombre  de  termes , ou  que  le  nombre  des  termes  reftans 
foit  plus  grand  ; concevons  donc  un  polynôme  de  même  nature 
& repréfenté  par  (uA  .. . n)  T tel  que  T'  > T , ôc  A'  > Ay  &c. 

Il  faudra  donc  que 


d N(uA\  . .n)T'  > d"-1  N(uA.  . . n)  T 
ou  plus  fidèlement , 
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Donc 


d*  N(uA\..n)T'...(_{T,_ 
Ou</“  N(uA'...n)T‘...(  (T,_ 


i , A'  î «C.  \ 

T),  — f1—f,tcc.‘—(A—A),  — s\—an.lcc.)  ^ 

f A‘  iStc.  v 

T),  t.  f,  tic.  \A'-A).m'.*’.tcc.  ) > °* 


( 1 1 6.  ) C’eft  donc-à-dire , que  fi  on  différencie  n fois  de  fuite 
la  quantité  N(uA' ..  .n)T’,  dans  laquelle  ( uA'. . .n)T  reprefente 
un  polynôme  quelconque  ; fi  on  la  différencie  n fois  de  fuite  en 
fàifant  varier  T' , fucceffivement  de  r7,  t ",  &c.  & de  la  quantité 
quelconque  T'  — T ; en  fàifant  varier  A'  fucceffivement  de 
a',  a ",  ôcc.  & de  la  quantité  quelconque  A'  — A , &c.  le  réfultae 
de  ces  différenciations  doit  être  plus  grand  que  o , quelques 
foient  T'  — T , A'  — A , &c. 

Donc  fi  on  raffemble  tous  les  termes  affeôés  de  T'  — T,  il 
faudra  que  leur  fomme  foit  pofidve  ou  plus  grande  que  o ; il  en 
fera  de  même  de  la  fomme  des  termes  affeûés  de  A'  — A ; & 
ainfi  de  fuite. 


Détermination  des  fymptômes  auxquels  on  reconnoit  parmi 
les  diffe'rentes  expreffions  de  la  valeur  du  degré  de 
V équation  finale  , quelle  efi  celle  que  l’on  doit  cnoifir  ou 
rejetter. 

( I 1 7.)  On  voit  donc  qu’il  y aura  toujours  autant  de  condi- 
tions à remplir , que  le  polynôme-multiplicateur  renferme  d’ex- 
pofans  différens.  Si  toutes  ces  conditions  font  remplies , la  valeur 
de  D eft  admiffible  ; fi  une  feule  manque,  elle  eft  à rejetter. 

Mais  il  faut  obferver  que  comme  rien  ne  détermine  à pren- 
dre l’une  des  équations  propofées  , plutôt  que  toute  autre  , 
pour  équation-multiplicanae , il  faudra  faire  autant  de  fois  l’exa- 
men de  ces  conditions,  qu’il  y a d’équations  ou  d’inconnues  : & 
l’on  ne  fe  déterminera  pour  une  valeur  de  D , que  dans  le  cas 
où  elle  aura  été  confirmée  par  toutes  ces  différentes  épreuves. 

On  ne  doit  pas  craindre , au  refie , qu’il  ne  s’en  trouve  aucune 
qui  fatisfaffe  ; car  on  voit , à priori , qu’il  y a toujours  au  moins 
une  valeur  de  D poflible.  Mais  il  pourra  arriver  que  plufieurs 
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fyftèmes  de  conditions  fàtisfaffent , & alors  toutes  les  valeur! 
de  B correfpondantes , feront  également  admiflibles. 

Sur  cela  il  faut  obferver,  i.°  que  toutes  les  valeurs  de  Z)  qui 
. réfulteront  d’une  nouvelle  combinaifon  des  équations,  c’eft-à- 
dire , de  l’échange  tacit  de  l’équation  multiplicande  , feront 
toutes  les  mêmes , c’eft  ce  qu’on  verra  facilement  dans  peu  , par 
le  développement  de  la  valeur  générale  de  D trouvée  ( 104)  ; 
développement  dans  lequel  il  fera  facile  de  voir  que  l’échange 
des  expofàns  d’une  équation  avec  ceux  d’un  autre , n’apporte 
aucun  changement  dans  la  valeur  de  D. 

2.0  Que  les  valeurs  de  D fe  trouveront  encore  égales , toutes 
les  fois  que  les  équations  pourront  appartenir  indifféremment  à 
une  forme  ou  à une  autre. 

3.0  Que  s’il  arrive  que  l’on  trouve  plufieurs  valeurs  inégales 
pour  Z?, elles  finiront  par  être  réduites  à une  feule,  par  l’examen 
que  l’on  fera  en  échangeant  les  expofàns  dans  l’épreuve  des 
conditions.  On  fent  bien  que  cela  doit  être  ainfi  , puifqu’il 
ne  peut  y avoir  qu’une  feule  équation  finale  ; mais  comme  on 
pourroit  croire  qu’il  ferait  pofiible  que  quelqu’une  des  formes 
introduisît  un  fadeur  fuperflu  dans  l'équation  finale  , ce  qui 
donneroit  lieu  en  effet , a différentes  valeurs  de  D , il  faut  faire 
voir  qu’il  n’en  fera  pas  ainfi , c’eft-à-dire , que  s’il  y a plufieurs 
valeurs  de  D , elles  ne  pourront  fubfifter,  après  toutes  les  véri- 
fications des  conditions , qu’autant  qu’elles  feront  égales. 

En  effet , fi  deux  valeurs  inégales  de  D pouvoient  coéxifier  , 
des  deux  équadons  auxquelles  elles  appartiendraient , l’une  feroit 
nécefiairement  fadeur  de  l’autre  : celle-ci  aurait  donc  au  moins 
une  racine  qu’il  ferait  pofiible  d’éviter  ; donc  il  feroit  pofiible 
de  faire  difparoître  dans  l’équation -produit  qui  l’a  donnée,  un 
terme  de  plus  qu’on  ne  l’a  fait  ; mais  l’examen  des  conditions 
pour  la  vérification  de  la  valeur  de  D , conftate  qu’on  y a fait 
difparoître  le  plus  grand  nombre  de  termes  pofiible  ; donc  il 
n’y  a lieu  à aucune  racine  qu'on  puifie  éviter  ; donc  il  ne  peut 
fubfifter  de  valeurs  inégales  de  L).  Donc  fi  l’examen  des  condi- 
tions donne  plufieurs  valeurs  de  D , ce  ne  pourront  être  que  des 
valeurs  égales  ; c’eft  qu’alors  les  équations  propofées  appartien- 
nent tout  à la  fois  à plufieurs  formes. 
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Développement  des  differentes  valeurs  du  degré  de  î Equa- 
tion finale  , réfultantes  de  l'exprfffion  générale  trouvée 
(104);  SC  développement  des  Jyflèmes  de  conditions 
qui  Légitiment  ces  valeurs. 

v 

( 1 1 #.)  On  voit  donc  t.°  que  pour  avoir  les  différentes  valeurs 
de  D qui  peuvent  avoir  lieu  pour  les  équations  incomplettes  de 
l’efpèce  dont  il  a été  qüeftion  ( 82.  & fuiv.  ) , il  ne  s’agit  plus  que 
de  concevoir  qu’on  ait  fùbflitué  dans  la  valeur  de  P propre  à l’une 
quelconque  des  formes  expofées  (91.  & fuiv.  ),  les  expofans  de 
l’équation-produit  ; de  différencier  cette  valeur  n fois  de  fuite  , 
en  faifant  varier  chaque  expofant  de  l’équation-produit , fuccef- 
fivement  de  tous  les  expofans  correfpondans  dans  les  équations 
données.  2.0  Que  pour  avoir  les  conditions  qui  rendront  admit? 
fible  cette  valeur  de  D , il  faut  (1 16)  différencier  n fois  de  fuite 
la  valeur  de  P appartenante  à la  même  forme , en  faifant  varier 
fuccefTivement  chacun  de  fes  expofans , de  tous  les  expofans  cor- 
refpondans de  toutes  les  équations , autres  que  celle  qu’on  prend 
tacitement  pour  équation-multiplicande , & d’une  quantité  arbi- 
traire; puis  fuppofer  la  fomme  de  termes  qui  multiplie  chaque 
quantité  arbitraire  , plus  grande  que  zéro. 

Or  il  eft  facile  de  voir  que  les  réfultats  de  la  première  opé- 
ration fourniront  immédiatement  ceux  de  la  fécondé  ; & que 
l’opération  pour  déterminer  les  conditions  dont  il  s’agit , fe  ré- 
duira à prendre  la  fomme  de  termes  qui , dans  la  valeur  de  D , 
multiplieront  l’un  des  expofans  de  l’équation  - multiplicande  , & 
de  fuppofer  cette  fomme  plus  grande  que  zéro. 

Pour  ne  pas  multiplier  les  calculs , nous  bornerons  ce  déve- 
v.  loppement  au  cas  où  l’on  aurait  feulement  trois  équations  & trois 
inconnues.  Les  procédés  étant  abfolument  les  mêmes  pouroin 
plus  grand  nombre  d’équations  & d’inconnues  , & n’y  ayant  de 
différence  que  dans  la  multitude  des  termes  des  réfultats , nous 
ne  limitons  rien  en  prenant  ce  parti , 6c  nous  répandrons  plus 
de  clarté. 
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Application  de  la  Théorie  précédente  aux  équations 
a trois  inconnues. 

( i I ç.)  Les  huit  expreflions  que  nous  avons  trouvées  pour  P 
(pi.ôc  fuiv.) , fe  Amplifient,  lorfqu’il  n’eft  queftion  que  de  trois  in- 
connues ; parce  qu’alors  on  a C = T,  ce  qui  annéantit  les  termes 
où  entre  T — C ; car  N(u . . , n)  T~ c~ 1 , N(u . , . n)  T~ *, 
6c  N(u . . ,n)T~c~3  deviennent  N (u. . . n)~' , N(u..  .n)-y 
Nf  u . . ,n)~3  qui  font  chacun  = p ( 39  ). 

Réduifant  donc  les  valeurs  de  P d’après  cette  confidération  , 
6c  différenciant  comme  il  vient  d’être  dit  (118),  on  trouvera, 
pour  chacune  des  huit  formes  , les  différentes  valeurs  de  D , ÔC 
les  conditions  correfpondantes , fuivantes. 

Première  Forme . 

(MO.)  Le  polynome-multiplicateur  étant  fuppofé  tel  quç 
fon  ait 

C — B<B  — A:  C — B < B A j C— B < B — A. 

/ f » / 0 n n 

D = it't"—(t  — a).(t'—a' ).(t"—a")—(t  — a)  ,(e  — a‘)  . ( t"  — a" J| 

— (t  - a — a').(t"—a")  + (t  - * )’.(  t’  — b').(t"—b") 

•+■  (tr-  t ).(t'  — b').(t"—b")  + (t  — bj.  (t'*-  V) .(t"—  b" ) 

*.(a  + a-S  b').(,"-b")  r-  (*'  +*‘-b'  J,(,-b).(t"-b") 

— (a"+a"  — S").(t—  b ).(t  ’ — b'  ; — fa-»-  a — b — b').(i"  — b") 

(af  + ie  -b' ).(!-  b ) . (t"—  b" ) — (a"  + «"  — . (t  —b).(t'  — V ) 

— (a+a-b  ).(<•- b>).  (."-'b"  ) r- (a!  + } -f)  ,(t—  b). 

— (?"-h  a"—b").(t—  b ).  (t'-b'J. 

Conditions  pour  que  cette  valeur  de  D ait  lieu. 

Ces  conditions , d’après  ce  qui  vient  d’être  dit  (1 1 8)  fe  trouvent 
en  prenant , par  exemple , tout  ce  qui , dans  la  valeur  de  D , eft 
jnultiplié  par  r,  fie  le  luppofant  > o ; en  prenant  tout  ce  qui  eft 

multiplié 
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multiplié  par  b , & le  fuppofant  > o,  & ainfi  de  fuite. 

Si"-  ( 11  - a')  . ( t"  - a")  - (Y-  a'J  . f - f «’  - ^ • C‘"  - N 

4-(V  — . (t"—b")  -+-  ( ,'  - b>)  .(t"-b“  ) + ( t' -V)  .(  t"-b>')  I 

— (a!  + a' — b')  . ( t"—b ")  — ( a"  + a."  — b")  . ( «'  — b' ) > >• 

— fa'-J-a' — b')  . ( i"  —b")  — ( a"  -(-  a"  —b")  .( t'—b' ) i 

— (a'  + a'—b')  . (i"—b")  — (a"  + a"  — b")  . ( ï — b[)J  ‘ 

(a'+a'—y)  . (t“—b")  — (a"  -t-  a"  — b")  . (t‘  — b')  >o 

(a'  + a'—b').  (,"—b")  + (a"  + a"  — b")  . (i'  — b‘)  >o  « 

(a'+a'  — y)  . ( ,"  — b")+  ( a"  -t-  a"  — b")  . (i’  — b')  >o 

<v  — y;  . f«''  — a»;  — (ï'—b1)  . ft"-*";  — (Y— fi"— *".)>« 

(t'—a‘)  . f«”  —a"  ; — (t’—y)  . (V'—  *”J  — (t'—b'  ).  (t"  — b")>  a 
(t'-a!)  . (,"-a"  ) -C'-b')  .(,"-b")-(t'-y).(t"-y')>a. 

Conditions  dont  la  fécondé  , la  3.™  & la  4.me  auront  toujours 
lieu,  parce  que  ( 83  ) les  conditions  générales  de  l’exiflence  des 
équations  dont  il  s’agit,  exigent  que  a' ■+■  </>■£';  ci' a!' ~>  b" ; 

d-h  J>b'i  a"-ha">b"i  J + a"  + a"  > b". 

• h 0 n 1 t u 0t  ' n tt 

Seconde  Forme. 

C—B<B  — A;  C — B <Z  B — A ; C—B>B—A. 

t tt  t tnt 

I 

{ I 3 I .)  D — (V—  a') . (t"—  a")  — (t  — a).  (,'—  a')  . (f—  a”) 

— (,-a).(,'  — a').(t"-a!')  -f-  ( l—  b) . ( t'-V).  ( t"  — b"  ) 

+ (,  — b).(,'-b').(,"-b")  4-  (, -b  ('"-b") 

— (a  + a — b ).(,•  — b'  ).(,"— b")  — (a!  + a'- b').(t-b)  . (t"—b") 

~(a"+a"—y').(t  — b ).(t‘—b')—(a+a—b  b')  . (t "—b") 

— (a'  + a'—b').(t  — b b”)  — (a"+a"—  b").(t  — b)  . (t‘—b‘) 

— f?  %)•('- b ■ 

— (a"  + a"—b").(t  — b).(i'-V) 

*.(  t + a — b — b ).(t'+ a'— b— b')  , + a"— b" -b"). 


M 
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Conditions. 

a")  — (l'—a')  . (Y-  — a")—  (Y  — a* ; . 

+ —t")  -b(t'-f') . (t" (Y  — A';  . 

— (*'  + *'  —t' — y 

-fa"-*- a"— A”;. fi'  —A';  — (a’-i-a'— A';.  Ci"—*'' ;1 

— A";. (Y — A';  -f-  (Y-t-a1  — A/  — A"— A”;  I 

(V-j-a1— A";  . (t'—V)  >o. 

fa'-i-a/  — . (Y— A';  J 

— (t'H-a*—  A'—  A'J  . (Y' H-  a"  — A"  — A” ; T > °* 

+ fa"+a"— A").  (Y— A'  ) T 

— ('f'-t-a'—  A'— A’j.  f ."-f-  a"  — A"  — A” J J-*9' 

f/'- a';  . (■  t"—a")  — (1' — V ).(," — i") - (e-V) . (Y*-f> ;> a 
a";  — A'J. f»'*— A''j  — ff'  — A)j.('i,,—A";>o. 

f4'—  «'M  «"  J — (V— A";  — (Y—  a*;,  o"— *»;■> 

•4-(V-*-a'— A'—A'  1 . f 4"—  A"  A"  1 J >C* 

Troifième  Forme. 

C—  B>B  — A}  C—  BcB  — A;  C—B<E—yf. 

(l  2 20  D=tt't"  —(t—a.) .f«"— a”J — ft— a).  (Y—  a' ; . (Y—  a"> 

• ('«'—a';  • f*"— a";  -f.  ('»  — *;  . (Y— A';  . (V'— A"j 
•+■  . (t’  — V)  . ( 1" — y)  -f-  ft— a;  . (i'—P)  . (t"—V) 

• -f4.4-a.-A  J , (Y-A!J,(|"— A''J  — (V-A-a1  — A'/ï.'Y  — A;.[,Y—  A"; 

— fa"-W'— A"j  . — (a  -t-a  — A j . (Y — i'Y  (Y  — A"J 

~fa'-W^.A'j  . AJ,(Y-.A'*J  — ('Y-f-Y-A^.fi  — A j.(V  — A'; 

J • f''—  *’J-  ft"— — 4*;.  ( * — A'7  . 

*~(a'V(a"— f'j  . f*  — (Y  — 4';  ■+■  . (Y-W'-A''- A";, 

Conditions. 

A»**  — (Y  — a I)  . f r"  — a")  a'j  . (Y1—  f ) — (Y  — a'J. 

A’J.f,»  — A"  j -+-  (Y  — h'),  (y  y j t 

— (a'  H-  a’  yj.  (iv — A'*;  — (a"-+-  a1"—  y) . (Y—  b'j  — fa'-t-  a'  — A'j . A'  '/ >>  o< 

— fa''-!-  a'1— A-';  . f,'  —A'J  — fa1  +.'  — A’J . (V — A"J  — (a"-t-a“-A").('<'  — A'  ; 1 

-H'i’  -h  a!  — A‘  — A'  ) . a ' ' — A"  — A"  J 
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fV+f  — —k")  4-  fa"  ■+■  a"  — b").  (S -b') 

— (Y  4- a’—  b‘  — y b"— b")  J > » 
fa' 4-  a' -b")  4-  fa"  4-  a"  — 4"_) . ( S — b')  •» 

-(S-h 4’  — y — h').  (S'-h  a*'  — b"~  J > 9 

( 4'+  a'  —V).( i"  — V')  4-  (f  4-  a"  — b" ).(t'  — b1)  > o 
(t'—a').(t"—d")  — (ï—V). (S'—b")  — (S— b')  .(S'  — b")  .. 

4.<Y4-a’  — — f ).(i"  4-  a!'  — b"  — b")  />*• 

(Y  — a'  J.  (S’  — a")  — (,’  — b').(t"—  £■;  . (S'  — b")  > o 

<v— ÿ ; j- <v-*';  > «. 

Quatrième  Forme . 

C—B>B  — AS  C—B<  B — A;  C—B>B  — A. 

• n > r ► ?i 

fr  a 30  2>=<r'«"— o — (•»— 4;. <■«'— a1;. f«''— a"; 

— f ( — a J . f 4'; . ( 1"  — a";  -H  ( t — b ) . ( S—  . (t"—  b") 

4. (,-t).(e~ b' ).(t”-b" ) -H  (t-b).(c-v).(i"-v') 

— (4  4-a -b  b').(i"— b”)  - (a  4- a — b).(t—  b)  . (S'—b") 

_(4"4-â"— -i).(S-b')  - (a  4-a  -J  ).(S—  b1)  .(S'—b") 
*-(a’+a'—b').(t  —b). (S'—b")  — (a"-hS'—b").(t  — b ) . (S  — b'  i 

«-fa  4-4  —b).(t'~b').(i"—b”)  — (a'+f-y ).(t-b) . (s—v  ) 

-(*'<+a"-b").(t  -b).(,'  -y) 

*h(t  + a — b—bj  . (S-h  a'  — y — b')  . (t"-ha"  — b"—  b") 

(V4-  4'-  b'-b')  . (," 4-  a"-  *"-,f  J. 

Conditions » 

4',"— fl'—  a'J  . (V—  a”;  — <Y-  a’; . (Y'—  a")  — (S— a’)  . (Y’— a' 

4- (Y  — i’J  . (Y'  -b") -h  (S-  b')  ■ (S1- b")  4-  (Y—  b')  . (t  "-b‘ 

».  (Y  4-  a'  — — fa"-)-  a"—*"; . (Y  — i’J  — (Y  4-  a’  — 1‘)  O"—  f 

— fa"4- a’'—#1';  .(S— b')  — fa' 4- a’  — A' ) . (Y— S";  — <Y’4- a"—  i"; . (Y  — * 

4- ri'  4- a’  — *';.(Y>4-*»_  r—  4-  (S-h  a — b’—  y ). (S' -ha"— b"— b' 

(Y 4-  a’-  i'J . (Y’-  4-  (V'4-  a"-  *”j . (Y  ( «'4-  a’-  . (S'  4-  a"-  f "J  > » 

f«’4-a'-  b‘) . (Y'-#";  4-Ca"4-a''-*" ; . (S  - V)  — ( S-h  a’-  . (t"  4-a”-  i"-  i"j  î 

— f »’  -f-  a’  — j . f »"  4-  a"  — b" — b")  J > ® 

M ij 
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(a'-ha'—b')  . ( t"  - f j + f a"  -h  a"  — b"),  (t'—b')  -» 

— ( t'-h  a'  — b'  — b'  ) . (t"-ha"—  b"—  b"  ) J>0 

( t'—a').(t"—a")  — ( t'—b') b"  ) — (t'  — b').  (t"—  b")  -V 

■+-  (t'  -htt'—b'—b').  (t"+a'r—  b"  — b")  J >0 

( *')  b') . ( t"-~b")  — (t'—b‘).  (t"—b")  > » 

•"—*")—(  t'—b').(t"—b")  — (,'—v).(t"—b")y 

+ (,r+o'—b'  — b'  ).(i"  + g"  — b"  — b" J J>0 * 

Cinquième  Forme. 

C—B>B—A i C~B>B—A;  C~B<B  — A. 

( I a 4 .)  D=tt't"—(t—ti).(i'— a' j.(t"  — a")  — (t— a).  (Y—  a')  . ( t"—  a") 

— (•'—$')'( *"  — *")  ■+■  (t-b).(t'-b')  ,(t"  — b") 

T *-(!—*)  • (‘‘  — b')  • ( b")  -h  (t—b).  (t'  — b').  (t"  —b"  ) 

— (a  -h  a —b  ) .(t'  — b')  .(t"-b")  — (a'-har—  b'  ).(i  — S).(t"  — b") 

— ( a"-ha"—  b"),  (t  — b).  ( t'  — b’  )—  (a  -ha  — b ).(,'—  b')  ,(t"—b") 

— (a'-ha’  — b'  ) .(t  — b).(t"-b")  — (an-ha"—b").(t  — b).(t'  —b'  ) 

— ) • (*'  — »').(t"— b")  — (a'  -h  a'  — b').(t  — b).(t"—  b") 

— ( f'h a"—  b")  . ( t — b).(t'  — b')-h(t-ha-b-b).(t'-ha'-b'-b').(t"-ha" 
H-f  * ar  ~b  —}  ) • ( t'-ha'  — b'—b')  . (t"  -h  a"— b"  — b"). 

Conditions. 

t't"  - (,’-  a' ).(,"— a")  -(t'-  a').(,"~  a")  — (t'- a')  . (t"-a"  ) 
•*•(»'—{').(  t"  — b")  -h  (t'—  b'  ) . (t"~  b"  ) h-  (t'  — b')  . (t" — b") 
— (a'-ha'  — b'). (t"  — b")  — (a" -ha"—  b") . (t'—b')  —(a' -h  a'— b') . (t"—b") 

— (a"-ha"—b"). (t'  — b'  ) — (a'-ha'  — b'  ).(t"— b")  — (_a"-ha"—b").(t'  — b'  ) 
•h(t'-ha'-  b'-  b') . (t"-ha"  - b"-  b") -h  (t'-h  a'  —B'—  b) . (t"  + a"  — b"  — b") 

(a'-h  a'-  b') . (t"-  b")  -h  (a"-h  a"-b") . (t'-  b')  - (t'-h  a'- b' - b')  . ( t" -h  a"-  b"- b 

— ( t'-h  a'  — b'  — b')  . ( t"  -h  a"  — b — b" 
(a'-h  a’—  b') . (,"—  b") -h  (a" -h  a"-  b") . (t’-  b')  — (t'-h  a'-  b'- h') . (,"-h  a"-  b"- 
(a'-h  a'— b') . (t"—  b")  -h  (a "-ha"-  b")  .(t'-b'J  — (t'-h  a'-  b'-  b' ) . (t"- h a"-  b"- 
( t'  — a').(t"—a")  — (t'—b').(t"  — b")—(i'  — b').(t"—b") 

-h  ( e-ha'—b'  — b')  ,(,"-ha"  — b"—b")  J>a 


-b"- b") 


b")>  o 
,f > » 
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(Y-  a').  ( t"—a")  — (i’  — b').(  t"  — b ")  -V  b")  ï ( 

-t-  (V-h  a'-b'-b' ) . ( «"  4-  a"  — b"  — b")  J ^ * 

( S—  a?  ) . (t"  — a’1  ) — ( l'  — b' b'')  — (i'—  b'),  (t"—  b"  ) >* 

Sixième  Forme. 

C — B>B  — A ; C — B>  B — A ; C—B>B—A. 

(I  2 ^).D=,t'i"-(t-a).(t’-a‘).(,"-a")-(t-a).  ( t'—  a‘) . ( t"  — a"; 

_ (t-a).(t'—  a’).(t"—f)+(t—b)  . (,’ — b') . (t"~  b")+ (, —b)  . (Y-  i'jlf»"— *'J 

,4.  f , _ 4 b'  ).(  «"*—  b")  - (a+a-b).(,'-b')  . (t"-b") 

-(a'+"a'-b').(,-b).  (i"—b,r) -Ca"+«"- b" ).( t —b  ).( t'  — b' ) 

~(a+a  -b  V b") -(  a' + a' -b'  ) .(,-b).  (,"-b") 

^.(a"-t-al'—b").(i  — b).(i'  — b')  — (a+a  —b  ) . (Y  — b')  . (t"—  b") 

— (a'+a'  — V) . (t—\) . (t"—b")  — ( a"+a"  — b" ) .( t —b  ) .(i‘ — b' ) ' 

-4-  (Y  -h  a — b — b)  .(1'  -\r  a'— b’  — b'  ).(  1"  -t-  a"  — b"—  b" ) 

+ ( t+a-b-b)  .(t'-i-a'-b'-b'  ).(e'  + a"-b"-b")  ‘ 

* T , + a-  b -b  ) . ( t'+ *'  - y - y ) . ( t" + ? -y-*")' 

Conditions. 

+ (t’—b').(t"  — b")  -+-  ( i’  — b').(i"— b")  + (t'-b'  ).(t"-b") 

^(a'  + a'  — b')  . (,"-b")-(a"+a"-b").(t'-b')-(a'-t-a'-b').(,"-b") 
~(a"+‘a"-b")  . (,'  - V)-(a'+a’-b')  . (,"~b")-(a"+a"-b’’ ) .(t’ -b' ) 

^.(t’+a’  — b'—b').(i"—a"  — b"  — b")-h(t'-¥-a'  — b'  — b’).(i"-ha"  — b"—b") 

-f-  ( t'  ■+•  a'—  b'  — b ') . (," +a"— b " — b") 

(a>+a'-bi).(ei-b‘')+(*"+y-b").(i'-b')-(,'+a'-bi-b').(t''-t-a'‘-b"-b")i:><i 

— (Y -h  Y—  V — V)  •( «"•+■  a"  — 

b').(i"—  b")  + (a"-ha"—b").  (t'—b')  — (t‘-ha'—  b'— b')  . (t"+a"—b"—b")'> 

— j — v — v)  . ( tn  + y-y-y )]>* 

(a'+a'—b').(t"—b")+(a"+a"—b").(t'—b‘)  — (i‘-ha‘—b‘—b') 

” - ('«'■+-  a’-b'-b').  (,"  + a"-b;'-bJ')S^ 

( i'-a’ ) . (1"- a")  ~(,’-b').  (i"-b")  ~(,’-b').  (t"  -b")-\ 

* (l'  + a'-b' - b').(t"ic<i"+b"-b")  />•« 
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(t'—?). — — (Y— f «"—»*;  ■» 

■+■  (t’-h  a'—v  — b')  — f — b')  J> • 

(Y— a';.  ( t"  — a")  — (?—b').(t"  — b")  — ( — h")  -» 

+ C 4-  a!  - V - b;  ) . (t"  -f-  a"  - b"  - ï";  J**  °* 

Septième  Forme. 

C—B<B  — Ai  C—B>B-A;  C-B<B  — /t. 

t f*  t I M M 

(i  26.)  D = tit’  — (t  — a).(i’—a’).(e'—a")  — (t—a).(e  — a).(S'—a") 

~(,  — a).(,'—a').(t"  — a")-t-(t  — b).Ci‘—b').(iu  — b") 

+ ( , -b  ) . ( e -b'  ) .(  e> -b‘)  + ( t-  b ) . ( e - b'  ) .(  S<- b"  ) 

).(t'—b'J.(t"—b")  — (a'-haf — b’  ) ,(t — b b"  ) 

h~(af-h<e'—b").(t—b).(t'—b')  — (a -ha— b ) . (Y—  b')  . (Y'—  b"  ) 

— ( ■+■  fl'  — b' ' ) . (t  — b ) . (Y'—  b")  — (•«"-(-  fl"—  b")  . (t  — b ).(e  — b'  ) 

^•(a  -ha  — b ) . (Y — b ')  . ( t" — b")  — ( a'  -h  a'  — b'  J , (1  — b ) .(  1" — b") 

— (f+a"-  b")  .(t-b).(,'-b‘)-h(t-ha-b-b).  Ce-hf'-  b'  - bj  . (ë'-h  a" -b"-  b"  J. 

Conditions. 

,V  — (Y— a’;  . f/"— a";  — (Y—  a’)  . a")  — ce  — «•) . (e1  — a" 

+ (e  —b') . (,"—b")+(e—  b/) . ce1—  b")  ■+■  (e  — F) . (t"—v 

— (a’-h<e  — b').(e'—b")  — (*"-ha"  — b").(e  — b' 

— (a'-ha'—b'l.ce’  — b”)  — (an-ha"—b").(i,  — b> 

— (a!  -h  a’—  b’  ).(i"—b")  — ( a"  -h  a"  — b"  — b' 

-h  (e -ha’  — f—  b')  . (i"-ha"—b"  — b" 

(a<  + a'-b’).(e'-b")  -h  (a"-ha"-b").(i'-b')  ■» 

(v-f-fl'-*'-*;;.  (e‘-h  a"—  V')  J><> 

( a'  + g — y).(e’  — b")  -t-  (a" -ha" -b"). (e -b’)  >0 
( af  -h  a' — b'  ) . ( e’  — b")  •+■  ( a" -ha" — b"  ) .(S —b1  ) *1 

— ( t'  -h  a!  — b'  — b’  ) . (1"  -h  a"  — b"  — b'')  y° 

(e—a').(e'  — a")  — (e-b').(i"  — b" ; — (ë—V). (e'—bH)  ><» 
(,'-a‘).(e'-a")  - c e — b') . ( e1 — b" ) — (Y-*;; . C e1- *"n 

^-çr-ha'—  b>  — V)  . (e' -h  a"— b"— b")  J >0 
(t'-a').(,"-a")  '"-b") o. 
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Huitième  Forme . 

C—  B < B — Ai  C — B > B — A } C — — 

4 n • ' « « 

(12  7 .)D  = n't"—  (‘—a).  — (t  — a) . (Y—  a')  . (t"—a”) 

*h(  t — b ) . ( b1  ) •(  t"—  b"  ) -h(t—b).(  l’  — b')  •('<"  — *"  J 

— fa  fa—*  — fa'-t-a'-i'  J • (*  — * J . ( 

. (f-b") 

~-(a’  + 'a;-b'  ).('-b).(i"-b")  - (a"-ha"-b").(,-b).(,’-b') 

— (a  -ha  — b ) . (i'—b')  . (t" — b")  — ( «'-Ha'  — V ) . (i  — b ) . (i" — b'  ) 

— ( a"-ha"—  b").(t  — b).(i'—b')-h(t-ha—b  — b).  (i'-ha'—  b'  — b') . (t"-h  <*"-  b"-  b'') 

+(‘ +g-*-s  )•('■*■*-?  -V  * 

Conditions. 

. (,"  -f) 

+ (1>-V).  (c"-b")-h(i’-b').(i"-bn ) ■+■( *■-*';  .<v'  - *;;7 

— (V-t-a-  j . - (a" -h a"- b").  (•'-  b')- (a1  -ha‘-F).  (>„ 

— (a"-ha"—b"),(i'— b1)  — (F-h g— b’). (t*—  P )—(?’■+ a?'—  b ").(*—£)  f 

+ r,-+â'—b'—b>).(t"lha"—b''—b")-h(t'-ha‘-  b'— b')  . ( ,"-ha" -b" -V')  J 

(a'-ha'—b')  .(,"—b")  -h  (a"  -h  a"— b").  ( t'—b')  \ 

— (,'-ha‘  — b— b'  ).($" -h  a"  — b"  — b>')S>0 

(*’+<f-b').(f-b")-h(a"-h*"-bn).(  t’-b’  ) 1 
— ( tr^-  a’  — b'  — b')  . ( »"■+■«"—  b"  — b")  J 

î>\>9 

h-  (t’-ha’  — b'  — h’)  . (i"-h  a”—  b '-b")—{t'-ha'—  b'—  F ) . (V’-f-a"— 

(•*'— </}.(*’— a";  — (*— V).  ( (?—V).(r—b'')->o 

(,’-a').(  ( t'-F)  . ( b")—(lr—b‘) . ( b")  1 

+ — F— V ) . (t‘r-ha"~  b"- b")  J 

( t'  — a'  ) .(  t"  — a"  )—(  t'  —F  ) . ( i!'  — b")—(t’  — F).(,"—b")  1 

+ + J / ; 
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Remarque  générale. 

(1280  La  méthode  que  nous  employons  pour  arriver  à 
l’expreflïon  du  degré  de  l’équation  finale  , confifte  donc , comme 
on  le  voit , dans  l’énumération  du  nombre  des  termes  de  l’é- 
quation-produit , & du  plus  grand  nombre  de  termes  qu’on  peut 
faire  difparoître  dans  cette  équation , à l’aide  des  n — i autres 
équations  ; enforte  que  la  valeur  de  D augmentée  de  l’unité  eft 
l’exprefiion  du  plus  petit  nombre  de  termes  auquel  l’équadon- 
produit  puifle  être  réduite.  Rien  n’y  exprime  fi  tous  ces  termes 
reftans  doivent  être  en  x pur , ou  en  y pur , ou  en  £ pur  , ficc. 
ou  en  x Sx  y , ou  en  x & ^ , &ç.  ou  enx,^,  ^ , Sxc. 

Nous  pouvons  donc  delà  tirer  cette  conclufion  générale , que 
le  degré  de  l’équation  finale  réfultantc  d’un  nompre  quelconque 
d’équations  à pareil  nombre  d’inconnues  , efi  le  même  pour  cha- 
cune de  ces  inconnues.  Nous  fuppofons  toujours  ici  la  plus  grande 

S généralité  ; c’eft-à-dire  , que  nous  faifons  abftra&ion  de  toute  rel- 
ation particulière  entre  les  coëflïciens  des  équations  propofées. 
Nous  verrons  dans  le  fécond  Livre  quelles  peuvent  être  les  rela- 
tions entre  ces  coëfficiens  , qui  donneraient  lieu  à l’abaifiement 
de  l’équation  finale  de  quelques-unes  des  inconnues , fans  donnée 
lieu  à l’abaiflement  de  quelques  autres, 

Applications  a divers  exemples, 

(I29.)  Suppofons  d’abord  que , des  trois  équations  propofées, 
£’une  foit  feulement  du  premier  degré  : fuppofons , par  exemple, 

a"  = a"  vm  et'  =.  b"  <=  b"  = b"  =.  f = 1. 

tu  tu 

Alors  toutes  les  différentes  formes  calculées  ( 120  & fuiv.  ) s’ac- 
corderont à donner 

D =ztt'-(t-h)  . (t'-f)  — (,-i)  . (t'—V)  - (t-b)  . 

& les  conditions  relatives  à chaque  forme  fè  réduifent  toutes  à la 
feule  condition  b' -+■  b'-i-b'>  aé , laquelle  (83)  a néceflaire- 

ment  lieu. 

Comparons  préfentement  ce  réfultat  avec  celui  qu’on  pourrait 
attendre  de  la  méthode  d’élimination  fucceflive. 

Les 
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Les  trois  équations  proposes  font 

l(x‘,y')b,  iW  — o, 

C (*'>  (y‘> 

(x,y,  \)'  = o. 

Si  on  conçoit  que  dans  les  deux  premières  on  fubftitue  la 
Valeur  de  z donnée  par  la  troifième  , avec  un  peu  d’attention 
on  verra  qu  elles  deviendront  de  cette  forme 

( *■>  y*)'  = °> 

( *f,  y*: y = o. 

Or  le  degré  de  l’équation  finale  de  ces  deux  équations  doit 
{62)  être  ttf  — (t  — b).(t,  — V)  — (t—b).(e—V)i  Ü 
excède  donc  le  véritable  degré,  de  la  quantité  (t — b)  .(t! — b). 

Si  au  lieu  de  fuppofer  a"  = a"  — a"=b"=  b"=  b"  = t"  = 1 , 
nous  avions  fuppofé  a!  = a!  — a!  — V — 1/  = b'  =.  t!  = 1 , nous 

aurions  été  conduits  aux  mêmes  conclufions  que  nous  venons 
de  trouver  fur  les  valeurs  de  D , ôc  fur  les  conditions. 

Mais  fi  nous  avions  fuppofé  a=a  = a = b = b = b— t = i% 

nous  aurions  trouvé  toutes  les  formes  s’accorder  à donner  encore 
la  même  valeur  pour  D , mais  les  conditions  ne  feroient  pas 
généralement  les  mêmes  ; ce  qui  fait  voir  qu’alors  le  polynome- 
multiplicateur  ne  peut  pas  avoir  indifféremment  chacune  des  huit 
formes;  mais  (117)  il  y en  aura  toujours  au  moins  une  qui  lui 
conviendra. 

( 130.)  Suppofons  b = b = b — t ; b'  = V = b'  = d ; 
b"  = b"  = b " = t"  ; nous  tomberons  dans  les  équations  de  la 

forme  (x“.. . ■$ )‘—  o , avec  les  conditions  mentionnées  ( y 8 ) ; 
c’eft-à-dire,  que  les  inconnues  x , y , ^ dans  leurs  combinaifons 
deux  à deux  fie  trois  à trois , montent  à toutes  les  dimenfions 
poffibles  , jufqu’à  la  dimenlion  t de  l’équation  ; mais  feule  à 
feule , elles  ne  peuvent  pafTer  les  degrés  a , a,  a. 

N ■ - 


Digitized  by  Google 


9*  EQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

Dans  le  cas  a£tuel , on  trouvera  que  des  huit  formes  exposes 
(i  20  & fuiv.),  il  n’y  a que  la  première  qui  puifle  avoir  lieu  ; & que 
dans  chacune  des  fept  autres,  il  y a quelques  conditions  qui  ne 
peuvent  être  fatisfaites.  Cette  première  forme  donnera 

D = t d d'  — (t-  a).(  d - d ).(d'  - d' ) 

— (t  — a)  . (d-  a) . (t" — a")  - (t-a).(d  - d) . (d'-  fj, 

ce  qui  s’accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  ( 62  ).  Et  les 
conditions  pour  l’exiftence  de  cette  valeur  de  D , fe  réduifent  à 
la  feule  condition  fuivante 

a- a ")  - (i-a<)  .(t"- a")  (,«  - a”)  > o,1 

condition  qui  ne  peut  manquer  d’avoir  lieu  dans  le  cas  aüuel , où 
l’on  fuppofe  d -4-  d > t' , d'  d'  > d'  , d >4-  d > d , 
d' d' > d' , &c. 

En  effet  le  cas  ou  la  valeur  de 

«’  1"  — 1"  — a")  — ( a')  . ( 1"  — — —a'  ) . (,"—a") 

eft  la  plus  petite  qu’il  eft  poffible , eft  celui  où  d — d , t"  — d' r 
d — d , ôcc.  ont  les  plus  grandes  valeurs  poffibles  ; c’eft-à-dire , le 

cas  où  l’on  a d — d = a',  d'  — d'  — a." , d — d — dy  & c.  Or 
dans  ce  cas  la  condition  fe  réduit  a d a' o. 

Il  n’en  feroit  pas  de  même  fi  quelqu’une  des  conditions 
d d>d,  ôcc.  n’avoit  pas  lieu;  alors  on  trouveroit  qu’aucune 

des  huit  formes  ne  peut  avoir  lieu  : & cela  eft  tout  fimple  , puif- 
qu’alors  on  aurait  fauffement  fuppofé  V = d , puifque  d -+-  d 

étant  < d , par  l’hypothèfe , il  ne  feroit  pas  poiïible  que  b'  qui 
( 8 j ) eft  plus  petit  que  d -H  d fût  = d. 

Si  l’on  demandoit,  par  exemple,  quel  eft  le  degré  de  l’équation 
finale  réfultante  de  trois  équations  de  cette  forme 

axy  -4-  £ -t-  cy  * -+-  fi*  -t -cy  g — 

c’eft-à-dire  , de  trois  équations  telles  que 

U*', y')1,  (*',  t’ J*,  (y''  °* 

on  aurait  D =>  8 — 1—  1 — i=î»  & la  condition  unique  cî- 
deffus  fe  réduirait  à 1 — 1 — i>o,ou  1 > o,  ce  qui  a 
lieu. 
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Mais  on  auroit  tort  de  vouloir  conclure  de  la  même  formule  , 
la  valeur  de  D pour  trois  équations  de  cette  forme 

£ (*' . r'/i  (»'  » t‘  )'•  (y\  t*  jV  = », 

c’eft-à-dire,  pour  trois  équations  telles  que 

axy^-bbxy  + cx\  -b  dy\  • b ex  -b  f y -h  g \ + h = o , 

parce  que  dans  celle-ci  les  combinailons  des  inconnues  , deux  à 
deux  , n’atteignent  pas  la  dimenfion  même  de  l’équation. 

Pour  avoir  la  valeur  de  D pour  ces  équations , il  faut  employer 
les  expreflions  générales  des  valeurs  de  D trouvées  (1206’  fuiv.  ) ; 
en  fuppofant 

b ssz  d 4*  d , b s:  d ■+■  d % b = a d »• 

t é » H • H 

= = a'  + a1  , b‘  = d*  ■+•  a'  i 

b"  sn  dn  -h  a" , b"=sa9,+  a"9  b"ssa"+a"f 

on  trouvera  D — 6. 

Si  pour  trois  équations  telles  que  celles  dont  nous  parlons 
dans  cet  exemple , on  vouloir  employer  le  procédé  de  la  mé- 
thode d’élimination  fucceflive , en  fubftituant  dans  deux  de  ces 
équations  la  valeur  de  ^ , par  exemple , tirée  de  la  troifième  ; on 
auroit  d’abord  deux  équations  en  x & y , de  la  forme  ( x',y') 4 = o. 
Puis  éliminant  y à l’aide  de  ces  deux -ci  , on  feroit  conduit 
( 62  ) à une  équation  du  degré  16  — ± \ , c’eft-à-dire , du 
degré  8. 

(131.)  Suppofons  b=  b=  t ; b'=  b'  = t' y b"  = b"  = r". 

On  verra  qu’il  n’y  a que  la  forme  première  (120)  qui  puiïïe 
fubfifter  ; elle  donne 

D = (t  — a).  ( i'  — a').(  1"  — a")  — (t—  a)  . (t'~  a1)  . ( 1"—  a") 

- (,-a).(,'-a').(ï'-a")  -b  ( t- 6 6") 

- f?  ; .<v  - . (‘".-i") (t"  - 1") 

& pour  conditions,  la  feule  condition  fuivante 

t',"—  (V  — <j'j  . (,"  _ a")  — (t a')  — ('«''  — a"; 

+ (t'-i') . (f  -b")-  (*' -b  a'— b') . f ,"-b") -(f"+ ?"-b")  -0’- })  > o 

toutes  les  autres  ayant  évidemment  lieu.  Quant  à celle-ci  , elle 

N ij  ’ 
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ne  peut  manquer  d’avoir  lieu  non  plus  par  ce  que  nous  avons 
dit  ( 1 17  ). 

Il  eft  poflible  , généralement  parlant,  que  cette  condition  ne 
foit  pas  Satisfaite  ; mais  ce  ne  fera  que  quand  les  conditions  né- 
ceffaires  à l’exiftence  des  équations  propofées  ( 85  ) , n’auront 
pas  lieu  ; par  exemple  , fi  l’on  avoir  a -4-  a ■<  b , «'-4-  a!  < b' 

& ainfi  de  fuite  ; mais  il  eft  vifible  qu’alors  l’exprelfion  de  la 
forme  des  équations  feroit  faufle , & réductible  à une  autre  : 
Voye\  ( 101  ).  Ainfi  la  valeur  de  D que  nous  venons  de  donner , 
eft  l’expreffion  générale  & unique  du  degré  de  l’équation  finale 
dans  trois  équations  de  cette  forme  [ x",  ( y ? ^5  J!:  J ' = o. 

Suppofons  , plus  particulièrement  , que  a = a = b = 1 ; 
a'  — a'  — b'  — 1 ; a"  = a"  = b"=  1.  Alors  a ne  peut  avoir  que 
ces  deux  valeurs  a = t,  ou  a = t — 1 ; de  même  a'=//  ou 
a'  = t'  — 1,  & a"  = t"  ou  a"  = t"  — 1 . Dans  le  premier  cas , la 
valeur  de  D eft  D — t -4-  t1  -4-  t"  — 2 ; & dans  le  fécond  cas 
D = t -t-  d -f-  r"  — 3. 


En  effet  , dans  le  premier  cas,  les  trois  équations  peuvent 
être  repréfentées  par 


t t — f f — I 

(*..  .i)  -f-  f tf . i*\)  •y  •+»  ( **=±o 

( X.  ..  1 )'  -i- ( X...I  )‘  • y H-  ( X . ..  1 / '•*=«> 

i"  f"—  I f''-!  • » - é 

7 + Vï®  o. 

• : 1.  ' 


Or  il  eft  facile  de  voir  que  fi  on  fubftitue,  dans  la  première,  les 
valeurs  de  y & de  ^ tirées  des  deux  autres , on  aura  en  x une 
équation  du  degré  t -4-  r'-4>  r" — 2.  Mais  on  ne  verroit  pas  auftî 
facilement  qu’il  doit  en  être  de  même  de  l’équation  en  , & de 
l’équation  en  £ : au  lieu  que  l’efprit  de  la  méthode  par  laquelle 
nous  arrivons  à la  valeur  générale  de  D , fait  voir  que  le  degré 
de  l’équation  finale  eft  toujours  le  même  pour  chacune  des  trois 
inconnues , du  moins  abftradion  faite  de  toute  relation  particulière 
entre  les  coëfficiens. 


(1  3 1 • ) Suppofons  que  des  trois  inconnues  * ,y , ^ , il  n’entre 
dans  la  première  équation  que  les  deux  x ôl  y: 
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Que  dans  la  fécondé  , il  n’entre  que  les  deux  inconnues 
x & i : 

Et  que  dans  la  troifième , il  n’entre  que  les  deux  inconnues 

y & l- 

On  aura  a = o , et  = o . a!'  — o. 

t*  t 

De-là  il  fuit  que  b — a,  b — a , b ~ t , b'  = a' , b'  = é j 

b'  = a' , b"  = ? , V = a" , 6"  = r". 

Si  on  fubftitue  ces  différentes  valeurs  dans  chacune  des  formes 
de  la  valeur  de  D données  ( 120  ûc  fuiv.  ) , on  trouvera  qu’elles 
s’accordent  toutes  à donner 

D=n't" — 1.(1'—  a')  .(  t" — a) . ( t"  — a")  — t".(t  — a).(t'—a') 

- (a+a  — t).(t'—a').(t"—a")  — (a!+ia'—,').(t—a).(i"—a") 

■*—  ("a"-»- a"  — a).(  <V), 

6c  les  conditions  relatives  à chacune  de  ces  valeurs  égales  déter- 
mineront  dans  quelle  forme  doit  être  pris  le  poly  nome-multipli- 
cateur. ... 

Pour  terminer  ce  qu’il  y a à dire  fur  les  équations  analogues  à 
celles  que  nous  avons  confidérées  jufqu’ici,  nous  allons  donner' 
une  idée  de  la  manière  de  déterminer  le  nombre  des  termes  des 
polynômes  de  cette  efpèce  , recherche  à laquelle  nous  avons  ré- 
duit celle  du  degré  de  l’équation  finale. 

Confidératiotis  générales  fur  le  degré  de  l’Equation  finale  j 
dans'  les  autres  équations  incomplettes  analogues  à celles 
que  nous  avons  traitées  jufqu’ici. 

■ ' • • . • • -,  ..  ..  1 

(133.)  Après  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,- on  voit, 
fans  doute , que  ce  que  nous  entendons  par  équations  analogues 
à celles  dont  il  a été  queftion  jufqu’ici , ce  font  celles  où  fur  un 
nombre  quelconque  n d’inconnues  , il  y en  a un,  nombre  n'  telles 
i.°  Que  chacune  de  ces  n'  inconnues  lie  pu  fie  pas  un  certain  degré 
donné  , différent  ou  Je  même  pour  chacune  :.  2.0  Que  ces  mêmes 
inconnues  ne  peuvent  , dans  leurs  combinaiforls  deux  à deux  , 

s’élever  au-delà  de  certaines,  dimenfions  : 3 ° .Que  dans  . leurs 

-■  1 
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combinaifons  trois  à trois , elles  ne  peuvent  s’élever  au-delà  de 
certaines  dimenfions  données  : 4.0  Que  dans  leurs  combinaifons 

3uatre  à quatre  , elles  ne  peuvent  s’élever  au-delà  de  certaines 
imenfions  données  ; & ainfi  de  fuite , jufqu’aux  combinaifons 
n'  à n'  : y.°  Et  qu’enfin  les  autres  inconnues  au  nombre  de  « — n', 

{>euvent  tant  entr’elles  qu’avec  les  n'  inconnues  ,fe  trouver  à toutes 
es  dimenfions  poffibles  jufqu  a la  plus  haute  dimenfion  de  l’é- 
quation. 

(134.)  Nous  entendrons,  par  polynômes  ou  équations  de 
mime  forme  , ceux  dont  la  compofition  eft  analogue , comme  l’eft 
celle  des  équations  que  nous  venons  de  décrire  ; & par  polynômes 
ou  équations  de  mime  nature , ceux  dont  l’expreffion  au  nombre 
des  termes  eft  de  même  forme , c’cft-à-dire  , eft  compofée  de  la 
même  manière. 

Par  exemple , à l’occafion  des  équations  traitées  (82),  nous 
avons  vu  que  l’expreflion  du  nombre  des  termes  du  polynome- 
multiplicateur  eft  fufceptible  de  huit  formes  différentes  , le 
polynôme  ayant  toujours  la  forme 


(l(uA,  x'fj0,  (uA,y<!)* , (xt 
Si  on  conçoit  en  même  temps  un  autre  polynôme 


ce  polynôme  eft  de  même  forme  que  l’autre  ; mais  il  peut  être 
de  même  nature  , ou  de  nature  différente  : il  fera  de  même  na- 
ture , fi  les  relations  entre  fes  différens  expofans , étant  les  mêmes 
que  celles  des  différens  expofans  du  premier,  permettent , pour 
avoir  l’expreffion  du  nombre  de  fes  termes , d’employer  la  même 
formule  qui  fort  à trouver  le  nombre  des  termes  du  premier  : il 
fera , au  contraire  , de  nature  différente , fi  pour  avoir  le  nombre 
des  termes  de  l’un  , on  eft  obligé  d’employer  une  formule  diffé- 
rente de  celle  qui  peut  donner  le  nombre  des  termes  de  l’autre. 

( I 3 5 • ) De  même  que  nous  avons  vu  ( 84  & fuiv.  ) que  l’ex- 
preffion  du  nombre  des  termes  du  polynôme 

(l(uA,  xtJB,  (uA,y<!)B.,  ( xf,  tf...n)T 

étoit  fufceptible  de  huit  formes  différentes , & qu’il  en  réfultoit , 
jour  la  valeur  de  JD  ou  de  l’expreffion  du  degré  de  l’équation 
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finale  , huit  formes  différentes  ; de  même  en  général  , pour 
toutes  les  autres  équations  dont  nous  venons  ( i j 3 ) de  décrire  la 
compofition  , D aura  autant  d’expreflions  différentes , que  pourra 
en  avoir  l’expreffion  du  nombre  des  termes  d’un  polynôme  de 
même  forme. 

(136.)  En  général  on  concevra  toujours,  à l’inftar  de  ce  que 
nous  avons  fait  jufqu’ici , l’une  des  équations  multipliée  par  un 
polynôme  de  même  forme  : le  produit  ou  l’équadon-produit  qui 
en  réfultera  , fera  toujours  dans  ces  fortes  d’équations  , de 
même  forme  ; & par  les  mêmes  raifonnemens  que  nous  avons 
employés  jufqu'ici  , & appliqués  mot-à-mot  , on  verra  de 
même  que  l’exprcflion  du  nombre  des  termes  reftans,  tant  dans 
le  polynome-multiplicateur  aue  dans  l’équation-produit  , après 
quon  en  aura  fait  difparoître  le  plus  grand  nombre  de  termes  qu’il 
eft  poffible  d’en  faire  difparoître  à l’aide  des  n — 1 autres  équa- 
tions , fans  en  introduire  de  nouveaux  , fera  toujours  une  diffé- 
rencielle  exacte  de  l’ordre  n — 1 ; & qu’enfin  la  valeur  de  D 
qui  en  réfultera  , fera  une  différencielle  exa£te  de  l’ordre  n ; 
laquelle , par  conféquent , ne  renfermera  plus  aucun  des  expofans 
du  polynome-multiplicateur  , mais  fera  une  fonction  des  différent 
expofans  des  équations  données. 

( I 3 7-  ) On  voit  donc  que  la  queftion  de  trouver  la  valeur 
de  D dans  toutes  ces  équations , eft  réduite  actuellement  à 
trouver  l’expreflion  du  nombre  des  termes  d'un  polynôme  quel- 
conque de  la  forme  de  ceux  dont  il  s’agit  ici.  Il  ne  s’agira 
plus  que  de  la  différencier  de  la  manière  que  nous  avons  affez 
expofée  jufqu’ici.  v 

( I 3 80  Mais  comme  toutes  les  différentes  valeurs  de  D qui 
réfulteront  des  différentes  expreftions  que  l’on  trouvera  pour  le 
nombre  des  termes  du  polynome-multiplicateur  , ne  feront  pap 
toutes  également  admiflibles  dans  tous  les  cas  : on  voit,  par  ce  qui  ^ 
été  dit  ( 1 17  ) que  pour  avoir  les  fymptomes  qui  détermineront  la 
légitimité  de  l’admiffion  de  l’une  quelconque  de  ces  valeurs , il 
faudra , dans  chaque  valeur  de  l\  prendre  la  lommedes  termes  qui 
multiplient  un  même  expofant  de  l’une  quelconque  des  équations, 
& examiner  fi  elle  eft  plus  grande  que  zéro  , c’eft-à-d’.re  , pofi- 
tive  : fi  cet  examen  fait,  par  rapport  à chacun  des  expofar.s  de 
la  même  équation , donne  tous  réfultats  pont  ifs , la  valeur  fera 
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admiflible , lorfqu’elle  foutiendra  cette  même  épreuve  à i’égarcl 
de  toutes  les  équations  ; dans  le  cas  au  contraire , où  l’on  ren- 
contrera un  feul  réfultat  négatif,  la  valeur  de  D ne  peut  conve- 
nir : néanmoins  il  s’en  trouvera  toujours  au  moins  une  qui 
foutiendra  cet  examen  : 6c  dans  le  cas  où  il  s’en  trouvera  plu- 
fieurs  , elles  feront  égales. 

(139.)  La  fimilitude  de  ce  qu’il  y a à faire  aftuellement , 
avec  ce  que  nous  fait  jufqu’ici,  nous  difpenferoit  donc  de  pour- 
fuivre  davantage  cette  branche  d équations  incomplettes.  Maie 
nous  ne  devons  pas  la  quitter  avant  que  d’avoir  du  moins  donné 
une  idée  des  différentes  formes  des  termes  que  l’on  rencontrera  à 
fommer  dans  la  recherche  du  nombre  des  termes  des  polynômes 
de  cette  claffe , 6c  de  la  manière  de  les  fommer.  D’ailleurs  nous 
élevons  aufli  acquitter  la  promeffe  que  nous  avons  faite  ( 6-j  ) de 
■donner  la  valeur  du  degré  de  l'équation  finale  dans  toutes  les 

équations  de  la  forme  (u* . . . n)‘  = o,  les  expofans  a, a, a,  Ôcc. 
( • ** 
n’étant  affujettis  à aucune  condition  que  celle  de  a -+-  a -H  a 

H-  a , ôcc.  > t,  en  comprenant  tous  les  expofans  a , a , a , ôte, 

condition  fans  laquelle  l’équation  ne  peut  exifter. 

Nous  allons  commencer  par  cette  recherche. 

Problème  XXIII. 

..  (140.)  On  demande  la  valeur  de  N (u  A. . . n ) T , les  expofans 
A , A , A , ôcc.  étant  quelconques. 

Cette  valeur  eft  trè9-facile  à déduire  de  ce  que  nous  avons  dit 
(41  ) ; mais  il  ne  fera  pas  inutile  de  la  rechercher  ici  par  la  mé- 
thode que  nous  avons  déjà  employée , 6c  que  nous  emploirons 
toujours  dorénavant  pour  ces  fortes  de  recherches. 

Suppofons  d’abord  qu’il  n’y  ait  qu’un  feul  expofant  A \ c’eft- 
à-dire,  que  toutes  les  autres  inconnues  montent  au  degré  T. 

Concevons  le  polynôme  ordonné  par  rapport  à la  lettre  à 
laquelle  cet  expofant  appartient,  par  rapport  au,  6c  nommons  s 
î’expofant  de  u , dans  un  terme  quelconque.  Chaque  terme  fera 
idé  la  forme  tt‘  (x  , . . n — 1 ) T~' , depuis  s = o , jufqu  a s = A. 

Il 
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Il  faut  donc  fommer  N (x  ...n—  i ) T~\  depuis  s — o , jufqu’à 
s-*=A.  Or  cette  Comme  eft  N (a.  ..n)T  — N (u..  ,nJT~A~t. 

( 1 4 1 • ) Suppofons  actuellement  que  n — a inconnues  feule- 
ment , montent  au  degré  T ; & que  les  deux  autres  u & x , ne 
paflent  pas  les  degrés  A & A refpeclivement. 

Je  conçois  le  polynôme  ( uA y xt  ,y  y . .n)T  ordonné  par 
rapport  à x;  chaque  terme  fera  de  la  forme  x’ (, ùA,y,\...  n — iJT~‘ 
depuis  s = o , jufqu’à  s = A,  ou  jufqu’à  s A =T , félon  que 
A<.T—  A y ou  A >T  — A-,  il  fe  préfente  donc  deux  cas. 

Premier  Cas. 


A •<  T—  A , ou  A A •<  T. 

Dans  ce  cas,  la  forme  x‘(uAy  y,  . n — i)T~’  aura  lieu 
dans  toute  l’étendue  du  polynôme  : il  n’eft  donc  question  que  de 
fommer  N ( uA  yyy  \. . .n  — 1 ) T~‘  depuis  s = o , jufqu’à  s ==  A. 
Or  nous  venons  de  voir  que  N ( uAy  y , . .n  — i )T~ * 

= N(  u..  .n  — t JT~‘  — A 1 (u.  ..n  — i)  Sommant 

donc  cette  quantité  , on  aura , pour  le  cas  de  A < T — Ax 

tf  (uA,  xA,  y,  \...n)T  =.  N ( u. ..  n)T  — N(  u...n)T 


...  T-A-l  T-A-A-i 

~-N(u..,n)  « + N(u.,.n)  ' • 


Second  Cas. 


A > T — A , ou  A -H  A > T. 

0 4 


Dans  ce  cas,  la  forme  x’  (uAyyy^.,.n—iJT~‘  n’aura  lieu 
que  depuis  s = o , jufqu’à  s = T — A ; paffé  s — T — A y 
elle  fera  x‘  (uyyy \...n—  iJT~‘ou  x'(u...n — iJT~’  jufqu \s=*A. 
Nous  avons  donc  à fommer  i.°  N(uAyyy  [...n — i)T~‘ 
depuis  s = o , jufqu’à  s=  T — A ; 2.0  N ( u . . . n — 1 ) T~ • 
depuis  s = T — A exclufivement  , jufqu’à  s — A.  Donq 

O* 
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on  trouvera  pour  le  cas  de  A ■+■  A > Tf 

N(u  , x 1 ...n)T  = tif(u...n)  — A '(u...n)  —A rCu...n)T~’^~T»'f 

(142.)  Suppofons  que  n — 3 inconnues  feulement , montent 
au  degré  T ; & que  les  trois  autres  ne  paffent  pas  les  degrés 
A , A , A refpeclivement. 

Je  conçois  le  polynôme  (uA,  a A,  yl,  . . rtJT  ordonné  par 

rapport  ày  ; chaque  terme  fera  de  la  form ey(uA,xf,  ^...n — iJT~* 
depuis  s — o,  jufqu’à  s = A , ou  jufqu’à  s A —T  , ou  juf- 

qu’à  s -+■  A = T;  c’eft-à-dire  , jufqu’à  s égale  à la  plus  petite  des 
trois  quantités  A -,  T — • A -,  T — A. 

Il  fe  préfente  donc  les  fix  cas  fuivans 


A<T—A<T~A 

H » 

A < T—  A < T—  A 
T ji.  ^ ^ T 


T—A<T—A<kA 

• M 

T—  A < T-  A <A. 

! /» 


Premier  Cas. 

A < T — A <.  T — A. 

^ »•  » ■ . t m 

Dans  ce  cas  la  forme  J'Y  uA  , xf.  ..  n — 1)  T~‘  aura  lieu 
dans  toute  l’étendue  du  polynôme  : on  a donc  à Ibmmer 
N (uA , xt. . . n — 1 JT~‘  depuis  s = 0,  jufqu’à  s = A. 

Or  ( 141  ) N ( uA , xl  ,,.n  — 1 )T~,  = N (u  . . . n — 1 )T~‘ 
—N(u..,n—i iJT-A-i  __  N(u...n — i)T  A -'+- N(u..,n — 1 .)TAA-tf 
fi  A-hA<  T—sS 

te  JV  ( uA , xl . . . n — 1 )T~‘  = N ( u . . . n — 1 ) T— 

~N(u.  , 

fi  A -4-  A > T—  s. 

Or  comme  la  valeur  finale  de  s eft  A , le  cas  a&uel  fe  fub- 
divife  donc  en  deux  autres , favoir 

A -+•  A < r—  A;  A -4-  A > T — A. 
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Et  comme  la  première  valeur  dejefto,  il  peut  arriver  aulfi 
deux  autres  cas  ; lavoir  A-+-  A <Z  T ; & A -+-  A~>  T,  dont  le 

fécond  ne  pouvant  avoir  lieu  avec  le  premier  des  deux  autres , il 
il  en  réfulte  feulement  les  trois  cas  fui  vans 

A ■+•  A < T;  A + A < T — A; 

A + A <T;  A 4-  A>  T — A; 

A i-  A > T i A + A > T — A. 


Dans  le  premier  cas , on  aura  à Ibmmer  feulement  la  première 
expreflion  depuis  s = o , julqu’à  s=  A. 

Dans  le  fécond  cas,  on  aura  à Ibmmer  i.°  la  première  exprelTion 
depuis  s = o , jufqu’à  s =*=  T — A — A ; 2.®  la  fécondé , depuis 

s = T — A • — A y exclufivement  julqu’à  s=  A. 

Dans  le  troifième  cas  , on  aura  à Ibmmer  la  feconde  expreflîoit 
feule  t depuis  s = o , jufqu’à  s = A.  • 1 

Donc  fi  A -4-  A •<  T ; A -4-  A •<  T — yf.on  aura 

t -9  N • 

*f(uA,xJ;,y*,i...n)T=tt(M...n)T—Ar(a...n)T  A — N(a...n)T 


T—A—l  . T—A—A—i 

» JN(n...n)  « + ' 


„ T—A—A—i 

N( u, . .n) 


. . T—A—A—t  T—A  — A — A — t 

■+■  N(u . . . n ) ' " — N(u.,.n)  ' « • 

Si  A •+■  A <T;  A H-  A > T — A , on  aura 

* . « t ■ % 9»  0 

A A A T . . T T—A—l  . , T—A—l 

JVfu  ,x  ' ,y  " ..n)  = A r(u...n)  — N\U..,n)  - —A r(u,..n)  ' 

. T—A  — l , T—A  — A—l  . T— A — A — » 

— " -+- Af f b.t.b;  ‘ -+■  A' (u...nj  > 


•f-  A^f  u,,.n) 


T—A  — A—i 


Si  A A > T;  A -h  A>  T — zf  y on  aura 

' • ! * . " -•  t - 

, A A A T „ T T—A—l  , T—A—l 

M(»  , » • , y i.i.n)  szt/(m,.,n)  —N(a...n)  •—&(*.:»)  . ' 

...  T-A—l  T—A—A  — i r - T-A-A-i  I 

•'  +tf(u...n)  « -1- A ’(u...n)  > » 4 

C ’ • * ■*'  1 * • » ■“  '***■''■  -v 

Oÿ 
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Second  Cas. 

A < T — A < T — A. 

0*  ' ' 

Comme  ce  fécond  cas  ne  diffère  du  premier  que  par  le  change- 
ment de  A en  A & réciproquement , & que  ce  changement  n’en 

apporte  aucun  à l’expreflion  du  nombre  des  termes  > ce  cas  ne 
fournit  rien  de  nouveau. 


Troijième  Cas, 

0 ^ •*  ^ » 

Dans  ce  cas  , la  former*  (uA txl y\*.  .n)  T~'  n’aura  liea 
que  jufqu’à  s — T — A ; pafTé  s = T — A , elle  fera 
y'  ÇuA . . .n  — jufqu’à  s = A.  On  aura  donc  à fommer 

i ,°  N (u  A , x 4 , £ . . . n — i)  T~  • depuis  s = o,  jufqu’à  s=±  T — Ai 
a,0  A >(uA...n — î ) T~‘  t depuis  s = T — A exclufivement  , 
jufqu’à  s = A.  Or  on  a 

AA  T—»  T—#  ’•**  kT-A- »-!?■ 

( u , X*  ••«•••  î ) = N(u%  • . n t — i ) — iy  ( « • • • n—  i) 

T-A—m—i  . v T-A-A-t-*  '** 

— N(u**  ,/x  — i)  1 . n—  i)  1 y 

Ci  A •+•  A <Z  T— s, 

A A T->  T-*’  • 

f/(u  , * ' , {...n—  !_)  ss  t/(u  — N(u..,n~ -\) 

• ' ■■  }-■■■:  . • T—A~t—v  * 

— N(u.  ».  B— ) J > 


6 A *4-  A > T- 


Si 


X— > 


Or  comme  s a pour  première  valeur  zéro , il  peut  arriver  que 
A -t-  A < T,  & que  A -4-  A > T. 

• •»  T U.  t 

Dans  le  premier  cas  , on  aura  à fommer  i.°  la  première  ex-<- 
preflion  depuis  s = o , jufqu’à  # — T — A — A.  - __ 

* a.0  La  fécondé  depuis  s ==  T — A — A exclufivement  , 
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jufqu’à  s = T — A ; 3.0  la  troifième  depuis  s — T — A exclufi- 
Tement , jufqu’à  s = A. 

Dans  le  fécond  cas , on  aura  à forrfmer  i ,°  la  fécondé  exprefTion 
depuis  s =>  o , jufqu'à  S = T — A , & la  troifième  depuis 

s = X — A exclufivement , jufqu’à  s = A. 

Donc  fi  A -+-  A < T y on  aura 

A A A "T  T T—A~X 

tf(u  ,x  • ,y"  , \..,n)  =N(a.,ji)  — N(u,..n)  < 


•—  t/(u. . *n) 


■ bt( u. . ,n) 


T—A—A—i 


T—A  — A—i. 

A r(u...n)  ••  1 


& fi  A H-  A >•  T y on  aura 


T , T—A  — t 

• n ) — N ( u...n) 


A A A T , 

N(u  , x ‘ , y " . .n)  = N(ü. 

, T— A—  I T-A-l  i T—A—A—i  ) 

«-JV  («•••".)  ■ — N(u...n)  " +N(u.,.n)  - * 


Quatrième  Cas. 


T — A <T—  A < A. 

Dans  ce  cas , la  forme  y*  ( uA , xl , i . n — i J T~’  n’aura 
lieu  que  depuis  s = o , julqu  a i = T — jl. 

Palfé  s=  T — A,  elle  fera  j y‘fuAy  X,  l-..  n — iJT~* 
jufqu’à  s = 'T  — A. 

Pallié  s = T — A y elle  fera  y‘  (u  ,X,  i ï)  T~r  ou 

y'(u. ...n—  \)T—  jufqu’à  s = Af, 

On  aura  dont'  à fommer  ’ i.°  N(u.A , n — \)‘r-t 

dçpoisr*=  o,  jufqu’à  s a T — A ; 2°  N (uA . . .n  — 1 ),T.~r 

depuis  j a T — A exclufivement  , jufqu’à  s = T — A j 

3?  N (u. . .n  — j J T~‘  depuis  s =irt~—A  exclufivement , ju£ 
qu’à  s ■=  A. 


Or  on  a , _ ».  .. 

A A K yjj  ' 

N(u  , x n—ij  =.N(u», 


T ~i  ■ — T-A~i- 1 

.n—l)  — }/(*.  ..n  — 1) 


— tf(  a. , .n  — 


T A — 1 — I T— A — A — 1 — i 

l)  ' + N(u...n—t)  ' » 

fi  A -h  A < F — S t 
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A/(u  \)T  =N(u,..n—i)  — N(u...  n — îj 

— A^(  k.  ••  n—  j ) . • . i 

fi  ^4  ■+*  ./#  > T—st 

lf(uA...n—i)'r  =Ar('u,,.n-i  / ’ — Arfu . . . n— • A*"‘~  rf 

& * = Ar('«  ..  ,n  «.  iJT_ '• 

Donc , comme  J doit  avoir  zéro , pour  première  valeur  , il 
peut  arriver  deux  cas,  Ravoir  A -H  A <T,  tx.  A A-  A ">T. 

Dans  le  premier  cas , on  aura  à fommer  i.0"  la  première  ex- 
preffion  depuis  s = o,  jufqu  a s — T~  A — A s 2°  la  fécondé 

expreflion  , depuis  s = T — A — A exclufivement  , jufqu’à 

s =T — A ; j.°  la  troifième  depuis  s = T — A exclufivement, 

jufqu’à  s=T—  A ; 3.0  la  quatrième  depuis  s = T — • A ex- 
clufivement , jufqu  a s = A. 

Dans  le  fécond  cas , on  aura  à fommer  i.°  la  fécondé  exprefüoit 
depuis  r — o , jufqu  à s = T — A ; 2°  la  troifième  depuis 

#-*»  T—  A exclufivement , jufqu’à  s = T — A ; a.°  la  quatrième 
depuis  s s=  T — A exclufivement , jufqu’à  s = A, 

• Donc  fi  A .+•  A <C  T,  on  aura  , 

A A A Ï 


T-A~l 


^ N(  u.,tn) 

& fi  A A > T,  on  aura 

' - • - ,•  - 


nr  r t ’ 


^ T T T- 

U(u  , y’  =N(u...n)  —N(u.,-.n) 

■-‘•N"  ■ i < — N(u,,.n)T  «*”’*»  1, 
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Cinquième  Cas . 

T—  A<A<  T—  A. 

* 

Comme  ce  cas  ne  diffère  du  troifième,  que  par  le  changement 
de  A en  A , & réciproquement , on  fera  ce  changement  dan» 

l’expreffion  du  nombre  des  termes  propre  au  troifième  cas. 
Sixième  Cas. 


T — A < T—  A < A. 

Comme  ce  cas  ne  diffère  du  quatrième,  que  par  le  changement 
de  A en  A , & réciproquement , & que  ce  changement  n’en 

produit  aucun  dans  l’expre  filon  du  nombre  des  termes  propre  au 
quatrième  cas  , il  s’enluit  que  ce  fixième  cas  n’offre  rien  de 
nouveau.  • • • ' » 

( 1 4 3 • )'  Raffemblons  maintenant  tous  les  différens  cas  , & 
les  valeurs  correlnondantes  du  nombre  des  termes , & nous  ver- 
rons que  le  tout  fe  réduit  aux  cas  & aux  expreflions  fuivantes. 

i • ( 

I.*  A + A + A <Ti  A + A<  Tj  A + A<Ji  A+A<  T. 

A A A T T T-A-t  T-A-t 

f/(u  ,»•  ,y-,  t...n)  =A'(u...n)  — N(u...n ) tj 

J,  ’T-A^r  T-A-A-*  T-A-A-z 

— A(u...nJ  * -+-  N ( u..  .n)  ’ +N(u...n)  » 

»-.  , t—A-A—z  , T—A—A—A — 1 

•+-  -n)  • ]f  ( »...  rt)  . . • " . • \ 


A + A<Ti  A + A<T. 


•*) 


T— A — I 


ff(  u , x*,  y*  ,i  ..  .n)7  JV  ( u . . . n)T  — N ( U . 

„ . T—A—i  , T— A- 1 ,,  T—  A—  A— Z 

•“  K »i.;  u ( * *+-  N(m . n)  ’ 

i ■•*%■'••  i * - »»  . x >*■  ^-*^4  ^ 

-t-  A'  ( * . . . n J ' » A-  -N  (u...n)  • " 

^ A T T , T~A~ I T-A-i 

Jr(u  .x  • ,y  ‘ ,1...»^  =zJV(u...n)  — N(u,..n)  —N(u..,n)  ‘ 

• T-A-i  ' T— A— A—  i T— .4— /«— », 

— • • • •+•  N(u, . ,«J  « +/ï(u..,n)  • » ■ > 
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4.0  A+A  + A>Ti  A + A<TS  A + A<T;  A + A>T. 

A A A ,T  T T-A-l  T-A-l 

Jf(u  n)  ^N(a.,.n)  —N(u...n)  — N(u...n) 

T—A  — l T—  A — A — l T—A—A—i 

— ' ■+■  N(u. . . n)  • •+-t/(u..%n)  « • 

tf(u*,x*,y  " ,i...h)T =Af(u.,.n)  —M(u...n)T  A — N(u . ..n)  T 

T —A—  I T—  A — A—i  T—A—A  — i 

mm  N(u . . .n)  " -hM(u...n)  ' ■+■  N(u...n)  < ••  • 


i.°  A + A + A>  Ti  A+A>T;  A + A>Ti  A + A<T. 

ff(uA,xA,  y^,  J. . .n)  T=  N(u . ..n)  T—  N(u..  .n)  T~A~ 1 _ tf(u . , . T~A~* 

. , T—A—l  T— A — A — » 

— N(u...n)  " -t-A ’(u.,.n)  ' » • 


A A A T T T—  A—l  T—  A—  fl 

N(u  ,x  ' ,y  " =N(a...n)  — N(u...n)  — N(u...n)  • 

...  .3*— ^ — 1 T— 

— N(u.,.n)  * » • 


g.'  A+A  + A>T  i A+-A<iT}  A + A>Ti  A + A>T. 

2V(u  ,*  ' =N(u...n)  —N(u...n)T  A — A r(u...xJT  A * 

. T—A—t  T— A— A—l 

y—N(u...n)  " -4-A^b...bJ  • 


?•”  A + A + A>T;  A + A>Ti  A + A>T;  A + A>T. 

A A A T , T T—A—l 

tY[u,x  ,y",\.,.n)  —N(u»..n) 

T—A  — l T—A  — i 

— N(v,  :.n)  '■  —A r(U'.,n)  * • 


(144.)  D’après  çes  exemples  il  eft  trop  facile  de  voir  com- 
ment , par  la  même  méthode  , on  peut  déduire  la  valeur  de 
N(uA...n)T,  pour  quatre,  cinq  , &c.  expofans  différens,  & 
pour  tous  les  différens  cas  qui  peuvent  fe  préfenter,pour  que  nous 
croyions  devoir  pouffer  plus  loin  ces  calculs  , dans  lefquels 
on  n’aura  jamais  à fommer  d’autres  quantités  que  de  la  forme 
1 N f u...  n — 1 )F~‘.  Mais  nous  pouvons  faire  remarquer  com- 
ment on  peut  facilement  , de  ce  qui  précède  , conclure  pour 
quelque  cas  quç  ce  foit,  la  valeur  de  N (uA . ..nJT.  Voici  la 

règle 
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règle  que  l’infpeflion  des  expreffions  précédentes  fournit , ôc  que 
l’on  peut  d’ailleurs  confirmer  par  plufieurs  raifonnemens  actuel- 
lement très  - faciles. 


( 1 4 f • ) On  combinera  par  addition  y tous  les  expofans 
A A A A , ôcc.  deux  à deux  , trois  à trois , quatre  à quatre  , 


ôcc.  6c  on  en  comparera  les  réfultats  avec  T , par  les  lignes  > 
ôc  <.  Toute  combinaifon  avec  le  figne  > devant  T , n’entrera 
point  dans  l’expreffion  de  la  valeur  du  nombre  de  termes  cherché: 
ce  fera  le  contraire  pour  toute  combinailbn  avec  le  figne  < de- 
vant T ; ôc  alors  cette  combinaifon  augmentée  d’autant  d’u- 
nités qu’il  y entre  de  quantités  A A A , ôcc.  6c  retranchée 

de  T,  donnera  l’expofant  de  Nfu ...  n)  dans  le  terme  qu’elle 
doit  fournir  à l’expreflion  générale.  Le  figne  de  ce  terme  fera  -+• 
ou  — félon  que  le  nombre  des  quantités  A , A,  ôcc.  qui  entrent 

dans  fon  expofant , fera  pair  ou  impair. 

Par  exemple  , fuppofons  qu’on  demande  la  valeur  de 
N(uAt  xA  ,yA  y y u' . . . n)  T,  dans  le  cas  de  A-b  A < T; 


A A <T  i A -i-  A <T  i A-+-  A <T  ; A + A<T.; 

w ut  tu  s ut 

A H-  A<T  ; A -t-  A H-  A < T ; A -+-  A -t-  A < Tj 

#/  ut  tu  t t0 

A-\-A-t-A>Ty  A •+•  A -t-  A>  T y A-$~  A -+-  A-\~  A>T  y 

tt  tu  t tt  ttt  • t U tu 


on  trouvera 

A A A A T 

N ( u , y’ , t » ) =N(u. 


.n) 


T — A — t 


T—  A—  I T—A—t  T— A— \ 

— N(u...n)  • —N(u...n)  ’ —N(a..,n)  » 


T—A  — A—i 
■ N(  u...  n)  ' 

T-A—A—i 


T—A—A—i 


■ N( u...  n) 

, T-A-A-l 

■ N(  u...n)  i i » 


T— A— A - 


*-  N(v.,,n)T  A ' “ 5— -/Vf »...*•  ) 


t-N(u...n) 

T— A— A— A— J 


■) 


P 
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Détermination  générale  de  la  valeur  du  degré  de  l’équation 
finale  dans  quelque  cas  que  ce  fiait  des  équations 
de  la  forme  ( ua , . . . n ) ' = o. 

( 1 4 6.)  Puifque  d’après  tout  ce  qui  a dté  dit  jufqu’ici , il  n’clî 
plus  queftion  que  de  différencier  N(uA  + “.  . . n)T+,f  ou 
Amplement  N (uA. . . n)  T,  en  faifant  varier  fucceflivement  T 
de  t , é y t" , &c.  A de  a , a',  a" , &c.  A de  a , a!  > a" , &c.  & 

ainfi  de  fuite  ; rien  n’eft  donc  plus  facile  que  de  calculer  toutes 
les  différentes  valeurs  de  D qui  peuvent  donner  le  degré  de  l'é- 
quation finale  dans  les  équations  dont  il  s’agit , & les  conditions 
qui  rendront  admiflibles  ces  valeurs  de  D. 

C’cft  ainfi  qu’on  trouvera  donc  facilement  que  pour  trois  équa- 
tions & trois  inconnues , on  aura 

Première  Forme. 


r ; A + A < T; 


ri  A+A<T. 


X>  = tt't"  — — (t"  — a")  — (i—a) . — 

►-fi— a ).(ir — a' ;.fi" — fl"  ) ■+•  ( ‘ — a — a).( l'—A  — *’ ) . fin— a"—  a”) 
— fl — a)  .(e — fl' — — a" — — a — a).(ir—a‘ — fl';,  fi"-  a"- fl' J 
— f i — a — a — a) , ( i' — a'  — a'  — a'  ).(  t"  — a"  — fl"  — fl"  J. 


Conditions , 

« V — f . ( e'—a"  ) — f t'  — a’; . f t"  — fl"J  — fi'—  ap  ,(i"  — aJ'j 

j4-fi'— a'  — a'  ).(  t"  — a"  — a"  ) -h  ( t’  — a' — a’  ) , ( i"  — a"  — a"  ) 

+ — — — (t ’-a'-a'-a1)  . fi"  - a"  - a" -*") 

fl1-  fl'J  . (V—  a")  — (i’—a' — fl1; . a"—  a")—(i'—  a'— a'; . 1 

-h  f _ a'  —fl'  — fl];  . f «"  — a"  — a"  — fl"; J 
fl'—  a,').(,"—a")  — (,’—a'—a').(i"—a"—a")—(i'—a'—a;).(t"—a"—a")'\ 

-4-f  »'  — a' — a'  — a';.f  i"  — a"  — a"—  a")S > ’ 

fl’—  fl'j  .fl»—  fl";  — fi'_  fl'_  a';  .fi"—  a”—  fl";—  fl'—  fl'— fl'; . fl"— 

+ f _a'_  . fi»  _ a» - a"  - a"; J 


'f 
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Seconde  Forme. 

2)  = tt't"  — (t  — a)  . (t'  —a!)  . (in  —a")  — ( t— a ) . (,’  — a’)  . (Y'—  a”  ) 

— (t—  a)  . ( t'  — a'  ).(t"  — a")  ■+-  ( t — a — a ) . ( i’—a'  — a'  ) . ( (" — a" — a"  ) 

-+-{'/ — a — a)  . (V — a' — a').(t" ■ — a" — a")-4-(t — a — g)  -C1' — a' — a').(t" — a" — a"). 

Conditions. 

S,"  — (t'  — a’)  . ( — a"  ) — (t’—a'  ) . ( t"  — f ) — ( t' —a?  — J 

'+  ( t'  — a!  — <f)  . Cl"  — a"  — a")  (V  — a!  — <j'j  . ( «"  — a"  — a" )\  > g 

-+-  (t’  — a1—  g ).(,»  — a"— a")  C *’ 

Cl'—  a')  ,(i'  — a")  — ce—  a‘—a’).(e'  — a"—  a")  — (t1  — a'— a’) . ( a"—  *")>* 
Ct  — a’)  .(t"—  a")  — (e- a'— a').  Ce’  — a"—  </')  — (V — a'—  S) . f a"—  a")  > 4 

(e—a').Ce,  — a")—Ce—a'  — a').(e'—a"  — a")  — (e—a’—a,).Ct"—a"—a")>  »! 

Troijième  Forme . 

A + A + A>Ti  A ■+■  A > T;  A -t-  A <T  \ A+A<T. 
d=  tt',"  — c*  — *)•(•'  — «*;•  — *")  — 

— s)  -C  + Ct-a-a).Ct'  - *’—»').(  t"  — a"  — a") 

-h  (*—<;—*). C*'—*'—*’ ).C*"  — *"  — ?")• 

Conditions.  . 


>< 


_ f a-;  . C t"  — a"  ) — C e — a'  ) . f t"  — a"  ) — ( e — tt ) . C tn—g")  "» 

-+-  ( —a1 —a')  ( t"—a"  — a"  ) -*-f  t'  — a'—  a'  ) . C t"—«"  — g")  J ‘ 

(t'—a’).Ce'—a")—Ce  — ét,—a,).Ct"—a"  — a")  >o 

ce—  a'),  ce1  — a")  — ce  — a'  — a')  .Ct"  — a"—  a")  >»  O 

Ce—a').(t"  — a")  — Ce  — a'  — a').Ce'—a”—£')—Ce-a'-a’).(t"-a"-a")>9i 


Pii 
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Quatrième  Forme. 


X>  = — (t  — a)  .(l'-a').(t"  — a"  ) — ( t — a).(t’  — a'  ).(i"  — a") 

— (<—  ?,)•(*'— 2’)  • (‘"  — g")  -t -(  t — a—a)  .(  t'—a'  — a‘).(t"—a"  — a!') 
( t — a—a ) . ( i'  — a'—a').( t" — a"  — a"  ). 


Conditions. 

t’t"  - ( t'  -a'  ).(  t"  - a"  ) - ( t<- a>  ) .(  t" -a,"  )-(  t>  - a>  ) .(  ï'-a“  )J 

-h(  t'  — a'  — a'  ).(t"—a"  — a")  + (t.'  — a'  — a').(t"~a"—a")  J >9 

( *'—*;•{  »")  — ( t'—a'—a')  . (t"—a"—  a")  —(t'—  a'— a').  (,"—  a"— a"  ; >«r 

(t'~  a’).(t"  — a"  )— (t'—a'  — a'). (t»  — an  — a"  )>o 
(l‘-$  )•(*"  — g") -(t'—a'—a').  — a")  >o. 

Cinquième  Forme. 

Ji  -<r  A + A>  T i A -f-  A < 7%-  A -f-  A >T;  A A < T. 

D = tt't "—  ( t— a ).(  t'  — a’  ) .( ,"  — a")  — ( t — a).  (A  — a' } . ( t«  — a") 
; -(‘  — a )•(>'  — «').(  t"-a")-h(t  — a— a). (t'—a'—a') .(  t".—  a"—  a"  >. 
rt*  ( t — a — a) .(  t' — a'  — a'  ).(  t" — a"  — a"  ). 

Conditions. 

t't"  — (,'  _ a')  ,(t"—  a"  ) — ( «'-*  a') . f t"—  a")  — ( t'—  a') . ( t"  — a")  -* 

f ■4-(t'—a'  — a').(i"—a"—a:')-*-(t'—a'—a').(t"—a"—a")  y*, 

h'—i ï),(t"— a")  — ( t'—a’  — a'  ).(t'r—  a"—  a')  >o. 

(,'—?')-(t"  — a")  — (e  — a'—a').(t"  — a"—a")  — (tr-a'-a')r(t"-a"-,f)>a 
(•'—£)■(  t"  — g")  — (•'—  a'— £).(i»— a"—  a")  > o. 

Sixième  Forme. 

T ; A -4-  a < r. 

! H 

■ a).(t'-a').(t"-a") 
a'  — a)).(t"—a"—a"). 


ù = tt't"—  ( , — a).(t<  — a’  ) . ( t"  — a"  ) — ( t - 
— ‘"—g" )~ •-  ( ‘ — f — «)•( t' — 
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Conditions. 

iV-f»»  — a'J.fr"— a")-(t‘  — a’).  ( a"  - a'  ).  (t"-a"  ) *1 

-b(t  ' -a'—a')-(  t"  — a"  — a")  J>0 

— — a " 1 

(t'  — a').($"  — a")  — (i'  — a'—a’).(i"—an  — a")  > o 

(•'—£)  ‘ ( t"  — — a'—a).(  a”  - a";  > o. 

* À 

Septième  Forme. 

A + A -b  A > T t A -b  A > r ; A -b  A > T. 

2>  = r, a J.(Y  — </ ).(t"  — a")  — (,  — a).(t'  — a')  . (t'r—a") 

— a" ) -b  (t— a — a ) ,(t'—  a'—  a’;  . ( t"  — a"  — a"  j. 

Conditions . 


_ (Y  _ a-;  . ( a"  ; - ( e - c/  ) . ( r - a" ) - ( «'  - a'; . ( a")  1 

•b(ir — a!  — a')  . ( — J 

(t'—a,).(,"  — a")~-(t’  — a'—ia').(t''-an  — a")  > o 
( i"  — a")  > o 

< *"  —g"  J — C — a'  — 4' J — a" ; > o. 

Huitième  Forme. 

a + -t- /f>  r,-  /i  -+-  4<  r ,•  /f  -h  4 > r,-  a -f-  a>  r. 

D = n'  t"  — Ci— a;.  (•»'  — «;.  ('i»—a,'J  — t'r  — a J,  (Y— a';.(V'_  a">. 

— fr  — a J . (V  — a'  ; . f r"  — a";  -(-  ( r—  a—  a;  . (V—  a'  —a’) . (e"—a"~  a"> 

- . I _ . , 

. Conditions. 

i'i"  — (Y  — ar).(i"  — a")  — ( — — — — <| 


>» 


( t'  — a'  — a'  a"  — a"  )■  J 

( r‘  — — — a'  — a!'—  a" ; > o 

f i‘— a‘';-(V  — a-  — a'J.(Y'  — a1'  — a";  >o 

f '-•'J.  O" 


> o 
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Neuvième  Forme . 

A +*+■  i A + A>Ti  A + A->T\  A + A->T. 

b = ii'e'  — (t  — a).(t'—a').  (i" — a")  — (t—a).(  t'  — a') . (Y'—  a") 

— (•  — *)•(  *—<£)  •(•"— <£) 
Conditions. 

e t"  — ( e— a'  ) .(i" — a?' ) — ( i' — a'  ).  ( t‘ — a"  ) — ( — a1  ) .(  t"  — a’  ';>• 

( i’  — a’  ).(  i"—  a")  > o • 

(,•-*’). C,"-a")  > o 

> o. 

‘ • U elt  donc  bien  facile  actuellement  de  déterminer  pour  un 
nombre  quelconque  d’inconnues , toutes  les  valeurs  de  D pour 
les  équations  de  la  forme  ( ua. . . n)‘=  o , a , a,  a , &c.  étant 

c quelconques , & les  conditions  particulières  à chaque  valeur  de  D . 
Ce  que  nous  ayons  dit  { 14^  ) , met  en  état  de  calculer  avec  la 
plus  grande  facilité  , toutes  les  différentes  formes  que  peut  avoir 
la  valeur  de  N f uA.  . .n)T,  qui , par  la  différenciation  , donne 
immédiatement  la  valeur  de  D , laquelle  donne  en  même  tems , 
avec  facilité , les  conditions  qui  lui  lonr  propres  : il  n’y  a plus 
fut  tout  cela , que  le  plus  ou  le  moins  de  longueur  de  calcul. 

Remarques . 

• . ’ • • • , _ 1 . 

( 1 470  i°-  Dans  le  cas  de  trois  équations  & de  trois  incon- 
nues feulement , nous  aurions  pu  déduire  les  formes  que  nous 
venons  de  donner  (145)  de  celles  que  nous  avons  données  (120  fi* 
fuiv.)  dans  lesquelles  ( à l’exception  de  la  premiere,dont  nous  parle- 
rons tout  à l’heure  ) elles  font  comprimés  comme  cas  particuliers. 
Dans  le  cas  d’un  plus  grand  nombre  d’inconnues , les  équations 
de  la.  forme  fuA . . . n)  ' = o}  feront  auffi  des  cas  particuliers  des 
équations  dont  ( 135  ) nous  avons  décrit  la  compofition.  Mais 
comme  le  nombre  des  formes  de  celles-ci  s’accroît  confidéra- 
blement  avec  le  nombre  des  inconnues  ; que  d’ailleurs  les  ex- 
preflions  deviennent  de  plus  en  plus  compofées  : nous  avon9 

/ 

/ 


» 

f 
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'jugé  devoir  faire  remarquer  par  l’exemple  des  équations  à • trois 
inconnues  , comment  on  peut  plus  facilement  trouver  les  valeurs 
de  D pour  un  nombre  quelconque  d’inconnues  fit  d’équations  de 
la  forme  (uA . . . n ) ' = o , qu’en  dérivant  ces  valeurs , des  formes 
plus  générales  dont  nous  venons  de  parler.  / 

( 148.)  2.®  La  première  des  neuf  formes  que  nous  venons  de 
préfenter  ( 1 $6  ) ne  peut  fe  déduire  d’aucune  des  huit  que  nous 
avons  expofées  ( 1 20  ù fuiv.)  ; fit  la  raifon  en  eft  fimple.  C’eft  qu’à  par- 
ler exactement,  il  ne  peut  y avoir  d’équations  ou  de  polynômes  qui 
tombent  dans  cette  forme.  En  effet,  dans  le  cas  de  trois  in- 
connues , fi  l’on  avoit  a -t-  a -4-  a < r ; il  eft  clair  que  ces  trois 

inconnues  ne  monteroient  pas  enfemble  à la  dimenfïon  t , ce  qui 
eft  contre  la  fuppofition  : elles  ne  pourraient  monter  qu’à  la 
• dimenfïon  a -H  a -+-  a , fit  alors  elles  tombent  dans  les  formes  • 

données  ( 1 20  & fuiv).  Dans  ce  que  nous  avons  dit  (8  j & fuiv.)  nous 
avons  expreflement  exclu  le  cas  de  A -t-  A -+-  A <.  T,  il  eft  dona 

tout  fimple  qu’il  ne  fe  trouve  pas  compris  dans  les  huit  formes 
données  (120&  fuiv.).  ■ '• 

Pour  terminer  ce  qu’il  y a à dire  fur  les  équations  analogues  à 
celles  que  nous  avons  confidérées  jufqu’ici  , nous  allons  donner 
'«ne  idée  de  la  manière-  de  déterminer  le  nombre  des  termes  des 
polynômes  de  cette  efpèce  , recherche  à laquelle  nous  avons 
.réduit  celle  du  degré  de  l’équation  finale.  . 

Conf dérations  générales  fur  le  nombre  des  termes  des  autres 
Polynômes  analogues  a.  ceux  que  nous  avons  examinés. 

( I 4 9-)  'La  recherche  du  degré  de  l’équation  finale  dans  les 
équations  analogues  à celles  que  nous  avons  confidérées  jufqu*& 
prêtent , eft  donc  réduite  à celle  du  nombre  des  termes  des  poly- 
nômes. Avant  que  de  paffer  à des  polynômes  d’une  autre  forme, 
il  n’eft  pas  inutile  que  nous  donnions  une  idée  des  attentions 
qu’il  faut  avoir , pour  ne  laifTer  échapper  aucunes  des  formes 
différentes  que  peut  avoir  l’expreffion  du  nombre  des  termes  de 
ceux  dont  il  s agit  ici , ainfi  que  pour  ne  point  en  admettre  de 
fauffes , ce  à quoi  on  pourroit  être  expofé.  Nous  dirons  auffi  un 
mot  des  différentes  efbèces  de  quantités  qu’on  aura  à fommer,  fit 
de  la  manière  de  les  lommer. 
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( I J O.  ) Suppofons  donc  un  polynôme  renfermant  un  nombre 
n d’inconnues , dont  chacune  ne  peut  pafler  un  degré  donné , 
différent  ou  le  même  pour  chacune  ; mais  dont  quatre  de  ces 
inconnues  foient  telles  que  , deux  à deux , elles  ne  puifTent  s’éle- 
ver au-delà  de  certaines  dimenfions  données  ; que  trois  à trois  , 
elles  ne  paffeni  pas  certaines  dimenfions  données  ; que  q.uatre  à 
quatre , elles  ne  paffent  pas  une  dimenûon  donnée  ; ôc  qu’enfin 
les  autres  , dans  leurs  combinaifons  tant  entr’elles , qu’avec  ces 
quatre , s’élèvent  à toutes  les  dimenfions  poffibles  jufqu’à  celle  du 
polynôme.  Nous  reprcfenterons  jm  pareil  polynôme , par  l’exprefi- 
fion  fui  van  te 


Iri  A A^B  / A AkB  / A AiB-\C  r(  A AsB  f A A-.B  r A A\B-\C  ■ 

\ L lu  j*'  / j U >y  * ) ‘ t V*  ' »y  " ) ■■  J > L lu  ) x • ) >{u  j l**  }\"  JWJ'»*»* 

r r (A  A \B  / A A\B  / A A\B-\C  r(  A A\B  / A A\B  r A A\B-\C  A 

y *y\  *•  /v  L\Jsf  iy  0J"f\x  ' * /,vi  \ • /▼  • 


Pour  montrer  comment  on  en  déterminera  le  nombre  des  termes, 
nous  commencerons  , comme  nous  l’avons  fait  ( 84  ) par  fuppofer 
que  les  expofans  A , A , ôcc.  des  inconnues  autres  que  u,x,y,  1, 

font  chacun  = T;  parce  qu’il  eft  facile  { 77  ) quand  on  a le 
nornbre  des  termes  dans  ce  cas , de  l’avoir  dans  l’autre. 

Concevons , préfentement , le  polynôme  ordonné  par  rapport  à 
l’une  quelconque  des  quatre  lettres  u , x , y par  rapport  à ^ t 

par  exemple;  chaque  terme  fera  de  la  forme 

lY , (x*,yi)ï]ct  r...n  — iJT- 


depuis  s=  o , jufqu’à  s égale  à la  plus  petite  des  fept  quantités 

. B — A;  B — Ai  b -r  Ai  C — B i C-r  B i C — B ; E -r-  C. 

De  tous  les  différens  cas  que  ceci  peut  préfenter  , prenons  le 
fuivant  qui  peut  nous  fournir  plufieurs  exemples  des  attentions 
dont  il  s’agit. 

B — A < B — A<  B— A < C — B <.  C — B < C—B  < E — C. 

w " rr  • ........ 

Il  s’enfuit  que  depuis  s = 0 , la  forme  de  chaque  terme  fera 
V(l(uA,  xfJ*,{uA,y4)’!,fxt,ytJf}c i}T-t 
/ufqu’à  s = R — A. 


Paffé 
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Paffé  s = B — A , la  forme  fera 

\'(l(uA,  xf)B,  ( uA,  yB~'J*  > Cx*,J*r—)*lc>  r...n-x)T-’, 

jufqu’à  s = B — A. 

Paffé  rs=B  — A , elle  fera 

va  (uA>  {*$-**!- )*ic,  r...n-ij  t-, 

jufqu’à  s = B — A. 

Paffé  s = B — A , elle  fera 

q*  (1  (u*-,  (u3-,y?-‘A  (*S-,y?-A  c ,r ...  n i)  r-, 

jufqu’à  s = C — B. 

Paffé  s = C — B y elle  fera 

V (U*A  *S~’Â  (u*~‘>  (xl-\y*r)ïr‘?y  r . V.n- X)T-, 

jufqu’à  s = C — B. 

Paffé  s = C — B y elle  fera 

ï (L  (tA^fxï^A(^^^A(xSAy;^J^r...n^MjT‘% 
jufqu’à  s — C — B. 

Paffé  s — C — B , elle  fera 

V(l (u&-,y*-)S~',  (x*-,y*r)$--¥>  r...n-i)T-’> 
jufqu  a s = E — C. 

Paffé  s =*  E — C , elle  fera 

xB-Jf-,  (x*-,: y*-)*.-?-,  r.;.n-i)T-, 

jufqu’à  s = A qui  ell  la  plus  grande  valeur  que  s puiffe  avoir. 


Il  n’eft  donc  plus  queftion  que  de  trouver , par  ce  qui  a été 
dit  (84  & fuiv.) , le  nombre  des  termes  de  chacun  de  ces  huit  poly- 
nômes , & de  fommer  ces  huit  expreiïions , chacune  dans  l’étendue 
dans  laquelle  elle  a lieu. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  l’étendue  dans  laquelle  chaque 
polynôme  a lieu , ne  détermine  pas  celle  dans  laquelle  l’expremon 
du  nombre  de  fes  termes  aura  lieu.  Par  exemple , le  troifièmt 
polynôme  aura  lieu  depuis  s = B — A , jufqu’à  s — B — A j 

Q 
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mais  l’exprefïion  du  nombre  de  fes  termes , appartenant  à l’une 
quelconque  des  huit  formes  données  (92  & Juiv.),  aux  premiers  inf- 
tans  où  ce  polynôme  a lieu  , peut  enfuite  appartenir  à une  autre  de 
ces  huit  formes  avant  que  s foit  devenu  = B — A : elle  peut 

appartenir  confécutivement , à plufieurs  de  ces  huit  formes  avant 
que  s = B — A ; la  même  chofe  peut  avoir  lieu , pour  les  autres 

polynômes  ; & même  il  peut  arriver  que  l’cxprefïion  du  nombre 
des  termes , appartienne  à des  formes  que  l’on  déduit  des  huit  ex- 
pofées  ( 9 2 ùjuiv.  ) , que  l’on  en  déduit,  dis-je,  en  vertu  de  ce 
qui  a été  dit  ( 101  ). 

En  effet , fuppofons  par  exemple , que  A , A , A ;•  B , B ,B;C, 

foient  tels  que  l’expreflion  du  nombre  des  termes  du  premier  & 
du  fécond  polynôme  , fe  trouvent  appartenir  chacune  à la  forme 
fixième  , qui  fuppofe  C — B > B — A ; C — B>  B — A / 
C—  B > B—  A. 

f M rt  . 

En  paffant  au  troifième  polynôme  , l’expreffion  du  nombre  de 
fes  termes  appartiendra  encore  à cette  même  forme  fixième  , tant 
qu’on  aura 

C — B>  B — A ; C—  B>B—  £-W;  C-B>B  — R-hs. 

Mais  dès  que  s qui  croît  continuellement , aura  changé  quelque 
chofe  à ces  rapports  de  grandeur , on  tombera  dans  une  autre 
forme , & l’on  conçoit  auiïi , que  ces  variations  de  forme  feront 
encore  plus  fréquentes  dans  les  polynômes  qui  fuivent  le  troifième, 
& pourront  être  telles  qu'elles  donnent  lieu  à parcourir , non- 
feulement  les  huit  formes  expofées  {92  & fuiv.) , mais  encore  toutes 
celles  qu’on  peut  en  dériver  de  la  manière  enfeignée  ( 101  ). 

Pour  pouvoir  juger  quelles  font  les  différentes  formes  dans 
lefquelles  on  paffera  fucceffivement , il  faut  obferver  que  l’état 
de  la  queftion , fie  le  cas  dans  lequel  on  fuppofe  être  , fu di- 
ront toujours  pour  en  décider. 

Par  exemple , fuppofons  que  les  rapports  de  grandeur  des  quan- 
tités A , A,  A;  B,  B,  R;  & C,  foient  tels  que  l’expreffion 
du  nombre  des  termes  du  premier  de  nos  huit  polynômes  appar- 
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tienne  à la  fixième  forme  ; on  aura  donc 

C — B > B — A;  C — B>B — A ; C—B>B—  A . 

• u » » »/  m 

Je  premier  de  nos  huit  polynômes  ayant  d’ailleurs  les  conditions 
générales  énoncées  ( 8 j ). 

Le  fécond  de  ces  huit  polynômes  appartiendra  encore  à la 
même  forme  tant  qu’on  aura  C — B >B  — A ; C — B >B  — A } 
C — B>  B — B r , parce  qu'ici  , ce  qui  étoit  A dans  le 
premier  polynôme , efl  devenu  B — s.  Or  dès  l’inflant  qu’on  aura 
C — B < B — B -4-î,  l’expreflion  du  nombre  dés  termes  ne 

pourra  plus  être  prife  dans  la  forme  fixième,  mais  elle  appartiendra 
a la  forme  cinquième  ; il  refie  donc  à fçavoir  fi  l’on  pourra  avoir 

C — B <z  B — B + i avant  que  d’avoir  s =*  B — A , c’eft-à- 
dire , avant  que  de  parvenir  au  troifième  polynôme.  Or  pour  que 
cela  ait  lieu,  il  faut  que  C — B — B B < B — A.  Ainfi  , fi  l’on 
Z C — B — B-(-B>B  — A , l’expreffion  du  nombre  des  termes 
du  fécond  polynôme  appartiendra  à la  fixième  forme  depuis 
s = B — A jufqu  a s = B — A , c’efLà-dire  , dans  toute  l’éten- 

v " IV  * 

due  dans  laquelle  ce  polynôme  a lieu.  Mais  fi  au  contraire  , on 
a C — B — B-t-  B < B — A ; Pexpreflion  du  nombre  des 

* " t JV  ’ 

termes  du  fécond  polynôme , n’appartiendra  à la  forme  fixième 
que  depuis  s — B — A , jufqu’à  s = C — B — B-f-B;ôc  paflé  ce 
terme,  jufqu’à  s = B — A , elle  appartiendra  à la  forme  cinquième. 

IV  * 

Mais  il  faut  de  plus , pour  que  ce  fécond  cas  ait  lieu  , que 
C — B — B-+-  B >B  — A , c’efl*à-dire , que  C>  B-\-B  — A ; 

• ' • ” , » v " * * ", 

condition  qui  a lieu  par  l’hypothèfe , puifqu’clle  n’eft  autre  que 
C — B>  B — A. 

i « « 

Venons  au  troifième  polynôme  ; & fuppofons  que  des  deux  ca^ 
que  nous  venons  de  voir , ce  foit  le  premier  qui  ait  eu  lieu  , dans 
le  fécond  polynôme.  Alors  l’expreffion  du  nombre  des  termes  du 
troifième  polynôme  continuera  d’appartenir  à la  forme  fixième 

Qij 
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tant  qu’on  aura  „ „ 

C B B — Ai  C—B^B—B+t  ; C — B>B  — B +s; 


•J 


donc  elle  peut  ceffer  d’appartenir  à cette  forme  , dans  deux  cir- 
confiances  : la  première , lorfqu’on  aura  C — B <T  B — B -h  s ; la 

fécondé,  lorfqu’on  aura  C—B<B—B  + s.  Mais  pour  que 

cela  empêche  l’exprelTion  du  nombre  des  termes , d’appartenir  a 
la  fixième  forme  , il  faut  que  s foit  plus  petit  que  B — A ; il  faut 

donc  que  C—B  — — A y ôc  C — B — B-\-B<zB — A ; 

* i*  *•  • •*  r •* 

il  fe  préfente  donc  quatre  cas 

C — B—  B-hB<B  — A S C—B  — B + B < B — A; 

" » ' ,r  ♦ 

C—B  — B + B<B  — A ; C — B — B -+-  B > B — A ; 

* n r " * 

C—B — B+B>B  — A s C — B — B B <B  — A {. 

" tr"  ' " » 

C-B—B-t-S>B  — Ai  C — B — B B B — A. 

" It  "•  ' " r 

Dans  le  dernier  cas , l’exprefïion  du  nombre  des  termes  conti-* 
nuera  d’appartenir  à la  fixième  forme , dans  toute  1 étendue  du 
troifième  polynôme. 

Dans  le  troifième  cas , elle  n'appartiendra  a cette  forme , que 
depuis  s — B — A , jufqu’à  r=C  — B — apres  quoi 

elle  appartiendra  à la  forme  cinquième  depuis  s=*C — B — B-\~Bt 
Jufqu’à  s = B — A. 

Dans  le  fécond  cas , l’expreflion  du  nombre  des  termes  ne  conti- 
nuera d’appartenir  à la  forme  6.mc  que  jufqu’à  s = C — B — B-+-  B; 

paffé  ce  terme , elle  appartiendra  à la  forme  quatrième  jufqu’à 
s = B — A. 

Dans  le  premier  cas,  l’exprefïion  du  nombre  des  termes  ne 
condnuera  d'appartenir  à la  forme  fixième , que  jufqu’à  s = à la 
plus  pedte des  deux  quandtésC — B — B -+-B,  & C — B — JB-+-P» 

ce  qui  donne  ces  deux  cas 

C — B — B-+-B>C  — B - 8+  B, 

' » -,  *■  .t 

8c  C-B-S+»<C-B-B  + B, 

* " sr  " iv 

ci  J + J>B  + J!t  B+i<B+B.  J 

T ‘ H » ‘ 1* 
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Si  B -+-  B <C.B  -b  B ; paffé  s — C — B — B *+-  B,  l’expreffion  du 

t ' w i * **  jt 

nombre  des  termes  appartiendra  à la  forme  cinquième  jufqu’à 
î =2  C — B — B -+-  B ; & paffé  s = C — B — R -h  B , elle 

* -It  4 w It 

appartiendra  à la  forme  troifiême , jufqu’à  s = B — A.  On  voit 
ce  qu’il  y a à dire  dans  le  cas  de  B -b  B > B -+•  B. 

T IT 

(I  5 I.)  Voilà  qui  fuffit  pour  voir  comment  on  doit  fe  conduire 

1>our  les  polynômes  fuivans  , tant  qu’on  fuppofera , comme  nou9 
'avons  fait  tacitement  jufqu’ici  , que  ces  polynômes  ont  les 
conditions  énoncées  t(  8 3 ). 

Mais  ces  conditions  n’ont  pas  toujours  néceffairement  lieu  : il 
eft  donc  à propos  d’ajouter  ici  les  cara&ères  auxquels  on  diftin- 
guera  les  cas  où  ces  conditions  doivent  avoir  lieu , de  ceux  où 
elles  ne  font  pas  néceffaires. 

Remarquons  d’abord  que  le  premier  de  nos  huit  polynômes 
doit  néceffairement  avoir  les  conditions  mentionnées  ( 8 j ) , 
fans  quoi  le  polynôme , dont  nous  traitons  usuellement , ne  ferait 
pas  ae  la  claffe  dont  nous  le  fuppofons. 

2.0  Le  fécond  polynôme  doit  avoir  auffi  ces  mômes  conditions; 
mais  on  ne  le  voit  pas  auffi  évidemment  : voici  comment  on  peut 
s’en  convaincre.  Suppofons  qu’il  manque  à quelqu’une  ; pat 
exemple , fuppofons  qu’on  puiffe  avoir  A ■+•  B — s <;  B , avant 

f y " 

gue  d’arriver  à s = B si  ; alors  il  eft  clair  que  paffé 

s =>  A B — B , les  deux  inconnues  * & y ne  pouvant  plu9 

» y tt 

former  enfemble  que  là  dimenfion  A -+•  B — i , £ ne  pourrait 
plus  avec  x £ty  monter  à une  dimenfion  plus  élevée  que  A -b  B ; 

* T 

or  la  fuppofition  que  A -H-  B — B < B — A , & celle  que 
B — A<B  — A<C— B,  donnent  A -b  B — B <;  C — B t 

tv  • Ht  h t y It  fit  H ' 

ou  A *+-  B < C;  donc  , on  ne  peut  fuppofer  que  A -b  B — s < B 

avant  que  s — B — A , fans  contredire  l’état  de  la  queftion  qui 

IT  r 

exige  que  x ,y  ôt  \ , puiffent  enfemble  atteindre  la  dimenfion  C. 
On  verra  de  même  que  toute  autre  fuppofition  que  le  fécond 


Digitized  by  Google 


12*  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

polynôme  puifle  manquer  à l'une  des  conditions  mentionnée! 
( S 3 ) , ne  peut  avoir  lieu. 

( I J 2 . ) Mais  ce  que  nous  devons  faire  remarquer  au  (R  , c’efl 
qu’en  même  tems  qu’on  découvrira, par  cette  méthode,  fi  le  poly- 
nôme partiel  qu’on  examine,  eft,  ou  non,  aflujetti  aux  condi- 
tions mentionnées  (83  ),  on  découvrira  auffi  les  conditions  de 
l’exiftence  du  polynôme  principal.  C’eft  ainfi  qu’ayant  vu  tout 
à f heure,  que  ion  ne  pouvoit  fans  contrarier  l’état  de  la  queftion, 
fuppofer  A -+•  B <C , j’en  conclus  que  A-^B>C  eû  une 

des  conditions  de  l’exiftence  du  polynôme  principal , de  celui 
qui  fait  l’objet  de  toute  cette  difcuflion.  On  verra  de  même  que 
l’on  doit  avoir  A -h  B — s> 2Î , ou,  en  mettant  pour  s fa  plus 

y * 

grande  valeur  , dans  le  même  fécond  polynôme  , 

A B — B *+*  A > B , ou  A —H  B — 1 î > B — A • fie  pac 

conféquent  ( kyp.  ) A -f-  R — B > B — A,  au  A -+•  A>  B, 
autre  condition  de  l’exiltence  du  polynôme  principal. 

Dans  le  troifième  polynôme , on  verra  de  même  qu’il  doit  avoir 
dans  toute  fon  étendue , c’eft-à-dire , depuis  s = B — A jufqu’à 

s — B — A,  toutes  les  conditions  mentionnées  (83  ).  Par 
exemple , on  y aura  -toujours  B — s •+•  B — s > B ; car  fi  on 
fuppofoit  B -4- B — 2s<B  avant  que  s = B — A-,  x,y  ne 
pourroient  plus  former  enfemble  que  la  dimenfion  B •+■  B — s t 

i > B+B— B 

dés  qu’on  auroit  paffé  s = — — î donc  lorfqu  on  arri- 

veroit  à s = B — A , ils  ne  pourroient  former  enfemble  que  la 

1** 

b + h—b 

dimenfion  B-^-B—B-hA;  mais  puifqu’on  a — — - < B — A, 

iv  ▼ " nl 

©n  a B -+-  B — B — B ■+■  A<B — A<C—B;  on  auroit 
donc  R -t-  Î?  — B -+-  A<C-,  c’eft-à-dire , que  x , y & \ ne  for- 

ty . y 

meroient  pas  enfemble  la  dimenfion  C ,•  donc  ils  ne  pourroient 

jamais  y atteindre , quelque  valeur  qu’on  donnât  à s , puifque 
B A-  B — s deviendra  d’autant  plus  petit  qu’on  prendra  s plus 

rv  ' v * * • * 

grand. 
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: Donc  aufli  > 5— A,  ou  5 -3-  5—  B > *(B—AJ, 

eft  une  des  conditions  efientielles  de  l’exiftence  du  polynôme 
total. 

On  verra  de  même  que  le  quatrième  polynôme  partiel  eft  aflu- 
jetti , dans  toute  fon  étendue  , aux  conditions  mentionnées  ( 83  ), 
& l’on  en  déduira  facilement  de  nouvelles  conditions  de  l’exit 
tence  du  polynôme  total. 

Quant  au  cinquième , il  n’en  eft  pas  de  même.  On  verra 
bien  , en  raifonnant  comme  nous  venons  de  le  faire  , que 
5 — s -3-  5 — s>Bj  B — s -4-  B — s >•  5 , doivent  avoir  lieu 

dans  toute  l’étendue  de  ce  polynôme  , & qu’il  en  eft  de  même  de 
plufieurs  autres  des  conditions  mentionnées  (83);  mais  il  nç 
fera  pas  indifpenfable , par  exemple,  que  B — s-^-B  — s~>C — sj 

IT  f ,n 

parce  que  la  condition  relative  à C,  c’eft-à-dirc , la  condition  que 
x , y & ^ doivent  enfemble  monter  à la  dimenfion  C , étant  ac- 
tuellement exprimée , la  relation  entre  B — s -3-  5 — s Sx.  C— s 

\ it  y “ 

n’eft  plus  aflujétie. 

Il  fe  préfente  donc  deux  cas , fcavoir  B — s -3-  B — r >»  C — s 

rr  r 

jufqu’à  ce  que  s — B — A,  au  moins  ;ôc  B — s -3-5  — C — s 

#*#  IT  Y - ** 

avant  que  s = B — A ; dans  le  premier  cas  , le  cinquième  po- 
lynôme fera  encore  aflujéd  à toutes  les  conditions  mentionnée# 
<83).  Mais  dans  le  fecond  cas  , la  condition  qui  donnerait 
5-3-5-3-C — aC,fe  changera  en  B -3-  B -+-  5 -4-  5 — as>  aC, 

.c’eft-à-dire , que  5 -3-  5 -3-  5 -3-  5 — 2 [B  — A)>aC  fera  alors 

* * IY  * 

une  des  conditions  eflentielles  de  l’exiftence  du  polynôme  total 
dont  un  des  caraâères  particuliers  ferait  B — s -3-  B — s <C — s, 

* rr  t 

c’eft-à-dire  , 5-3-5  — B -3-  A < C.  Ainfi  pour  le  cinquième 

It  T ,M 

polynôme  , l’on  aura  ou  5-+-5  — 5 -3-  A > C , ou 
5-3-5  — B + ^(  < C ; dans  le  premier  cas  , 

»Y  T « «•  ‘ 

5-3-5-3-C  — B -3-  A > 2 C fera  une  condition  eflentielle 

• »»t  m 

de  l’exiftence  du  polynôme  total  ; dans  le  fécond  cas , ce 
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fera  B •+■  B -+-  B -b  B — 2(B  — A)>  2C  qui  fera  la  condition 
elfentielle  corr'eVpondante , de  l’exiftence  du  polynôme  total. 

On  verra  de  même , que  dans  le  fixième  polynôme  partiel  , on 
doit  avoir  B -b  B — 2 s >B  dans  toute  l’étendue  de  ce  polynôme  ; 

!»  |V 

mais  que  B — 5-1-  B — s>C  — s,  ainfi  que  B — s -b  B — s>C—st 

* $u  Jf  ••  IV  V 

ne  font  pas  eiïentiellement  néceflaires  dans  toute  l’étendue  du 
polynôme  ; en  forte  qu’on  aura  quatre  nouveaux  cas  , dont  il  eft 
à préfent  facile  de  fixer  les  cara&ères , & les  conditions  qui  en 
résultent  pour  l’exiftence  du  polynôme  total. 

Dans  le  feptième  polynôme  , aucune  des  conditions 
B — s -h  B — s >C  — s , B — s -h  B — s > C — s t 

4r/  IV  * V ^ 

B — s -h  B s>  C — s y ne  fera  eflentielle  dans  toute  l’é- 

tendue duTpolynome  ; on  pourra  avoir  les  huit  cas  que  la  compa- 
raifon  de  ces  trois  inégalités  peut  fournir  ; & l’on  déterminera  par 
des  raifonnçmens  femblables  aux  précédens , les  caraélères  de  cha- 
cun de  ces  cas,  êc  les  conditions  qui  en  réfultent  pour  l’exiftençe 
du  polynôme  total. 

; . Par  exemple, dans  le  cas  où  l’on  aura  tout  à la  fois  B -h  B — s<  C; 
— s <C;  B •+■  B — s < C ; les  caradères  du  polynomç 

feront  B -b  B — E -1-  C < C y B -b  B — E ~b  C < C 3 

...  IT  _ * » 

B -b  B — E -b  C < Ci 

uf 

’VEt5  — ^ -b  B — s -b  B—  s -b  B —s~i-B—s-bB—s>2Çi 
ou  B ■+■  B -4-  B — jr  > C c eft  - à - dire  , 

B ~b  B -b  B — 3 (£  — C)  > C,  fera  une  des  conditions  effentielles 

PT  T 

de  l’exiftence  du  polynôme. 

A l’égard  du  huitième  polynôme , on  pourra  faire  toutes  les 
fuppofitions  qui  pourront  le  concilier  avec  s<  A. 


On  voit  donc , que  dès  le  cinquième  polynôme , l’expreflîon  du 
nombre  des  termes  pourra  ne  plus  appartenir  immédiatement  a 
aucune  des  huit  formes  expofées  ( 92  & fuiv.  ) ; mais  on  pourra  tou- 
jours la  déduire  de  l’une  de  ces  formes , en  obfervant  ce  qui  a 
2ti  dit  ( 101).  • 'i 

• (153.) 
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. \ r J 3 • ) Il  ne  nous  refte  donc  plus  qu’à  parler  de  la  nature  des 
termes  que  l’on  aura  à fommer  , 6c  de  la  manière  de  les  fommer. 

Après  l’expofé  que  nous  venons  de  faire,  & en  réfléchiffant  fur 
les  différentes  combinaifons  des  expofans  A,  A,  A ; B,  b,B;C;  T, 

dans  les  huit  formes  données  (ÿ2&fuiv.)  ,& t fur  celles  qu’on  peut 
en  déduire  pour  les  cas  mentionnés  ( io  i ) , on  verra  qu’outre  les 
termes  de  la  forme  Nf u. . .n  — i )p~'f  N (u..  .n  — i /JP+*  t 
N fu)<^+R‘  xN fu...n — 2 que  nous  avons  ( 69  & fuiv.  ) 
enlèigné  à fommer , il  s’en  préfontera  des  formes  fuivantes 

N(u...n — \)P  + N(u...n — i)p~*~%> ,6cc.  Nfu...n — ij  r~  ,ôcc* 

N(u)V  -*-R\N(u..  .n— 2)  fTl'  yNfuJ  ?+Rlx  N(u...n — 2)  “?i,  ôco 

& dans  les  autres  polynômes  analogues , on  rencontrera  en  gé- 
néral des  termes  de  la  forme 

A'  + y't  P + Qs 

Nfu...p)  xNfu...q) — ï — . 


l.(  IJ40  Comme  notre  objet  n’eft  pas  de  donner  ici  une 
Théorie  détaillée  de  la  fommation  de  ces  fortes  de  quantités  , 
mais  feulement  de  mettre  fur  la  voie , nous  nous  bornerons  à faire 

voir  comment  on  fommera  N ( u ... n • — 1 J P^  1‘  > 

P — *«  P — • P-+-» 

N fu. . .n  — 1 ) , N(u...  n — 1)  ~r~ , N(u..  .n  — i)~ï~ 4 

Q + R » P ■+■  s 

A l’égard  de  N fu)  x N ( u . . . n — 2)  ï , ou  même 

Q + «. 

N ( u 2)  x N fu  . . . n i)  * > ou 

_ . p^j 

Nfu. . .$)  x Nf u ..  .n  — $)  : , &c.  on  pourra  tou» 

. . . 

jours  ramener  leur  fommation  à celle  de  Nf u. . .n—i)  ï ’ j 
en  imitant  l’exemple  fuivant.  «.  ^ 

(l550  S*  l’on  avoir  > Par  exemple  , 

P — » 

N (U...2)  Q+3*  x Nf  u. . . n — 2)  * ; on  fçait  ( 3S  ) que 

N (u,,,  2^  <2+ 3 * =s  ^ + ; on  fuppofera  cette.’ 


i 

\ 
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dernière  quantité  = A ■+•  B . -4- C.  — Q . (p~* ^ 

faifant  les  multiplications  indiquées , ôc  comparant  terme  à terme  , 
les  termes  affectées  de  s dans  chaque  membre , on  aura  facilement 
sf  y B & C.  Confidérant  donc  ces  quantités  comme  connues  , la 

quantité  Nfu . . . 2)  <2+î*  x N (u  ...n  — 2)  T~  fera  changée 

P — 9 n /P — I \ P—* 

en  AxN(u.  . . n — i)~ “•+•  B ) . Nfu . . . n—2  )~T 

■+■  C.  (~t~  “ 1 ) • (^T1)  N( a ...  n — 2)^~rL’ 

^ p— * . ._p— » ....  p— » 

Or  ! Nfu...n — 2^  1 =f/t — iJxNfu...n — \)  x “ * 


p-i-. 


*=  f n — 1^  x Aff u . . . n — 1)  x ,qui  eft  toujours  de  la  forme 


p—. 


N fu  . . . B 1,1  ~ » ; c’eft-à-dire,  qui  fè  fomme  par  les  mômes 

moyens. 

Pareillement  ( r ''"1)  • (~T“)  » N fu . ; . n — 2 ) ï 


P- » P-4-* 

t=(n—\)nxN(u...n)  x '*=  (n—iJnxN  (u . . . n) 

qui  eft  encore  de  la  forme  N (u  . . .n)  ~ * 

On  voit  donc  , en  général , qu’on  pourra  toujours.,  & cooimene 

P + Qi 

on  pourra  ramener  N f u . . rp)A'  + B > x Nfu . . . qj  ~~I  ,à  la 

P -h  Qm 

fcrme  N (u...q)  1 ' 

Il  n’eft  donc  plus  queftion  que  de  s’occuper  des  termes  de  la 

forme  Nfu ...  n — i)p+Q‘,  & Nfu  . . . n — 1 J * ;Faifons 
*oir  fur  N (u  . . . n — » )r~ ** , fur  Nfu.  . . n—  i^p  + *•  , 

P — f P + l 

fur  Nfu  . . . n — 1 ) ï , & fur  Nfu  . . . n — \)  ~T~  y com- 
blent on  aura  à procéder  pour  toute  autre  valeur  de  Ç & de  le. 


(iyé.)  Pourfommer  les  quantités  delà  forme  * Nfu. . . n — 


* Il  n'eft  pas  neceflaire,  je  penfe  , d’in- 
Sflet  pour  faire  obfcrver  que  P — is, 

dans  les  objets  que  nous  conlidtrons  dans 
cet  Ouvrage , elt  cflcnticllcmcnt  un  nom- 
bre entier  pofiùf  i il  en  eû  de  même  de 


, & en  gdne'ral  de  P dan» 


N(u  . ..n—  t) 


P -t -Q> 
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je  différencie  N (u. ..  n)p~l,~ 1 , en  faifant  varier  s de  — i , fie 
j'ai  N(u. ..n)p~t‘~l  — N(u . . .n)  p -»•+> 

I . ft  .{  ...  A 

• 1 

(P-»«-4-»).(P-t»-H)...(P-u-t-n-l)  (P-H).(P-H-f-')  — (P-»»H-n).tP-m-«-4-I> 
' I . » . } . . . («  - x)  X <«-!)«  ’ ~ 


(P-n-f-»)-(P-»«  + V.-.(P-n-t-"-»>  ..  ( - lulP-ii+il— 


( -1MP-1i+I|-B.|»-I|  \ 

V 1>  / 

— 1(P- W-f-I)  .(P- >I4-X).(P- li-H  )...(P-l«+n  -I)  (P-»»4-»).(P-««  + })-.-(P-I,+*~,>  . 


V 

I . J ....(*  -*)  V n.(n-l) 


Donc 


I.X.)...(n-X).(n-I> 

= — x N(ti  . . . n — 1 )P  ‘ — JVC u . . . n — ■ x ) 


I .X.  ) ...  (n-  X) 

P - l»  +« 


d JVC»  . . . h)F  *’  = — • xJVC a . . . n—  1 ) P * ' — JVC»  . . . n—  1 )F  l,+  ,« 

Donc 

«...  P-x»  p- n — 1 _ P-l.+I 

/JVC». . . n — tj  = — tJVC»...»,)  — \fN(  « . h — xJ  ^ 


Donc  y par  la  môme  raifon  , 


/JVC».. — y)F  1’  + I = — 1 **  — |/JVftt...n  — **+t, 

/JV  Cl (...n  — J = — jJVC»-.-»  — X \fN(u...  n—  4 J ^ * + * J»  ' 


,P-x# 


ôc  ainfi  de  fuite. 

Donc /JVC»  - ..  <1—1  jP  **  = — \tt(*  . ».  n )P  ' ■+■  j JVC»  •••*—« 

P - H + t P - 1 1 4-  1 

— {Arc»--*»— 4-iVJVC»..  . J J — 8cc.  4-C. 

Donc  fi  on  demande  cette  fomme  depuis  s = K inclufive- 
tnent , jufqu’à  s = L inclufivement,  L étant  > K , on  aura 

/JVC»...»—  i;P i JVC»-. ,+{•VC“■•♦»JP"'4^:+, 

4-JJVC....»-I/“lX-|JVC«-..»-./-tJC+t-}JVC«...»-^,I+f 

. . ...  P-iJC+j  P-1I4-1  P-xJC-M  - ^ 

H-  \N(u...n—x)  ‘-P-rïJVC»..-»—  },)  — ^JVC»-.-»—  }.)  — ÔCC, 

En  continuant  cette  férié , jufqu’à  ce  aue  n = o , inclufivement, 
fit  obfervant  que  dans  ce  cas  N (u . . . n ) R = 1 , quelque  foit  R. 

i I 570  Pour  fonuner  les  quantités  de  la  forme  N(u..,n — jJp+** 

Rm 
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depuis  s = R inclufivenienc  , jufqu’à  s — L inclufivement  j 
L étant  > R , on  trouvera 

p+n  . p+ii+i  , p+ijc— i 

fN(u...n  — i)  — kN(u...n)  —,W(u...n) 

~i  ^...n-0P+lK  + ,--^...»-5/+,I+4  + A^...n-3/+lA:+V&c. 

En  différenciant  N(  «...  n)p+l,+  l , opérant  & raifonnant 
comme  ci-defTus. 

( I 5 8’  ) Si  par  un  procédé  fembiable  , on  différencie 
N(u  r..n)p+i,  + 1 > on  trouvera 

dN(u..  . n/+i’  + 1-  3 JVf  U...T,-  i)P+,‘  + iJV(u...n-,*/'hi,+  ' 

P + jM  + 1. 

, + N ( u . . . n — i)  > 

d’où  l’on  conclura 

/AT  (u  ...n  — t )F+,'  = \^(“.>-n)F+}'+  —fN(u  ...  n — »> 

P + M+1- 

— \ fN  (u  . . . n — i)  » 

• & par  la  même  raifon  , 

rpH.3I  + i p+3,+}  p+3,+  * 

— %)  =\A^(u...n—  i)  — fN(u..  j)  _ 

, , ,P  + 3»  + 3 

— y f N ( u • ••  n — 4) 

fh(u,.  . H — 3;P+3‘  + i = ’r  A'éu.r.n—  ,;*"*■ 3 /A'fu. • .«*-*;  +3+ï  ' 

& ainfi  de  fuite  ; d’où  il  eft  facile  de  conclure  la  valeur  de 
fN(u...n^  i/'  + îVv  , •: 

( I 5 9 • ) On  voit  par-là  ce  qu’il  y a à faire  pour  avoir  la 
valeur  de/N(a...n  — 1)  p~)‘ } &.  en  général  pour  avoir  celle 
àc/N('u...n — p -+- * 

{ l60.)  PafTons  aux  quantités  de  la  forme  N (u...n — 1)  1 

• • D’après  ce  qu’on  avu  (1  Mro),  on  peut  remarquer  que  lorlqu  il 

fe  préfentera  à fommer  des  quantités  de  cette  forme,  dans  la  matière 
qui  fait  l’objet  de  cet  Ouvrage,  P -+-  s a toujours  une  double 
valeur , repréfentée  généralement  par  P -4-  r -3-  s , r étant  zéro 
ou  î,  félon  que  P -H  s eft  pair  ou  impair  : nous  fuppoferons 
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f + r + * 

3onc  qu’il  s’agit  de fommer N (u...n—  \)  » & comme 

P + * ' 

s varie  de  1 , pour  avoir  la  valeur  de  fN(u...n  — \)  * , il 

P-+-  r -f-  * t 

faut  partager  N ( u . . . n—  1 ) 1 , en  ces  deux  parties 

'N(u...n  — &A/^u...n  — 1/  * , dont  la 

première  exprimera  toutes  les  quantités  N(u..  .n — \)  1 , 

dans  lefquelles  P + f eft  pair  ; ôt  la  fécondé  toutes  celles  où  il 
eft  impair. 

r p+‘ 

Il  s’agira  donc  de  fommer  N (u. . ,n — \)  » , s variant 

. > 

de  2 ; & de  fommer  pareillement  N ( u ...  n — 1 ) » , 

s variant  de  2.  Réunifiant  les  deux  fommes  , on  aura  la  valeur 

P-f-  r •+■  f _ J 

totale  de fN( u ...n—i)  ï > s variant  de  1. 

1 P+ r+ t 

Mais  comme  il  eft  évident  que fN( u. . .a — \)  » fe 

déduira  de  fN(u  ...n—  1)  — ~ , en  changeant  feulement 
P en  P + r , nous  n’avons  donc  à nous  occuper  que  de 


p+i 


p-t< 

u . . . n — 1 ) » , 

Pour  fommer  N (u  . . . n — • 1 )~  » $ variant  de  2 , Je 

p n-» 

remarque  que  fi  je  fois  » f , lorfque  s variera  de  2 , ^ ne 
variera  que  de  1 ; la  queftion  eft  donc  réduite  à fommer 
Nfu  ...n—  -\)lt  ^variant  de  r.  Or  cette  fommeeft  Nfu...nJ^ 

P + I 

c’eft-à-dire,  N (u.  n)  I . On  aura  donc  de  même 

P + r + l P +r  + » 

fN(u...n—  1 J”* — ï =If(u...n) 

Donc 

P + f P+l^  P+r+i  , 

c« 


u..,n — 1)~ 


■ JVP u. . . n _)  " 


' = A'P  u,..n  ) 1 

Donc  fi  on  demande  cette  fomme  depuis  s = K inclufivement , 
jofqu  à s — L inclufivement , L étant  > K il  feudra  diftingùer 
d’abord  deux  cas  ; fqavoir  P -t-  L pair , & P + I impair.  Dans  le 
premier  cas , la  fomme  depuis  s égale  à un  nombre  quelconque  , 


pifqu’à s=Lt  fera  N(u...n^  1 ~i-Nfu,,>nJ' 
ceft-à-dîre,  2 N(u.,.n)  ï~  -t-  C, 


1)4  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

Si  au  contraire  P + i eli  impair , la  fomme  depuis  s égale  a 
un  nombre  quelconque  , jufqu’à  s = L fera 

P-t-  r + L __  r + i-i 

N(u.'.n)  i -4- A » -hC; 
c’eft  - à - dire  , 

P+l  + t P-hL—i 

N(u...n)  i -\-N(u...n)  » -4 - C. 

Donc  par  la  même  raifon , fi  P ■+■  K — i eft  pair,  la  lomrne  dep  uis 
s égale  au  même  nombre  quelconque  que  pour  P -+•  L , jufqu’à 

P + K — t 

s = K — i,  fera  iN(u...n)  * -4-Cy  ôcfiP-4-A  — i 

. P-t- K P + JC  — 2 , 

eft  impair  , elle  fera  Nfu..  .n)  i -\-N(u...n) 1 • 

Donc  félon  les  quatre  cas  qui  peuvent  avoir  lieu , on  aura 
Comme  il  fuit  : 

Si  P -h  L & P -4-  A — i font  tous  deux  pairs , on  aura 

P + • J>4  l P -h  K — t 

fN(u.'.n-i)  i = i N(u .. . n)  î —iJV(u...n)  2 • 

Si  P -H  Z eft  pair,  & P -4-  A — i impair , on  aura 

P-t-t  P+L  p+x 

f'N(u...n  — i)  * =»A r(u...n)  .»  — N(u.,.n)  S 

P + K-t 

— if  (u  . . . n ) 2 • 

* 

Si  P -4-  L eft  impair , 6c  P A — i pair  , on  aura 

p+m  p + i-m  p+r-* 

fjPf(u.,.u—\)  2 = JV(u  . . . n)  * i -4-  . r>;  I • 

P-t-  X - i 

— 1 A^fll  ..  .«j  2 * , 

Enfin  fi  Ph-L  & P -4-  A — i font  tous  deux  impairs, on  aura 

P-t-»  P+I+l  P-t-I-I 

yjVf  «..iO  J r =zAf(u..,n)  2 JVf  « ...n  J 2 

•'  P-t-*  P-f-X  - x 

— H(u. . .*  J 2 —N(u.,.n)  1 • 

Il  eft  trop  facile  de  voir  actuellement  comment  on  doit  fom-* 

p — • 

mer  N (u  . . . n~  1 ) l , pour  que  nous  nous  y arrêtions. 

* _ p-t-  j. 

(loi.)  Si  l’on  avoit  N( u. . . n — 1 ) l à fommer  ; on 

?uroit  , par  les  mêmes  raifons  que  ci  - deïïus  (iéo)  , 
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■P  4- 1« 

Nfu,%.n  — \ ) * a fbmmer,  s variant  de  2,  pour  les  valeur» 

paires  de  P -H  3 s ; & Nf  u . . .n  — 1 ) ï , s variant  de  2 , 
pour  les  valeurs  impaires  de  P -+-  3 s. 

Pour  lavoir  maintenant  comment  on  fommera.Vfu . . .n 1 ^ T 

pour  les  valeurs  paires  de  P -h  3 s , avariant  de  2;  fi  on  fait 

— , *'■  = I > ü clair  que  s variant  de  2 , ç variera  de  j ; il 
fera  donc  queftion  de  fommer  N fu. . . n — 1 J<,  ^variant  de  j. 
Ou  bien  fâifant  ç = Q -+-  3 7f , de  fommer  Nf u . . .n  — 1)  G+î<"f 

7'  variant  de  1 , ce  qui  eft  facile  d’après  ce  que  nous  avons 
oit  ( 1 y 8 ). 

(162.)  A l'égard  de  la  confiante  Q que  nous  introduifbns 
ici , voici  à quoi  elle  fervira. 


Puifque  nous  avons  fait  P 1 *■  = ç , fie  ç = Q -f-  3 ç',  nous 
avons  donc  — — = Q ■+■  3 ç',  étant  un  nombre  entier  po-« 

fitif.  Or  de- là  on  tire  ^ j il  faut  donc  prendre  Q 

tel  que  lorfqu’on  mettra  pour  s les  valeurs  extrêmes  K — 1 , 
& L dont  il  a déjà  été  queftion  ci  - defliis  , P -3-  3 s — 2 Q (bit 
divisible  par  6 ; ce  qui  eft  facile. 


( 1 6 3 • ) On  voit  donc  par  - là  comment  on  s’y  prendra  pour 

P-j-Qi 

fommer  Nf u...n  — 1)  , ; & même  , en  général , pom 


fbmmer  Nfu  ...  n — 1 J * 


e» 


P + • 


En  effet , fi  on  avoir  , par  exemple,  Nfu  . . . n — 1 ) 3 3 


comme 


j doit  être  un  nombre  entier,  cette  expreflion  , lorf* 
qu’elle  fe  préfentera  à fommer,  fera  toujours  telle  que  — 4~>- # 
fera  réellement  de  la  forme  f r ^tant  o , ou  1 , ou  2 1 

félon  que  P ■+•  s excédera  de  o , de  2 , ou  de  1 , le  plus  grand 
multiple  de  3 qu’il  puifle  renfermer.  En  forte  qu’il  faudra  fom- 
p - h j » ■ - • - 


mer 

( 


, s variant  de  3 , puis 


> s variant  de  3 
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puis  enfin  — , s variant  de  } , & réunir  ces  trois  fom- 

mes  : or  faifant  — - — = j , la  queftion  fe  réduira  à lornmer 
N(u ...  n — i )' t ^ variant  de  i ; puis  dans  cette  fbmme,  on 
fubftituera  P -+- 1 , & P -+-  2 fucceffivement  au  lieu  de  P. 

On  verra  auffi  que  la  fbmrae  totale  fera  fufceptible  de  plufieurs 
expreffions  différentes  , félon  que  les  quantités 

P "f*  » P “h  P + I y P + L + t , ^ “t“  Ar  — I I P 4*  AT  y P ■+"  Af-h  I , 

excéderont  de  o , ou  de  1 , ou  de  2 , leur  plus  grand  multiple 
de  j ; mais  après  l'exemple  que  nous  avons  donné  (160),  nous 
pouvons  nous  difpenfer  d’entrer  dans  ce  détail. 

. Conclufîon  pour  les  Equations  incomplettes  du  premier 

ordre . 

(l640  Le*  équations  incomplettes  du  premier  ordre  font 
donc  celles  qui , fur  un  nombre  n d inconnues  qu’elles  renferment, 
en  ont  un  nombre  p = ou  <n , qui  ont  les  conditions  fuivantes. 

1 .°  Que  chacune  de  ces  inconnues  qui  font  au  nombre  de  p , 
ne  peut  palier  un  certain  degré  donné  , différent  ou  le  même 
pour  chacune. 

2.0  Que  ce  s mêmes  inconnues , dans  leurs  combinaifons  deux 
à deux  , ne  peuvent  s’élever  au-delà  d’une  certaine  dimenfion 
donnée  , différente  ou  la  même  pour  chaque  combinaifon  de  ces 
deux  inconnues. 

?.°  Que  ces  mêmes  inconnues,  dans  leurs  combinaifons  trois 
à trois , ne  peuvent  s’élever  au-delà  d’une  certaine  dimenfion  don- 
née , différente  ou  la  même  pour  chaque  combinaifon  de  trois 
de  ces  inconnues.  „ 

4.0  Que  ces  mêmes  inconnues , dans  leurs  combinaifons  quatre 
i quatre , ne  peuvent  s’élever  au-delà  d’une  certaine  dimenfion 
donnée  , differente  ou  la  même  pour  chaque  combinaifon  de 
quatre  de  ces  inconnues. 

. y.°  Et  ainfi  de  fuite  jufqu’à  la  combinaifon  de  ces  inconnues 
prifes  p '^p,  laquelle  ne  peut  s’élever  au-delà  d’une  dimenfion 
donnée. 

6.°  Enfin 
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6°.  Enfin  les  autres  inconnues  qui  font  au  nombre  de  n — p , 
montent,  tant  dans  leurs  combinaifons  entr’elles , que  dans  leurs 
combinaifons  avec  les  p précédentes  inconnues , à toutes  les  di- 
menfions  poffibles,  jufqu’à  celle  de  l’équation. 

Ces  équations  étant  en  môme  nombre  que  les  inconnues  qu’elles 
renferment,  il  fera  donc  toujours  poffiblc  de  déterminer  le  degré 
de  l’équation  finale  réfultante  de  l’élimination  de  n — i de  ces 
inconnues. 

En  effet , il  eft  facile  de  voir , actuellement , i.°  Que  la  forme 
la  plus  générale  que  l’on  puifTe  adopter  pour  le  polynome-multi- 
plicateur , eft  la  forme  meme  de  ces  équations  : 2°  Que  la  forme 
de  chacun  des  polynômes  qui , par  le  nombre  de  leurs  termes  , 
expriment  le  nombre  de  termes  qu’il  eft  poffible  de  faire  dif- 
paroître  tant  dans  le  polynome-multiplicateur  , que  dans  l’équa- 
tion-produit , fera  auffi  la  môme  que  celle  de  ces  équations. 

De  plus , on  s’alforera  par  le  même  raifonnement  que  nous  avons 
employé(  îoy  ),  que  tous  ces  différens  polynômes  doivent  être 
de  même  nature. 

Et  puifque  nous  avons  fait  voir  la  manière  de  déterminer 
le  nombre  des  termes  d’un  polynôme  quelconque  du  premier 
ordre;  ôc  que,  par  tout  ce  que  nous  avons  dit  jufqu’ici,  on  a le 
moyen  de  déterminer  auffi  le  nombre  des  termes  que  l’on  peut 
faire  difparoître  tant  dans  le  polynome-multiplicateur  , que  dans 
l’équation-produit  ; on  aura  donc  toujours,  d’après  ce  que  nous 
avons  enfèigné  jufqu’ici , l’expreflion  du  nombre  des  termes  refi- 
tans  ; ôc  par  conféquent  celle  du  degré  de  l’équation  finale , en 
quantités  abfolument  connues , ôc  tout- à-fait  indépendantes  du 
polynome-multiplicateur. 

Mais  fi  on  fe  rappelle  ce  que  nous  avons  obfervé  (117)  fur  les 
équations  incomplettes  du  premier  ordre  relativement  à trois  feu- 
lement de  leurs  inconnues , & où  nous  avons  trouvé  huit  ex- 
preffions  différentes  du  nombre  des  termes  de  ces  fortes  de  polynô- 
mes , ôc  par  conféquent  huit  expreffions  différentes  du  degré  de 
l’équation  finale,  on  doit  s'attendre  que  le  nombre  de  ces  diffé- 
rentes expreffions  fe  multipliera  prodigieufement  à mefure  que 
les  polynômes  ou  les  équations  renfermeront  un  plus  grand 
nombre  de  variétés  d’expofans  dans  leur  compofition  : on  peut  en 
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prendre  une  idée , en  jettant  de  nouveau  les  yeux  fur  le  pea 
que  nous  avons  dit  à ce  fujet  ( 1 jo  & fuiv.  ). 

Mais  en  relifant  ce  que  nous  avons  dit  ( 117),  on  verra  que 
dans  cette  multitude  d’expreflions  différentes  du  degré  de  l’équa- 
tion finale  , il  fera  toujours  poffible  de  déterminer  quelle  eft 
celle  qui  feule  peut  avoir  lieu  , & les  fymptômes  qui  cara&érifent 
tous  les  différens  cas  que  ces  équations  peuvent  comprendre. 

On  voit,  en  même  tems , que  ce  feroit  un  travail  prodigieux  r 
que  d’entreprendre  de  déterminer  toutes  les  différentes  expref- 
lions  du  degré  de  l’équation  finale,  réfultante  d’un  nombre  quel- 
conque d’équations  qui  feroient  incomplettes  du  premier  ordre  , 
relativement  à quatre  feulement  de  leurs  inconnues.  Mais  ce 
qu’on  peut  remarquer  en  général , c’eft  que  fi  toutes  les  équations 
font  de  même  nature  , on  n’aura  jamais  befbin  de  parcourir 
toutes  les  différentes  exprefiions  du  degré  de  l’équation  finale  , 
pour  avoir  celle  qui  leur  convient  : elle  réfultera  immédiate- 
ment de  la  différentiation  de  l’expreffion  du  nombre  des  termes 
d’un  polynôme  de  même  nature  que  ces  équations  r au  lieu  que 
dans  le  cas  où  ces  équations  ne  font  pas  toutes  de  même  nature  , 
on  ne  peut  être  afiùré  du  véritable  degré  de  l’équation  finale  , 
que  par  l’examen  de  toutes  les  formes  dont  le  polynome-multi- 
plicateur  eft  fufceptible  , & de  toutes  les  conditions  qui  en  ré- 
fùltent  ; c’eft-à-dire , que  par  un  examen  femblable  à celui  que 
nous  avons  fait  connoître  (1186* Juiv.) , mais  appliqué  à un  objet 
infiniment  plus  étendu. 

Au  refte , c’eft  la  nature  de  la  chofe  qui  le  veut  ainfi  : il  n’eft 
pas  plus  poffible  de  réduire  à un  plus  petit  nombre  les  diffé- 
rentes exprefiions  que  notre  méthode  préfente  , qu’il  ne  l’eft  de 
réduire , au-deffous  de  24  par  exemple , le  nombre  des  combi- 
naifons  dont  quatre  lettres  font  fufceptibles.  C’eft  avoir  fait , ce 
me  femble , tout  ce  qu’il  eft  poffible  de  faire  fur  cet  objet , que 
d’avoir  donné  le  moyen  de  connoître  toutes  les  différences  ex- 
prefiions poflibles  , fit  parmi  toutes  ces  exprefiions , celle  qui  eft 
uniquement  propre  à la  queftion  : exiger  plus  , feroit  exiger  l’in> 
poffible. 


Bigitizoé-ëy-L>ciD$lç  . 
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SECTION  III. 

Des  Polynômes  incomplets , SC  des  Equations  incomplettes 
des  fécond t troifeme , quatrième  , SCc.  ordres. 

( I 65.)  (Quelque  étendus  que  foient  les  polynômes  & les 
équations  que  nous  avons  confidérés  dans  les  deux  Sections  pré- 
cédentes , ils  ne  comprennent  cependant  pas  encore  tous  les  po- 
lynômes , ôc  toutes  les  équations  poflibles  ; ou  du  moins  leur 
forme  n’a  pas  encore  toute  la  généralité  néceflaire  pour  que 
nous  puiflions  dire  dès  àpréfent  qu’il  n’eft  aucune  efpèce  d’équa- 
tions algébriques  dont  nous  ne  puiflions  déterminer  le  plus  bas 
degré  de  l’équation  finale. 

Pour  embrafler  toutes  les  variétés  qui  peuvent  avoir  influence 
fur  le  degré  de  l’équation  finale , il  ne  fuffit  pas  de  confidérer 
quelles  font  les  plus  hautes  dimenfions  auxquelles  les  inconnues  , 
foit  foules , foit  dans  leurs  combinaifons  deux  à deux  , trois  à trois, 

3uatre  à quatre , cinq  à cinq , &c.  peuvent  atteindre  dans  chacune 
es  équations  propofées  : ces  variétés  ont  fans  doute  une  très- 
grande  influence  fur  le  degré  de  l’équation  finale  ; mais  il  eft 
encore  un  très  - grand  nombre  d’équations , où  cette  confidé- 
ration  feule  ne  donnerait  que  la  limite  du  degré  de  l’équation 
finale. 

Outre  les  variétés  que  nous  avons  confidérées  jufqu’ici  , on 
peut  encore  en  concevoir  d’analogues , mais  qui  n’auroient  lieu 
que  pendant  un  certain  nombre  de  dimenfions  confécutives  da 
l’équation , 6c  auxquelles  fuccéderoient  des  variétés  analogues  , 
lefquelles  n’auroient  encore  lieu  que  pendant  un  certain  nombre 
de  dimenfions  confécutives  de  l’équation , 6c  ainfi  à l’infini. 

(166.)  Pour  expliquer  plus  clairement  notre  idée  , 6c  faire 
connoître  ce  que  nous  entendons  par  un  polynôme  incomplet 
d’un  certain  ordre  ; il  faut  concevoir  un  polynôme  qui  , étant 
d’abord  incomplet  du  premier  ordre  , vient  à être  mutilé  d’un 
certain  nombre  de  termes, à compter  depuis  une  certaine  dimenfion 
quelconque  de  ce  polynôme  , jufqu’à  la  dimenfion  la  plus  élevée  | 

S ij 
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de  manière  que  confidéré  depuis  cette  dimenfion  jufqu’à  la  dî« 
menfion  la  plus  élevée  , il  eft  incomplet  du  premier  ordre , mais 
avec  des  expofans  différens  de  ceux  du  polynôme  formé  par  les 
dimenfions  inférieures. 


Par  exemple , fi  on  conçoit  que  dans  le  polynôme  (xA , yA  ) 
on  fupprime , paffé  la  dimenfion  T < T,  tous  les  termes  où 

x pafleroit  le  degré  A'  ■<  A , ôc  tous  les  termes  où  y pafleroic 
le  degré  A' < A ; on  aura  un  polynôme  à deux  inconnues , & 
du  fécond  ordre  ; polynôme  que  nous  repréfenterons  de  cette 


maniéré. 


(xA,y*\T 
yA  ) ' 


Pareillement , fi  dans  le  polynôme 


C (xA>ytP,  (x'*»!?-)* >(y*t 


on  fupprime  , par-delà  la  dimenfion  T < T,  tous  les  termes  ofi 

x , y Ôc  ^ pafferoient  les  degrés  A1 , A' , A'  refpedivement  plus 

petits  que  A , A , A ; Sc  qu’on  en  fupprime  encore , à compter 

de  la  dimenfion  T -+-  1 , tous  les  termes  où  x ,y  ôc  ^ combiné* 

deux  à deux  pafieroient  les  dimenfions  B' } B' , B'  refpedivement 

plus  petites  que  B , B,  B ; on  aura  un  polynôme  incomplet  à 

trois  inconnues , ôc  du  fécond  ordre  , polynôme  que  nous  repré- 
fenterons par 


Si  on  conçoit- que  dans  le  polynôme 


prime,  paflè  la  dimenfion  T •<  T Sc  > T , tous  les  termes  où 
pafleroit  le  degré  A"  < A',  ôc  tous  les  termes  où  y pafleroit 
degré  A"  < A' , on  aura  un  polynôme  incomplet  du  troi- 


on  aura  un 
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I*A 

fième  ordre , que  nous  repréfenterons  par  XA 

\*A 

T 

'de  cette  autre  manière  ( ) 


- A"\ 

iT 

,>y' 

A' 

T 

> J \ 

1 1 

A ' 

JT 

>y  1 

f " 

ou  bien 


Et  en  général,  fi  nous  repréfentons  par  A , A , A , A , 
les  différens  plus  grands  expofans  d’une  même  inconnue 

dans  les  intervalles  entre  les  dimenfions  T , T,  T,  T,  &c. 
nous  repréfenterons  un  polynôme  d’un  ordre  quelconque  par 

( uA-  a,  a.  A.tcc.  ' n)T,  T.  t.  f.tcc. , en  ne  je  fimp0fant  in- 
complet que  par  rapport  aux  inconnues  confidérées  feule  à feule. 
S’il  l’eft  aufii , par  rapport  aux  inconnues  combinées  deux  à 
deux,  trois  à trois  ; à la  manière  employée  dans  les  deux 
Seûions  précédentes  pour  repréfenter  ces  polynômes , nous  join- 
drions la  manière  aôuelle.  rar  exemple , au  lieu  du  polynôme 


xA,yA 
nous  écririons 

l(xA-A,  yf-tj*'* 


9 JJ  — B D 4»  W 


On  voit  par-là  ce  que  nous  entendons  par  des  polynômes  de 
’différens  ordres. 


(167.)  Il  n’en eft  pas  , à beaucoup  près,  des  polynômes  & 
"des  équations  d’un  ordre  fupérieur  au  premier  , comme  des  poly- 
nômes du  premier  ordre.  Dans  les  équations  incomplettes  du  pre- 
mier ordre , le  polynome-multiplicateur  , & l’équation-produit 
font  toujours  des  polynômes  de  même  ordre  que  ces  équations  ; 
& il  en  eft  de  même  de  tous  les  polynômes  particuliers  qui , par  le 
nombre  de  leurs  termes , concourent  à donner  l’expreflion  du 
degré  de  l’équation  finale. 


Au  contraire , dans  les  équations  incomplettes  d’un  ordre  fupé- 
rieur au  premier,  le  polynome-multiplicateur , l’équation- produit. 
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& tous  les  polynômes  qui , par  le  nombre  de  leurs  termes , doi- 
vent entrer  dans  l’expreflion  du  degré  de  l’équation  finale  , font 
tous  des  polynômes  de  différens  ordres. 

( r 680  D’après  cette  obfervation , on  prévoit  aifément  que 
la  forme  du  polynôme-multiplicateur  n’eft  pas  à beaucoup  près 
auffi  déterminée  que  dans  les  équations  incomplettes  du  premier 
ordre  ; enforte  qu’il  n’arrivera  pas  toujours  que  le  polynôme  qu’on 
adoptera  pour  polynôme- multiplicateur,  conduife  à une  expref- 
fion  du  degré  de  l’équation  finale  , qui  foit  une  différentielle 
exacte  d’un  ordre  égal  au  nombre  des  équations  : fit  toutes  les  fois 
que  cela  manquera  d’arriver , il  eft  indubitable  que  la  forme 
adoptée  pour  le  polynome-multiplicateur  , n’eft  pas  propre  à faire 
connoître  le  degré  de  l’équation  finale.  Ce  ne  pourrait  donc 
être  qu’en  prenant  pour  polynome-multiplicateur  , un  polynôme 
d’un  ordre  indéfini  qu’on  pourroit  parvenir  à trouver  la  véritable 
exprellion  du  degré  de  l’équation  finale.  Mais  nous  devons  ob- 
fèrver  qu’en  cherchant  à déterminer  ce  polynôme  par  la  feule 
condition  qui  puiffe  le  déterminer , c’eft-a-dire , par  la  condition 
que  l’expreffion  du  degré  de  l’équation  finale  devint  une  dif- 
férencieUe  exacte  d’un  ordre  égal  au  nombre  des  équations  , on 
ferait  conduit  à un  travail  interminable,  par  le  nombre  infini 
de  cas  fit  de  fubdivifions  de  cas  différens  qui  fe  préfènteroient, 
félon  les  différens  rapports  de  grandeur  entre  les  variétés  des 
, expofans  des  équations. 

On  ne  doit  donc  pas  s’attendre  à voir  ici  cette  matière  traitée 
avec  la  même  généralité  avec  laquelle  nous  avons  traité  les  équa- 
tions incomplettes  du  premier  ordre.  Quand  la  confidération  du 
travail  que  nous  venons  d’indiquer , ne  nous  en  détournerait  pas, 
le  prodigieux  nombre  de  quantités  que  nous  aurions  à mettre 
fous  les  yeux , rendrait  feul  la  chofe  impraticable. 

( 169.)  Nous  nous  bornerons  donc  à faire  connoître  la  mé- 
thode , en  n’employant  pour  polynome-multiplicateur  que  le 
polynôme  le  plus  fimple  que  l’on  puiffe  d’abord  fe  propofer  d’em- 
ployer : fit  nous  n’appliquerons  qu’aux  équations  à deux  fit  à trois 
inconnues.  On  verra  que  dès  celles-ci  ce  polynôme  eft  infuffifanc 
pour  donner  l’expreffion  générale  du  degré  de  l’équation  finale , 
dans  tous  les  cas  poflibles  ; fit  que  par  conféquent  pour  l’avoir 
dans  les  cas,  autres  que  ceux  que  nous  expoferons,  il  faudrait  em- 
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ployer  un  polynome-multiplicateur  ayant  plus  de  variétés  d’expo- 
fans  indéterminés. 


Quant  aux  équations  à deux  inconnnues  , le  polynôme  le 
plus  fimple  réuffira  toujours. 

Au  refte , fi  pour  avoir  l’expreffion  générale  du  degré  de  l’é- 
quation finale , dans  quelque  cas  que  ce  foit  des  équations  in- 
complettes  d’un  ordre  quelconque  , il  eft  indifpenfable  de  fi» 
livrer  à un  travail  immenfe , il  ne  faut  pas  en  conclure  qu’il 
faille  néceflairement  fe  livrer  à ce  travail,  pour  connoître  le 
degré  de  l’équation  finale  pour  un  cas  déterminé  quelconque.  C’eft 
l’expreflion  générale  feule  qui  exigerait  ce  travail.  Mais  , par 
ce  que  nous  dirons  dans  le  fécond  Livre , fur  le  procédé  pour 
l’élimination , on  fera  toujours  sûr  d’arriver  à l’équation  finale  la 
plus  baffe  qu’il  foit  poffible. 


Du  nombre  des  termes  des  Polynômes  incomplets 
d'un  ordre  quelconque. 

(170.  ) Pour  ne  point  fatiguer  l’attention  par  des  exprefi 
fions  de  calcul  trop  compofées , nous  n’employerons  que  l’ex- 

prefiion  (uA- A-  A- A-  . n)T‘  T‘  T-T,kc  pour  repréfenter  un 
polynôme  d’un  ordre  quelconque  , foit  que  la  nature  de  ce  poly- 
nôme foit  fixée  par  les  expofans  de  chaque  inconnue  feulement , 
foit  qu’elle  foit  fixée  par  les  expofans  des  dimenfions  des  com- 
binaifons  de  ces  inconnues  comparées  deux  à deux , trois  à trois, 
&c. 

Problème  XXIV, 


Ojv  demande  la  valeur  deN  (uA*  A>A*A* n )T’  *“• 

/'  ( 1 7 1 0 Suppofons  d’abord  qu’il  ne  s’agit  que  de  (uA- A. . .nj  T- T • 
Si  on  compare  ce  polynôme  à (ur . . . n)  , on  voit  que  de- 
puis T jufqu’à  T,  il  manque , au  premier,  un  nombre  de  termes  ==> 
[ N(uA. . . n) T — N (u\. . n) ^ — [ N(uA. . . n)T—  N (a4. . . nfj 
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- Donc 

M(uA‘  *•••")  T=tf(uA ...n)T—ddlf(uX..j,)T...(  T_  * * Y 

\ T-T.  o o.  A — A J 
* — T t T.  ~T 

Prenons  actuellement  NfuA-A-A. ..  n)  ' :6c  comparant 

de  même  au  polynôme  (uA ...  n)T , on  verra  qu’il  manque  au 
polynôme  propofé. 

i.°  Depuis  T,  jufqu’à  T , un  nombre  de  termes 
= dd  N(Ü*...u)T ...(  T _ : 

Depuis  T,  jufqu’à  T,  un  nombre  de  termes 
= ddN(H*...nJ*...(_T==  : J*  Y 

\ T — T.  o a.  A — A J 

Donc  N(uA-A-A. . .n)  'T  ‘ b=N(ua...ti)t 

— ddNfu*  ...n)T...(  T__  : -*  ^ 

\T-T.o  o .A- A/ 

— ddNfO*.  ; 

\T  — T.o  o ,A  — AJ 

Et  continuant  de  raifonner  de  la  même  manière , on  trouver* 

T'=  N(u *.  . . n)1 


que  N ( uA-A‘A‘A‘ 

T.  T 

. . . n) 

K r—  dd  N f u*. . 

ddNfu *.. 

.n)Y ( . 

«-  ddNfu*. . 

. n)T . . . (^ 

& ainfi  de  fuite. 

De 
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De  la  forme  du  Polynôme  - multiplicateur , & des  Poly- 
nômes qui , par  le  nombre  de  leurs  termes , influent  fur  le 
degré  de  l’équation  finale  réfultante  d’un  nombre  donne 
d’équations  incomplettes  d’un  ordre  quelconque . 

(171.)  Le  polynome-multiplicateur,  l'équation-produit , 8c 
les  polynômes  particuliers  qui , par  le  nombre  de  leurs  termes  , 
expriment  celui  des  termes  qu’on  peut  faire  difparoîcre  tant  dans 
le  polynome-multiplicateur,  que  dans  l'équation-produit  ; tous 
ces  polynômes  8c  équations , étant  d’ordres  différens , il  faudrait 
un  peu  plus  d’art  pour  déterminer  la  forme  de  chacun , que  nous 
n’en  avons  employé  dans  la  fécondé  Section  , fi  en  donnant  d’a- 
bord au  polynome-multiplicateur  une  forme  indéterminée  quel- 
conque , nous  voulions  en  conclure  celles  des  autres  polynômes 
dont  le  nombre  des  termes  entre  dans  l’exprefiion  du  degré  de 
l’équation  finale  : d’ailleurs  les  détails  de  calcul  dans  lefquels  il 
faudroit  entrer , deviendraient  trop  longs. 

Mais  en  réfléchiflant  un  peu  fur  ce  que  nous  avons  dit  dans  la 
fécondé  Section  , fur  les  polynômes  qui , par  le  nombre  de  leurs 
termes,  expriment  celui  des  termes  qu’on  peut  faire  difparoître 
tant  dans  le  polynome-multiplicateur  , que  dans  l’équation-pro- 
duit , pour  les  polynômes  6c  équations  incomplettes  du  premier 
ordre , on  peut  en  conclure  une  manière  générale  de  trouver  les 
caraûères  principaux  de  la  forme  que  doivent  avoir  ces  polynô- 
mes, pour  les  équations  incomplettes  d’un  ordre  quelconque. 

Pour  faire  bien  entendre  ce  dont  il  s’agit , rappelions  les  idées 
lûivantes. 

( l730  Suppofant  un  nombre  quelconque  n d’équations  in- 
complettes du  premier  ordre,  repréfentées  par 

(u‘ . . .n)1—  o , ( u*' . ..n)*'  = o,  (u“' ..  .n)‘"  = o , 6cc. 

& prenant  (uA ...  n)T  pour  le  polynome-multiplicateur  de  la 
première. 

Nous  avons  vu  , qu’à  l’aide  de  b fécondé  équation  feule  , on  ne 
pouvoir  faire  difparoître  dans  le  polynome-multiplicateur , qu’un 
nombre  de  termes  N ( uA  ” ' . . . n)  T~  *'  8t  dans  l’équation- 
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produit,  un  nombre  de  termes  = N(uA+*~a'.  . . 

Qu’à  l’aide  de  la  fécondé  & de  la  troifième  feules  , on  ne  pou- 
voit  faire  difparoître  dans  le  polynôme- multiplicateur , qu’urs 
nombre  de  termes 


= ff(u  ...n)T  — N(u*  ‘ ...n)"  -t-N(u 

& dans  l’équation-produit , un  nombre  de  termes 

A+m—'  A + t T+t-i-lT 

t=N(u  ...n)  —N(u  ... n ) 


T-i-r 


A-oT 


T-.», 

.n)  > 


N (u 


A* f-  a — a" 


•*) 


T+«  — f” 


& ainfi  de  fuite,  ( Voyc{6o  & fuiv.} 

Concevons  qu’on  fâfle  A — a' — a"—  A f & T — t' — 1"=  T* ; 
alors , le  polynome-multiplicateur  fera  ( uA  + a'+,^...nJT +‘  +,,j 
l’dquation-produit  fera  ( uA'+‘,+‘‘'+a".  ..n JT+ '+'  +•"  ; fe  nombre 
de  termes  qu’on  peut  faire  difparoître,  à l’aide  de  la  fécondé 
& troifième  équations  feules  , fera 


A +*” 


ft(u  ' ... n ) —tt(u  ...il)* 

pour  le  polynome-multiplicateur  ; 

& A+~+*'  ,T"+.+r  A'+a  T'+<  A'+ê+*  T+t+C 

*X-JV(U  .-n)  — tf( » rr.n)  -+- JVf*  *.n) 


A+J 


.n) 


T‘  + i’ 


pour  l’équation-produit» 

: ( 17  4>)  On  voit  donc  généralement  que  ff  ayant  pris  arbi- 
trairement un  polynôme  cjuelconque  du  premier  ordre  ( uA...n)Tr 
on  conçoit  qu  on  vienne  a le  multiplier  fuccdÜvement  par  toutes 
les  équations  du  premier  ordre,  propofées;  il  en  réfultera  un  po- 
lynôme ( uA  ■+-'+*  '+*  ' &c-.. . n J T+‘ t-r+atc.  que  |*0Il 

peut  regarder  comme  le  générateur  de  tous  les  autres  polynômes 
qui  peuvent  avoir  lieu  dans  la  quelKon  actuelle. 

En  effet  i.°  la  forme  de  ce  polynôme  fera  celle  de  l’équation- 
pïoduit. 


■ i.®  Le  polynôme  |'V,+‘‘  +‘  +a+tcc-..  ,nj  T+‘  +‘  +3“.  fera 

la  forme  du  polynome-multiplicateur. 

r 3.0  NfuA+a  + &c- . . . n ) r+‘' + *' "+*«•  fera  le  nombre  de 
termes  qu’on  peut  faire  difparoître  dans  le  polynome-multiplica- 
teur  , à l’aiae  de  la  fécondé  équation  feule  , pareillement 


î 


1 


\ •' 
I , 
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( uA  + *'*-*"■ *c-.  • • n)T+t  fera  le  nombre  des  termes 

tju  on  peut  faire  difparoître  dans  le  polynome-multiplicateur  à 
l’aide  de  la  troifième  équation  feule  > & 

+ ^■Scc- . . . n JT+t'+t",**. — N(u4+^...n)T+‘  ^ 

-+-  Nfu4**'*'"'-**-. . . n *“• 

le  nombre  des  termes  qu’on  peut  faire  difparoître  à l’aide  de 
la  fécondé  fie  de  la  troifième  équations. 

4.°  Et  l’on  verra  de  même  que  le  nombre  des  termes  qu’on 

Eeut  faire  difparoître  dans  l’équation-produit , par  la  féconde  ûc 
l troifième  équations , eft 

■•.*«.  __  N(uA+*+*\*c....nJT+'+rA<i 

+ NfuA+‘+a+‘"-ic‘-...n)T+‘+,'+,"-,‘c-. 

Et  l’on  voit , en  général , qu’il  fera  toujours  facile  de  trouver 
l’expreffion  du  nombre  de  termes  que  l’on  peut  faire  difparoître  y 
à l’aide  d’un  nombre  quelconque  d’équations. 

G’eft  en  envifageant  les  chofes  de  cette  manière,  que  nous 
allons  actuellement  traiter  les  équations  incomplettes  de  différeris 
ordres.  Mais  pour  ne  point  interrompre  le  fil  de  ce  que  nous 
dirons  fur  cette  matière  , nous  placerons  ici  quelques  notions 
utiles  pour  la  réduction  des  différentielles  que  nous  reucott» 
trerons. 

Notions  utiles  pour  la  réduction  des  différencielles  qui 
entrent  dans  [ expreffion  du  nombre  des  termes  d'un, 
polynôme  d’un  ordre  quelconque . 

( 17 5*)  L’expression  du  nombre  des  termes  d’un  polynoma 
incomplet  d’un  ordre  fupérieur  au  premier , renferme  , comme 
on  l’a  vu  ( 17 1 ),  des  différences  fécondés.  Les  variations  de 
ces  différences , lorfqu’il  s’agit  d’appliquer  à la  recherche  du 
degré  de  l’équation  finale  , font  des  compofés  des  variétés  dès 
expofans  des  équations  données  ; mais  pour  pouvoir  démêler  parmi 
ces  différences  fécondés,  quelles  font  celles  dont  la  réunion,  par 
•les  (ignés  -H  ou  — , peuvent  former  des  différencielles  exactes 
d’un  ordre  égal  au  nombre  des  équations , il  eft  néceffaire  de 
'décompofèr  ces  différences  fécondes  , en  d’autres  différence* 
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fécondés , dont  la  variation  foit  la  même  autant  qu’il  fera  poC- 
fible  : c’eft  dans  la  vue  d’en  donner  les  moyens  que  nous  plaçons 
ici  les  notions  fuivantes. 

(17  6.)  Si  l’on  a une  quantité  telle  que  d \_F  (u /]...(  ° ) 

dans  laquelle  par  F Çu)  nous  entendons  une  fonâion  quel- 
conque de  u j 6c  quon  demande  de  la  décompofer  en  diffé- 
rencielles  dont  l’une  ait  a pour  variation , fie  l'autre,  b pour 
variation , on  aura 

En  effet,  il  eft  facile  de  voir  que  l’accroiffement  que  prend 
F (u),  lorfque  u devient  u -+-  a •+■  b,  eft  compofé  de  l’accroif- 
fement  que  prend  F (u) , lorfque  u devient  « -+-  a,  fie  de  lac- 
croiffement  que  prend  F ( u a) , lorfque  u a devient 
u •+■  a •+*  b. 


(177.)  Donc  par  lamÊmeraifon  dd[_F(u), e+(f) 
- ' ' ] * * ’ ( M + a)  + ^ - J » • ' * ( ) 


* ddlF(u)j:..r  )+4<[F(u  + e)î.. 

•b  d d [ F (a -ba)].. . ^ ^ ^ -h  dd  [ F(  u-ba-+- c ^ ^ d 

(17  $.)  Si  au  contraire  on  avoit  d [FfuJ]  ...  ( " t)>on 

+ diffusa  D.  ••("*'). 

(179.)  Et  fi  on  avoit  d [ F(u) ] . . . A ] _ t ) , on  aurait 


d[F(u)]...^m_iyj=d[F(a)-\...^J‘>!  ^.d[F(u~a)}... 

( 180.)  Les  quantités  auxquelles  nous  aurons  à appliquer  ces 
principes , font  des  quantités  de  cette  forme 


AJUf  A + ‘ + a' 

adJVÇu  .. 


,n) 


T+i-bf 


r-T-bl+f 

L—  (»'— T'j.o 


. A + t-b  *'  -fl 

• — I y 

O,  — (tf-J-f-H  — m ) J 


dans  laquelle  les  deux  variations  de  T-+-  r-f-  r'font  — (d— t)  fie  0; 
fi.  celles  de  A -+■  a d font  o,  fie  — (a  — a •+■  a7  — °! ) î 
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©r  l’objet  fera  de  réduire  ces  différencielles  à d’autres  où  il  n’y 
ait  d’autres  variations  que  — ( t'—  t' ) , o , — (a!  — al)  fie 
» — ( a — a).  On  aura  donc 

a+7+7  x 


. j ...  A-4- a + d' 

T+«+»' 

j T+«  + f 

4 4 N(  u . . 

•n)  . . . | 

l-(«'  -T),o 

. , ...  A+t  + «' 

T+i-M' 

/ T+î  + t'  , 

ta 44N(u  •. 

• fi)  • ••  | 

T+f+i* 

/ T+t  + t'  , 

•4-44N(  u .. 

•n)  . • • j 

t- (*'— 7j,o 

. A + t+a'  v 

* o. 

Au  refie  , quoique  toutes  les  variations  qui  fe  rencontreront 
dans  les  différencielles  qui  vont  fe  préfenter,  foient  négatives  , 
nous  les  préfenterons  fous  une  forme  pofitive , pour  plus  de  fim- 
plicité  : comme  leur  réfultat  doit  être  une  différencielle  d’un  ordre 
égal  à la  dimenfion  de  la  quantité  différenciée , cela  efl  indifférent 
( 1 6 ) pour  la  valeur  finale. 

Problème  XXV. 

— “ t-4p  — 1 „ 

Soient  (ua- *. . . n) ‘ ‘ «=o , (u*-*' . . . n)''‘  = o , (u *’•*’. . .n) ' = O , fcc* 

un  nombre  n d’ équations  incomplettes  du  fécond  ordre , renfermant 
chacune  les  mêmes  inconnues  au  nombre  de  n.  On  demande  le  degré 
de  1‘équation  finale.  . . _ . 

( r 8 I.)  Concevons  d’abord  qu’il  n’y  ait  que  deux  équations! 

& feignant  que  nous  avons  multiplié  la  fécondé  par  le  polynôme 
(uA...n)T_,  ce  qui  donnera  le  polynôme  du  fécond  ordre 
( UA + •'.*+• ' . . .n)  * * T + ‘ y imaginons  que  nous  multiplions 

celui-ci  par  la  première  équation , ce  qui  donnera  le  polynôme 
du  quatrième  ordre 

( uA+*-h*‘, A+£  j T+  t+e.  r+V+c.T-f-r t+7 +7 

■ dans  lequel  l’ordre  des  quantités 

^ -t-  d A -h  a'  -b  a,  ^ + d'  + dj  ^ + û1  + d j 

& des  quantités 

r + i + i1,  r+7  + i,  r-h  •'  -4-7,  t -4-7 -4-7 
N’eft  affujéti  qu’à  l’égard  de  la  première  & de  la  dernière  qui 
font  telles  que  la  première  eft  la  plus  petite  ; ôc  la  dernière  la 
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plus  grande  dans  la  première  fuite  : c’eft  le  contraire  dans  la 
Seconde  fuite. 

Quant  aux  deux  quantités  intermédiaires  , la  première  peut 
être  plus  grande  ou  plus  petite  que  la  fécondé. 

Cela  pofé  , il  eft  facile  de  voir,  i.°  Qu’on  peut  toujours  faire 

difparoître,  dans  le  polynôme  ('uA+d’A'*“‘ .. . n JT+,'»T+,‘ , à 
l’aide  de  la  fécondé  équation , un  nombre  de  termes  exprimé 
par  N ( uA ...  n)T.  ■ 

2°  Qu’on  peut , pareillement , à l'aide  de  la  même  fécondé 
équation , faire  difparoître  dans  le  polynôme 

un  nombre  de  termes  = N f , . n jT+t,  t+  ». 

Donc  fi  on  conçoit  qu’ayant  pris  arbitrairement  un  polynôme 
de  la  forme  (uA+a '•  A+a  . . . n)  T+  on  multiplie  1a 

Première  équation  , par  ce-polynome , on  pourra  toujours  réduire 
équation  - produit  qui  en  réfultera , à un  nombre  de  termes 
exprimé  par 


A-+  o'  + a , A+a'+A,  A+ê'  + a tA+a’  4-  * 


. *'+<#  i -4-i»  T4*  j'4-0  T+  * 4*  f 


N(u  ' ' ' * ..  . . ~ 

A+a,A  + a T+i,T+t  A+a',  A+7'  T-M',  T-H7  A T, 

•»•»(«  •••")  —N(u  ..m)  +tr(u  4 

( Ig2.)  Suppofons  à préfent  qu’il  y ait  trois  équations;  & 
prenons  un  polynôme  de  la  forme 

jfaA +*+***  A+a-t-*’ , + •*  4- J*  # # ^r4-f’4-<"j  7*4-  *•+■*%  X4-f  4“*  '»  Xty-  *'  4“ 


iforme  dans  laquelle  les  variétés  des  expo  fins  de  u , ainfi  que  celles 
des  expofans  du  polynôme  peuvent  fe  fuccéder  dans  plufieurs 
ordres  différer  s. 


Concevons  qu’on  multiplie  la  première  équation  par  ce  poly- 
nôme ; on  aura  une  équation-produit  dans  laquelle  la  fuite  des  ex- 
pofans de  A , & celle  des  variétés  de  T,  feront 

^ 4*  4~  4“  dr/»  A 4- d 4*  d'4"  A 4”  d 4“  o!  4-  ot11»  A 4-  d+  <i,4~  a1'  > A 4—  & 4~  ûf4“ 

# A 4~  *1  4“  *i'  4-  A 4*  4-  il'  4-  &"%  A 4-  u 4~  u'  4“  nr/» 

J4-/-W'4-f'\  14-/4-74-1",  T-+-  t 4-  ï 4-7',  X 4- *4-7' 4-7',  T4-7-+- ^4- 
r4-i4-l'4-  l",  r4-i  4-  <r4-/~,  T 4-74-  f'  -t-  /"• 
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. Et  fi , pour  abréger  , on  repréfente  le  nombre  des  termes  de  ce 
polynôme  ou  de  cette  équation  - produit , par  N',  on  verra  ; 
i.°  qu’on  peut  toujours  réduire  le  nombre  des  termes  du  poly- 
nôme-multiplicateur, à un  nombre  exprimé  par 


N(a 


A+*  + *r.A  + a +a'.A+»'  + *\j 


•n) 


T+  «'+  T+t  + T+i'+fJ+^+r 


A+m\A-fl‘  T+f.T+> ' A+a\A+*  T+f.T+71  A T 

—•A '(u  ...n)  — N(u  ...n)  -*-N(v  ...n)  ? 


& cela , à l’aide  des  deux  dernières  équations. 

2.0  Et  que  par  conféquent  à l’aide  de  ces  deux  mêmes  équations, 
& des  coéflïcien?  du  polynome-multiplicateur , on  pourra  réduire 
l’équation  - produit  à un  nombre  de  termes  exprimé  par 


...  A+*+S,A+é+S,  A + a + a'  T+t  + i!,  T+t+f.  T + t+i,  T 4-H-7 

N'—N(u  ) 

A+m+*".  A+.+7\AA^+é\A+ï+7-  T+t+t'.  T+i+P.  T+7+«*.  T-t-T+T* 
— N(u  ) 

H- J v(uA  + ‘-A  + r)T+,-T+T 


^+i'+i'M+.l+r,*fi'+.'/x+7+i,,î+i,+  i',T+i4>«,,*('i,+^T+r+iT 
—N(u  ) 

±N(uA+a-  A + ‘)T+  ••T+~+V(uA  + ^ + **  )T  + T + 7,-N(uA)T. 


Il  eft  facile  de  voir  maintenant , comment,  pour  un  nombre 

3uelconque  d’équations , on  trouvera  te  nombre  des  termes  reftans 
ans  l’équation  - produit. 

( I 8 3«  ) Donc  s’il  eft  pofïible  d’avoir,  par  ce  moyen,  une  ex- 
prefiion  générale  du  degré  de  l’équation  finale  de  ces  fortes  d’é- 
quations , il  faut  que  l’expreiïion  du  nombre  des  termes  reftans  , fe 
trouve  être  une  différencielle  exacte  de  l’ordre  n. 

Si  la  chofe  n’a  pas  lieu , c’eft  une  preuve  que  la  forme  que  nous 
venons  de  prendre  pour  le  polynome-multiplicateur,  n’eft  pas  celle 
qui  convient  généralement ,.  & que  ce  polynôme  eft  d un  autre 
ordre. 

( I 8 4- ) La  forme  que  nous  venons  de  prendre  pour  le  poly- 
nome-multiplicateur, eft  bonne  généralement  pour  les  équations 
à deux  inconnues , incomplettcs  d’un  ordre  quelconque.  Il  n’ert 
eft  pas  de  même  pour  un  plus  grand  nombre  d’inconnues  : elle  ne 
peut  avoir  lieu  que  dans  certains  cas. 

i • . 
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Voyons  d’abord  comment  elle  a généralement  lieu  pour  Ie< 
équations  à deux  inconnues , incomplettcs  d’un  ordre  quelconque. 
Nous  verrons  cnfuite  quelque  cas  où  elle  a lieu  pour  les  équations 
incomplettes  à un  plus  grand  nombre  d’inconnues , fie  nous  ter- 
minerons  en  faifant  voir  comment  on  arrivera  à déterminer  cette 
forme  dans  les  autres  cas. 

( I 8 5 * ) Suppofons  donc  deux  équations , 6c  deux  inconnues. 

Je  prends  donc  , pour  polynome-multiplicateur,  un  polynôme 
dç  cette  forme 

(uA+a’’A+t'  ...2jT+t'>  T+‘, 

L’équation -produit  qui  eû  alors 


Vf-Ua-t-o'»  yl + A + a+a’,  T+i  + i',r  + i+i',  t+t+i’,  1+  *+7 

préfente  les  deux  cas  fuivans  relatifs  aux  expofans  de  u , 6c  les 
deux  cas  fuivans  relatifs  aux  variétés  dans  les  expofans  des 
dimenfions  de  cette  équation 

si  -i~  a a'  < + + 4',  8c  -t-  a -J-  a'  > .4  -f-  a -fr-  a1  t 

t -+-  » -t-7  > r+7+  x' , & r*i  +7  < r ^ 7 * x', 
qui  font  la  même  chofe  que 

a — a > a1  — a'  , & a — a < <?—  J 


t — x > t'  — x'  , Sc  x — x < x1  — x'. 


Et  comme  chacun  de  ces  deux  derniers  cas  peut  avoir  lieu 
avec  chacun  des  deux  premiers , il  s’enfuit  qu’on  a les  quatre 
ras  fuivans. 

x — 7 > t'  —7  ,•  a — a > a'  — a' 

r —7  > x’  — 7;  a — a < 7 — a' 

t —7  < x’  —7  ; à"  — a > — a1 

x —7  < t'  — ~P  i a — a < a'  — a'. 


Dans  le  premier  cas , l’équation-produic  fera  telle  que  nous 
venons  de  la  repréfenter. 

Dans  le  fécond  cas,  fa  forme  fera 

+ * + «'.  A + a -t-  a ' , a + a + .'  T + c + i',  T-f-  « T4-«+> 

"•‘J  c’eft-à-dire. 
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c’eft-à-dire , quelle  fera  un  polynôme  du  troifième ordre , parce 
que  dès  la  dimenfion  T+f + ? , le  plus  grand  expofant  de  a 
étant  plus  grand  que  la  troifième  variété  A a -t-  a' , celle-ci 
n’eft  plus  une  variété. 

Dans  le  troifième  cas , la  forme  fera 

a'tA+a  + *',A+a  + a'  T -ht  -f-  * > T -4-  <4-  T-f-  * 4-7r 
(u  j 

puifque  l’expofant  A -4-  a -+-  cl , plus  grand  que  A -+-  a -f-  â7, 
entrant  dès  la  dimenfion  T -h  t -h  t'y plus  grande  que  T -t-  r 
couvrira  la  variété  A -+-  a -4- a',  laquelle  ne  fera  par  conféquent 
plus  une  variété. 

Dans  le  quatrième  cas , la  forme  fera 

, r+i+i'( r+i+i^r+i-f t, r+(+? 

(«  • 

Donc  y dans  le  premier  cas  , fi  on  nomme  D le  nombre  des 
termes  reftans  dans  l’équation  finale , on  aura 


A+a  + *',A+a  + à,A  + *+a,A+a+j'  T+(+r',T+i  + ï,  T+t  + 11^  r+i+7 

D = N(u  ...x) 

A+a.A+7  T+t,T+ï  A+Ï.A+V  T + t.T+T  A T. 

— N(u  ...x)  —N(u  ...t)  -+-A r(u  ... » ) • 

Or  ( 171  ) on  a. 

....  A+a+a\A+m*l~A',A  + it+B\A+a-i-*'  T+  t +1  \ T+«  -f.  t , T-+- t ■+• 1\  X-+-* 

I .N  (U  ...l  ) 


-.N(u 


A+a+a'  2 + f 


.x)— — -Jd ...x)r+,+t\..(r+-+':  \ 

t ,0  o.B—B+B—mf 

A+7+7 


— 4 d N ( u P . • » ) • . • l — — • _ 1 

V|-l-l'+l,0  O,  a — j./ 

.....  ^+«  + 4'  T+i+i1  / I+«  + «'  ^ + 

— ddN(u  •••t)  •••  l . _ : _ I. 

' I — t',o  O,  d — â'  / 

. , ^ + .t  + *#  r+*  ...  ^ « r+t 

*.°  N(u  ...x)  =A 

^ +1  . T+t  t T -h  t A + * \» 

' N f — f,  o o,  d — a / 

y°  N(u  ...x)  = JV(«  ...x) 

A+V  xT+‘'  ( T+t'  • AJrT  ^ 

• -*d*f(*  •••*;  •••  v,w,o*o.t-.J* 

v 


t 

« 


> 

» 


1 

> 
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D’ailleurs  (180)  on  a __ 

(T  + t + i'.  A+T+T'  » 
f'  — T7,  O O,  a — a u — a'  / 

i+*'  / th-  « + «'  « v<+7+  <>'  \ 

* * ' \ »'  —T,  o o , o — a ' 

i'  / r+  n-  <•  „ a + a + ôV 

\ f1— 7,0  " o,7—o'  ' 


,<  + o + ,r  + i + i 

B.®  d d jvc u 

^ + j + «'  , 7 + 

r — d d N(  u • • • 1 ) 


dd  N(u 


A H-  * 4-  j' 


»; 


T+i  + ( 


ï."  «frf  JVCk 


A + o + 


.tJT  + t + t / T+t  + r ;/t+_*+o\ 

* ' * V « —T  — 1 +7, o ‘ o,o  — o ' 


yt  + a+7  T+H-l  fT+t  + ‘ A+a+*\ 

=zddN(u  ...*)  . • 0<7_  „ ) 

>(4.7+4'  T + r + «'  /r+i  + r,^+«+4’\ 

— ddjv(u  „ • 0>7_a  y* 

Faifant  donc  toutes  les  fubftitutions  , on  aura 

ij.7+7  T+<-fi'  >4-f-<*  T-+-*'  . x A + *'  T- 4-f'  >4  ! 

JV^u  — *)  —N(u  ...1)  —M(a  ~.i)  +N(u  ..  1) 


— <*<*  N(u 


A «+■  a 4-  «’ 


t + c-h*'  / r + f + i'#^  + « + *'\ 

• l]  • • • Y — : • — J 

' \ t‘ — t t O o , a — a • 


~dd-N(uA+‘  + a’... 


t + i+«‘  /r+i+i'  > + < + o- ■v 

i J • • • l — : • — , J 

/ ' 1 — t ,0  o,  d — fl  ' 


— dd  N(u 


A+  a + 0' 


T+  *+<'  / T+*  + *‘  # ^+fl  + fl‘  \ 

,1  ) •••V  — • — / 

y 1,0  O,  41  — 0 ' 

A -f-T-f-â-'  T+7+  *'  ( T + t +*  m A+  4»+â\ 

*-ddN(u  *•  -V  . -7,0  • 0,7-0  J 

\-ddN(u  * • ••(.  f._T  o • 0>7_4,  ) 


H-  d d N(u 


A -h  a 


r+  « 


' t — i,  o 0 , a — a ' 


' V i — i,o  o,  fl  — fl  ' 

Préfentement , fi  on  fait  attention  que 

..  jj.,/  T + i + i!  / T + t + t- a + *+ * \ 

*.•  -édV(u  ...i)  * * ' V e>  _7',  o ’ o,7-.  / 

..  .(T  + 7^r;y,4?4'7) 

\ I — t , o 0,0—0  ■ 


i,,  ■*  + ‘ + a'  ,r+«  + f 

4-  dd  N(  u . • , » ) 
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*=~d  N(*  “ ■\«'-7,o.«_r+(_V:  o,7-.,o  ) = *• 

2.0  Que  pareillement r+,+“  : ^+J^*  ) 


,,  ^ + * ,r+l 

dd  N(u  ...  i J 


.1  -<•*-«  -*•«  T + « « 

«=  — d N( u • . ..t  J 


...(  Tt/:  A-  * ) 

' t — t,  O O,  a — • f 

( T+,+  .^:  A + 7+?  \ _ 9i 

— tso,t  O,*-—*,  a' J 


3.0  Qu  e-dif/(uA  + t + a'  ...■>) 


r+i+i'  / r+T+«'. *+*r\ 

*V  g'  — t \ O 0,4-l' 


dd  N(a 
A 


A + 


7 T + ï f T+,‘  . >+.  \ 

...»>  * ••V,_7>.o'o.T--«  / 

.1  + 7+?  T+.7+I'  / T + 7+  f A +7+  ~ \ 

r=  — - <2  Jv(u  ...  i J •••V.  — — • — ; . — y = ®* 

7 Vr-t^o,!  O.a-I,!7 

4.0  Et  qu’enfin 

,,,  4^7+7  T+t+t'  A+à  T+f  A+*‘  T+t'  ^ .* 

A'f»  ...ij  — N(u  ...t)  —AT(u  ...i)  -a-NÇu  ,..i) 

yt+T+7  r+«  + «'  / T + « + t . ^+T+7  \ 

= d d N ( u . . . I , • 

On  verra  que  la  valeur  de  D le  réduit  à 

n — JJ  ur  A + T+t  + t'  sT+t+t'  A + T+T\ 

D = ddv(u  ) ...(  â |t  ; ) 


J J Ht  f A+*+*  T+t+t' 

— dd  N( u • • • %) 


i(T+_,+,yt.+rv 

' t — t \ O O,  a — *r  / 

Ceft-à-dire  , U = t7 — (t  — â).(if — ~3) — (t1—  7)  . (?—  a1)* 

( I 8 6-  ) Après  le  détail  que  nous  venons  de  donner  au  calcul 
du  premier  cas , il  eft  fans  doute  fuperflu  de  nous  arrêter  de  même 
fur  chacun  des  trois  autres  : nous  nous  contenterons  donc  de  don- 
ner les  réfultats.  Mais  auparavant  , nous  ferons  obferver  que  fi 
a fie  a repréfentent  les  deux  variétés  des  expofans  de  la  féconds 
inconnue  dans  la  première  équation  ; ôc  que  dy  a.'  repréfentent 

les  quantités  analogues  pour  la  fécondé  équation , on  aura  relatif 

* • V ij 
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vement  à cette  fécondé  inconnue  les  deux  cas  fuivans 

a" — a > a 1 — a'  & a — a < a ' — a' , 

lefquels  pouvant  avoir  lieu  avec  chacun  des  quatre  précédens , il 
en  réfulte  que  la  valeur  du  degré  D de  l’équation  finale  dans  les 
équations  incomplettes  du  fécond  ordre  , à deux  inconnues , eft 
fufceptible  de  huit  valeurs  relatives  aux  huit  différons  rapports  de 
grandeur  entre  les  expofans  des  équations  6c  des  inconnues. 

On  trouvera  ces  huit  valeurs  telles  qu’on  les  voit  dans  la  table 
fuivante , où  pour  abréger,  nous  avons  fait 

Table  des  differentes  valeurs  du  degré  de  l'équation  finale  dans 
tous  les  cas  pojfibles  des  équations  incomplettes  du  fécond 
ordre  , à deux  inconnues. 

Cas  Valeurs  corrcfpondantes  de  D. 

»— T < t1 — T7;  a — a <a’—  a';  a — a<Z  q‘—a' .. . . D = D' — ( t — s ) .(a  — a -f-  a — a) 

t — 7<  »' — l'i  a — a > a' — a';  a — a <a' — f • • . • D — D‘  — ( t — t).  (a‘ — a'-+-  a — a ) 

t — • t <i' —T7 i a»-a<u'— a';  a — a > a'—  a'  ••  • • ■D  = D'—  ( t — t) . (a  — ai- a' — a') 

t — «■<«’— T7;  a — a>a  — a';  a — a>a' — a' ....  D=.D'  — ( t — t ).(a! — a’-t-a' — a') 

' i ' ' ' 

t — i>i'— l'j  a — a <a' — a';  a — a <a' — a' ....  D =zD‘  — (Y  — i"j.  ( a — a -h  a — a ) 
t — »><’—«',■  a — a>  a'— a';  a — a <a' — a' ....  D = D‘  — (t'—t’J.  ( u'—a'-hq  — a ) 
»—•«>«' — t’ ; a — a<a'—  a';  a — a >â7 — a1*..  • — t').  (a — a-bq'—ar) 

, — l’ i a — a > a — a'i  a — a >a' — a' ....  D=D' — (t1 — t (a' — a'-t-a' — a' y, 

(I  870  Suppofons  a&uellement  que  les  deux  équations  pro- 
posées foient  du  troifième  ordre  , 6c  repréfentées  par 

(uc‘ o,  (ué • * • ‘ a)‘ — O. 

D’après  ce  qui  a été  dit  ( 1 8 1 & fuiv.  ) , on  doit  prendre  pour 
polynome-multiplicateur  un  polynôme  de  cette  forme 

( yA  + * » A + a , A + *'  * * * 2 J T+t\  T+  t , T+ 1'  * 

alors  l’équation-produit  aura  pour  variétés  dans  les  expofans  de  u x 
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2c  pour  variétés  dans  les  expofans  de  fes  dimenfions , les  deux 
fuites  ci-deffous 

A+a  4“*  '»  A+a-t-a’,  A+  a+  A+a+a,  A+a+a  A-j-  a 4-  <*'  A + a+~a  t 
A 4-  a + a\A+a  + a' , 

3'+*+*',  T+7+i’,  T+74-*'*  T4-I+T,  T+t+?,  T+T+F,  T+t+7\  » 
T4-T+T,  T 4-7-f-  r. 

Suites  dans  lefquellcs  l’ordre  de  fucceflion  des  différens  termes, 
peut  être  différent  de  celui  qu’on  voit  ici , félon  les  différens 
rapports  de  grandeur  des  quantités 

a,  a’  i a,  ’a'i  a,  a1  i i,  t'i  »,  P/  T,  P; 

il  n’y  a que  les  deux  extrêmes  dont  la  poficion  ‘dans  chaque 
fuite  foit  invariable. 

Mais  pour  nous  borner  au  calcul  d’un  feul  cas  , fiippofons  que 
l’ordre  aétuel  de  ces  quantités  foit  celui  qui  convient  à leurs 

rapports  de  grandeur  ; c’eft-à-dire  , fuppofons  A -f-  a ■+■  al  le 
plus  grand  de  tous  ; A •+•  a -+•  a'  plus  grand  que  tous  ceux  qui  le 

précédent , mais  plus  petit  que  celui  qui  le  fuit  ; A -+-  a -+-  d plus 
grand  que  chacun  de  ceux  qui  le  précédent , mais  plus  petit  que 
tous  ceux  qui  le  fuivent,  & ainfi  de  fuite;  fuppofons  le  contraire 

pour  les  quantités  T-w-Hr',  T-W-+-  r7 , prifes 

dans  le  même  ordre.  Toutes  ces  conditions  le  réduifent  aux 
fui  vantes 

a'  — a 1 > a — a ; a'  — a1  > a — a 
»'—»'>«  — 

L’équation-produit  fera  donc  alors  un  polynôme  incomplet 
du  neuvième  ordre  ; le  nombre  des  termes  qu’on  pourra  y faire 
difparoître , à l’aide  de  la  fécondé  équation , fera  celui  des  termes 

du  polynôme  ( itA+a ■ A+‘.A+» . . . 2)  T+t-  T+‘. 

Et  le  nombre  des  termes  qu’on  pourra  faire  difparoître  dans 
le  polynome-multiplicateur,  à l’aide  de  la  même  fécondé  équa- 
tion , fera  celui  des  termes  du  polynôme  (uA  ...  t.)t. 

Donc , fi  on  repréfente  par  N1  le  nombre  des  termes  de 
l’équation-produit  ; par  N"  celui  des  termes  qu’on  peut  y faim 
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drfparoître  à l’aide  de  la  feconde  équation  ; par  N"'  le  n ombré 
des  termes  du  polynome-multiplicateur  ; & par  Nn  le  nombre 
des  ^termes  qu’on  peut  faire  difparoître  dans  ce  dernier , à l’aide 
de  la  fécondé  équation  , on  a actuellement  les  valeurs  de 
N',  N" y N'",  N". 

Si  on  traite  ces  valeurs  comme  nous  avons  fait  ( i8f  ),  & qu’on 

tubftirue  les  réfultats  dans  l’équation  D = N1 N" N'"-+-  N" 

P repréfentant  le  degré  de  l’équation  finale  , on  trouvera  * 

i)^v+T+V+'+,,...r+,+,'-^M 

‘ — yrfAr('«>r+7+*;T+,+,’..Yr+i+r*  V 

' * O p a — a -f-  a — a ? 

-dd* ■Ck/t+T+‘\)T+,+~  ' / T+>  + T'  a + r+r  \ 

’ t 1 1 O O t n — 0 j — j1  / 

' * — tt  G 0,i-j4 -a'—*/ 

-t-  ü +7+T;r+T+T'..Y  r+-L>7' . ',+7+?  ), 
eefl-à-dire,/)^  u'  — ( /— Tj . (d—  <dj  — (V— 7j . f?—  «•+?'  — «*j 

( 1 t ),(  a — <i-4-  a-—  a'  ) — (t  — • t ) , ( a — a -4-  a'  — a ' ^ — 
f r *)•  (**— » a -4-  a'  — «i'J  -f-  — i/.  (ar  — a' j / 


qui  en  faifant  attention  que  r—  t — t , fe  réduit  à 

^ — lt  ' — ( t — a)  . (V—  <d  J — t(  t — t ).(  u ~-a  — t).(d  — a) 

— (n  — T— ?_) . (a?—âr). 

On  trouvera  de  même  la  valeur  de  D qui  convient  à chacun 
des  autres  das  auxquels  peuvent  donner  lieu  les  rapports  de  gran- 
deurs des  quantités 

.*  — a>  d — a,  a — a,  a — a' , a'  — ü7,  a -*•  <d  / 

<—<>*  — »>  ‘ — t,  t’  — i' , d — T,  ~F — d ; 

ét  cela  y foit  que  1 éqrrarKm-produk  /bit  , comme  d»ns  le  cîé 


Digltized  by  Google 


ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  if5> 

r;ue  nous  venons  d’examiner , un  polynôme  incomplet  du  neu- 
vième ordre  , fort  que  , comme  il  arrivera  fouvent  aufli  par  les 
rapports  des  quantités  t aux  quantités  a , elle  foit  un  polynôme 
de  tout  autre  ordre  inférieur. 

Et  d’après  ce  que  nous  avons  dit  ( 186  ),  on  n’aura  plus  de 
peine  à trouver  la  valeur  de  D , ayant  égard  aux  quantités  ana- 
logues à a , a , a , a',  a',  a',  pour  la  fécondé  inconnue. 

( I 8 g.  ) En  général , fi  l’on  fait  attention  que  pour  les  équa- 
tions incomplettes  de  quelque  ordre  que  ce  foit , à deux  inconnues, 
le  degré  de  l’équation  finale  eft  toujours  exprimé  par  une  fon&ion 

Ïui  n eft  compofée  d’aucune  différencielle  dun  ordre  moindre  que 
: fécond  : on  voit  que  dans  quelque  cas  que  ce  foit , on  pourra 
toujours  afligner  la  fonftion  des  expofans  des  deux  équadon3  - * 
-données , qui  eft  l’expreflion  du  degré  de  l’équation  finale. 

(189.)  Il  n’en  eft  pas  de  même  dans  les  équations  à un 
plus  grand  nombre  d’inconnues.  La  forme  que  nous  avons  indiquée 
11816” Jtûv.  ) , ne  fera  pas  toujours  propre  a réduire  l’expreflion  du 
degré  de  l’équation  finale  à être  une  fonction  de  différencielles 
dont  aucune  ne  foit  d’un  ordre  moindre  que  le  nombre  des 
inconnues.  Par  exemple , pour  les  équations  à trois  inconnues , 

de  la  forme  (u*‘  m. . . 3 )’■  ’ = o ; le  polynôme  - multiplicateur 
ne  peut  pas , généralement  parlant , être  un  polynôme  incomplet 
d’un  ordre  moindre  que  le  polynôme  - 

C u A +«■+  *.A  + a +•  7,  A + • •+■  a",  A+  a + 7\  _ # T+ï+t‘,  T+t'  + ~,T+  T+f,  T+  ~+? 

qui  eft  celui  (181  & fuiv.)  qu’on  doit  en  effet  prendre  pour  poly- 

nome-multiplicateur  de  l’équation  (ua‘a ...  3 )‘‘‘  = o ; mais  il  fe 
peut,  & il  arrivera  dans  plufieurs  cas , que  ce  polynôme -multi- 
plicateur devra  être  incomplet  d’un  ordre  fupérieur.  Il  n’eft  pas 
néanmoins  impoflible  de  déterminer  d’une  manière  direfte  quelle 
doit  être  cette  forme  dans  chaque  cas  , & par  conféquent  le  degré 
de  l’équation  finale  en  fon&ion  des  expofans  des  équations  ôc 
des  inconnues  ; mais  c’eft  un  travail  extrêmement  compliqué. 

Nous  allons  faire  voir  quelques-uns  des  cas,  où  la  forme  indiquée 
( 1 8 1 & Juiv.  ) eft  fuffifante  : nous  donnerons  enfuite  une  idée  de 
la  marche  qu’on  doit  tenir  pour  déterminer  le  degré  de  l’équation 
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finale , dans  tous  les  cas  ; & nous  verrons  dans  le  fécond  Livre 
que  le  procédé  que  nous  enfeignerons  pour  l’élimination  '9 
conduira  toujours  a l’équation  du  degré  le  plus  bas  poflïble  , 
quand  même  on  n’auroit  pas  de  moyens  pour  s’aflurer  antérieu- 
rement de  ce  degré. 

( 190.)  Propofons  - nous  donc  de  déterminer  le  degré  de 
l’équation  finale  pour  trois  équations  à trois  inconnues  de  la 
forme 

(ua‘“...  0 , (u‘‘*  . . . 3 )'•''=  0 y C U . . . })'"•*  = O. 

Prenons  pour  polynôme  - multiplicateur  de  la  première,  le 

polvnome 

Ç y a*+o  \ A+a  +«"  ( ( i y J 74-  i+i’.T+i  4-*  . 7*-f  1 +*  «r+i 

dans  lequel  l’ordre  des  quantités  peut  être  différent  de  ce- 
lui qu’on  voit  ici  , félon  les  rapports  de  grandeur  de  ces 
quantités. 

L’équation  - produit  fera  un  polynôme  du  huitième  ordre  , 
dans  lequel  les  variétés  des  expofans  de  l’inconnue  u , & des 
expofans  du  polynôme  feront  telles  qu’il  fuit 

él a"t  A + a.  + u *,  A + a + iif+  A -f-  a -f-  a1  air9  A -f-  u H-  û1  -t“ 

A -+■  u — H - f-  u'\  A -f-  u -f-  u'  -4—  A -f-  (i  -+-  u1  •+•  u’*  / 

T-t-t-h  ï+t",  «-<-  l'-t-T7',  r+i+7+i",r+i+7+i!T,  T-h~+t' -t-t", 

T -4-  1 -+-  T -+-  t -f-  1'  -f-  T 1 t'  t". 

Si  on  nomme  N' le  nombre  des  termes  de  cette  équation; 

N " le  nombre  des  termes  qu’on  peut  faire  difparoître  dans 
cette  équation , à l’aide  de  la  fécondé  ; 

N"'  le  nombre  des  termes  qu’on  peut  y faire  difparoître , à 
l’aide  de  la  troifième  équation  ; 

N"  le  nombre  de  termes  qu’à  l’aide  de  la  troifième  équation, 
on  peut  faire  difparoître  dans  le  polynôme  , à l’aide  duquel  on 
peut  faire  difparoître  le  nombre  N"  de  termes  dans  l’équation- 
produit. 

Si  on  nomme  pareillement  N',  N",  N1",  Nir,  les  quantités  qui , 

pour 
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pour  le  polynôme  - multiplicateur  , font  analogues  à ce  que 
font  N',  N ",  N"\  N"  pour  l'équation-produit  , on  aura  pour 
I’exprefllon  du  degré  de  l’équation  finale 

D = N'~N"  — N'"+-  N"  — N'  + N”+-  Nm  — TV1». 

Or,  d’après  ce  qui  a été  dit  ( 171),  il  eft  facile  d’avoir  Nr 
pour  un  cas  quelconque  des  différens  rapports  de  grandeur  des 
expofans.  Quant  à N" , N1" , N" , N',  &c.  il  eft  facile  de  voir 

que  N"  eft  le  nombre  des  termes  d’un  polynôme  incomplet  du 
quatrième  ordre  dont  les  variétés  font  telles  qu’il  fuit 

A -+-  a ■+■  d* , A -fr-  a -4-  a" , A -4-  a -4-  on , A -b  a -b  a" 

t -h  t ■+■  t",  r * -h  F,  r -h  7 -t-  r -+-7  h-  7”. 

Que  N'"  eft  le  nombre  des  termes  d’un  polynôme  incomplet 
du  quatrième  ordre  dont  les  variétés  font 

A -4-  a a!  t A + a + a" , A -4-  a -4-  a 1 , A + <x  ■+■  ® 1 

T '+■  i + r + f *4*  i’i  r + < ^ r + < 4*  t*# 

Que  N"  eft  le  nombre  des  termes  d’un  polynôme  incomplet 
du  fécond  ordre  dont  les  variétés  font 

A “4“  ci  y A -4“  a, 

T -4-  / * T -b  T. 

Que  N'  eft  le  nombre  des  termes  d’un  polynôme  incomplet 
du  quatrième  ordre  dont  les  variétés  font 

A + a’-h  a",  A -t-  a'-t-ü7’,  A -t-T'-t-a",  A -h  T7 -H 7' 

r-*-  «'-t-  t ",  t -h  t’  -t-  7",  t 1" , t - 1-  7-t-F. 

Que  N"  eft  le  nombre  des  termes  d’un  polynôme  incomplet 

du  fécond  ordre  dont  les  variétés  font 

A -4”  y A + d" 

T -b  f",  T -h  V’. 

Que  N " eft  le  nombre  des  termes  d’un  polynôme  incomplet 
idu  fécond  ordre  dont  les  variétés  font 
A -b  (C  y A ~b  u 1 


T rfj  t1  } T ■+■  t\ 


X 
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Et  qu’enfin  N"  eft  le  nombre  des  termes  du  polynôme  incorrw 
plet  du  premier  ordre  (uA . . . 3)T. 

On  aura  donc  facilement , pour  chaque  cas  des  différens 
rapports  de  grandeur  des  expofans , l'expredion  de  chacune  des 
quantités  qui  entrent  dans  la  valeur  de  D. 

Mais  puifque  le  réfultat  de  leur  fubftitution  dans  l’expreflion 
de  D , n’eft  pas  généralement  un  compofé  de  différencielles  dont 
aucune  ne  foit  d’un  ordre  inférieur  à trois , bornons-nous  à un 
des  cas  où  le  réfultat  de  cette  fubftitution  peut  être  tel. 

Suppofons , par  exemple  , que  les  trois  équations  données 
font  telles  que  t — r = / — i'  «=  t" — t". 

Alors  plufieurs  des  variétés  des  expofans  de  u,  dans  l’équation- 
produit  , répondront  à une  même  dimenfion , & la  fuite  de  ces 
variétés  pourra  être  écrite  ainfi 

A ■+■  d-f-d'^-  aH,  A -f-a-4-  a!  -t-a1*,  A ■+*  a -t-  a'-t-  a",  A + a-f-d'-f- 
A + a + a"t  A + a + A H-  cP§ 

A-t-ti  -+•  a’  -t-  a",  A -+-  a -+-  d1  •+•  d". 

T -t-  < -*-  T-t-t  -f-i'-t-  i71,  T-ht- f-T'-H?',  T -+-7-+-  î7"-*- 177. 

C’efl-à-dire , que  l’équation-produit  ne  fera  alors  qu’un  polynôme 
du  quatrième  ordre , dont  la  forme  fera  abfolument  déterminée 
par  le  plus  grand  des  trois  expofans 

A-t-a-+-  a' 4- a",  A •+•  a -4- d' -+-  a" , A -+■  a -t-  a'  + a" , 

& le  plus  grand  des  trois  expofans 

A -t-  d -t-  a1  d'' , A -+-  a -t-  a’  -t-  d" , A a -t-  d' -(-  a'  . 

; 

Ainfi  le  cas  de  t — r = r/ — 7 = 7 — r"  préfente  les  fix  cas 
fuivans 


"d  — a > à — d'  > d11  — a” 
a — a > a1' — d">  a1  —a' 
a' — a'  > a — a > a" — a" 


~a'  — a'  > a” — a'^lT  — a 
a" — a">  a — a >a’— a' 
a"  — a"  > a7  — a'  > a — a. 


Prenons  le  premier  de  ces  fix  cas  : l’équation  - produit  fera 
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donc  un  polynôme  du  quatrième  ordre  dont  les  variétés  feront 
A b a b a'  -b  a” , A b a -t-  a'b  a'',  Ababa'  A b~ïîb'â?b7!, 

r-bt-bt'-b  t",  r + <+i'+7,  T-b  1+7  + 7,  t -bT-b~?+7'. 

Le  polynôme  dont  N"  exprime  le  nombre  des  termes  , fera 
du  troifième  ordre , & aura  pour  variétés 

A -b  a -b  a",  A baba",  A -b  a -b~â". 

r+i+il')T  + ( + ?,r+7  + 7. 

Le  polynôme  donc  N"'  exprime  le  nombre  des  termes,  fera 
du  troifième  ordre , & aura  pour  variétés 

^ 4-  fl  + flf  i -H  fl  4*  fl*  i A -f*  d + fl'> 

t -h  t r + i+  7,  t 4-7"  -t-7: 

Le  polynôme  dont  N"  exprime  le  nombre  des  termes , fera 
du  fécond  ordre , & aura  pour  variétés 

; ' 

* . ( i rr»  ^ 4-  fl  i ^ 4™ 

*»•••>  r r,  r 4-  T - • 

Le  polynôme  dont  N'  exprime  le  nombre  des  termes,  fera 
y“  troifième  ordre , ôc  aura  pour  variétés 

^ 4-  a‘  4-  au  , A 4-  a'  4-  a" 1 A 4-  7 4*  «a'\ 

T 4-  fl'  4-  r",  T -h  fl' 4-  T7,  T 4-7  4-  T77. 

* l t ' V ; '1  , ^ I V*  •»  ' 

Le  polynôme  dont  N"  exprime  le  nombre  des  termes  , aura 
four  variétés 

A b a’\  A + bF. 

t •+■  1",  r +-  T3.;'  I , : 

Le  polynôme  dont  N'"  exprime  le  nombre  des  termes  , aura 
pour:  variétés  > 

• > .!  > , ! 1 A rb  <*'»  A b ?«•  j ) : 

T rb  e \ T -b  Ti  » 

- Préfentemenc , fi  à l’aide  de  et  qui  a été  dit  ( 171  & i8o),; 

on  détermine  des  valeurs  dé  Wt  - N &c.  & fi  on  les 

X ij 


( 
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fubftitue  dans  l’expreflion  de  D , on  trouvera 


D =j<  a r(uA+‘+*,+  ‘,JT+'  + t'+t 


, ...  A + a + a +i’  T+«  + <'+t 

— tf*  N(  u J 


Jt  hrs  '*4-«4-*4-«'  T+I  + * ' + < 

■—  Jv(  u ^ 


~j>  jV(uA+a+‘+a  )T+,-h,  +T 


/ r+ »+<'+*' . ><  + « + «'+«'  \ 

' t,  t\  t'1  o , a ' , a ' 

/ T+*  4- ï‘4-*"  #-44-«4-«’4-*  \ 

V<"— » ,0,^-1  +7'  * 0,4-  tf",  a’  / 

/ r+l+l'  + ~ . /4+r+«'  + a~  \ 

> i*— T1,»,»’  o,« — ' 

(T+f+T+r  4A  + a- M +«  \ 

#"  — t ,Ot  f— <-4-<  O,  4 — a",  a * 


qui  fe  réduit  à 

d = ( t — â j. Ci1  _■? ) . (t"— 7')  —Ci"— T77; . (V- a<). Ci— «r-f-  î7—  <) 

— f »« — I77; . p'  _ a«;'.  c t — T+- T—  a'). 

( I 9 I . ) On  trouvera  de  la  même  manière  la  valeur  de  D , 
qui  répond  à chacun  des  cinq  autres  cas. 

(192.)  La  valeur  de  D peut  encore  être  exprimée  en 
fonction  des  expofans  des  équations  & des  inconnues , en  em- 
ployant un  polynôme  - multiplicateur  tel  qu’il  a été  dit  ( îpo). 

1°  Lorfque  a — *-a  =»  a!  — a'  = â"  — a"  ; 2.0  lorlque  l’une 
quelconque  des  trois  équations  n’eft  incomplette  que  du  premier 
ordre  ; j.°  ôc  enfin  dans  quelques  autres  cas  dont  nous  ne  pour- 
fuivrons  pas  l’examen.  ■ - . 

Conclujion  pour  les  équations  incomplètes  d’un  ordrç 
quelconque . 

4 

(193.)  De  tout  ce  qui  précède , on  peut  conclure  i.°  pour 
les  équations  complettes  de  quelque  degré  que  ce  foit,  en 
quelque  nombre  qu’elles  foient , & renfermant  un  pareil  nombre 
d’inconnues  ; 2.0  pour  les  équations  incomplettes  du  premier 
ordre,  foit  qu’elles  foient  incomplettes  feulement  relativement 
à chaque  inconnue  confidérée  feille  à feule  , comme  le  font  les 
équations  traitées  ( 1 40 bjhiv.  ),  foit  qu’elles  foient  incomplettes 
relativement  aux  inconnues  confidérées  deux  à deux , trois  à trois, 
quatre  à quatre,  &c.  on  peut  , dis- je,  conclure  qu’en  prenant 
jjn  polynôme  incomplet  du  premier  ordre  , ôc  d’une  forme  auffib 
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générale  feulement  que  les  équations  propofées,  polynôme  que 
pour  plus  de  fimplicité  je  repréfente  par  ( uA...n)T , ôc  fei- 
gnant qu’on  le  Jmultiplie  fuccelEvement  par  toutes  les  équations 
propofées  , il  en  réfultera  toujours  un  polynôme  du  premier  ordre 
qui  fera  la  forme  de  l'équation  que  jufqu’ici  nous  avons  nommé 
l’équation  produit. 

Que  fi  on  feint  également  que  l’on  forme  tous  les  produits 
pôflïbles  du  polynôme  (uA  ...n)T  par  les  produits  des  équations 
propofées  , multipliées  deux  à deux  , trois  à trois  , quatre  à 
quatre , & c.  tous  les  différens  produits  qui  en  réfulteront , feront 
également  des  polynômes  du  premier  ordre  , & repréfenteront  le* 
différens  polynômes  qui,par  le  nombre  de  leurs  termes,  concour- 
rent  à l’expreffion  du  degré  de  l’équation  finale. 

Qu’il  fera  toujours  poiïible  de  prendre  le  polynôme  (uA  ...n)Tt 
tel  que  l’expreflion  du  degré  de  l’équation  finale  compofée  des 
nombres  de  termes  de  tous  ces  différens  polynômes,  devienne  une 
différencielle  exaâe  d’un  ordre  égal  au  nombre  des  inconnues  ou  de» 
équations  , ôc  par  conféquent  une  fonction  des  quantités  connues 
ou  expofans  qui  déterminent  la  nature  de  ces  équations  ; c’eft-à- 
dire , que  pour  déterminer  le  degré  de  l’équation  finale  , foit 
dans  les  équations  complettes , foit  dans  les  équations  incom- 
plettes  du  premier  ordre  , la  confidération  des  polynômes  in- 
complets du  premier  ordre  fuffit. 

A l’égard  des  équations  incomplettes  d’ordres  fupérieurs  au 
premier  ; fi  on  prend  de  même  un  polynôme  (uA . ,.n)r  du 
premier  ordre , & qu’on  le  conçoive  multiplié  fucceffivement 
comme  ci-deffus , par  toutes  les  équations  propofées  : en  fup* 
pofant  cette  forme  propre  à la  détermination  du  degré  de  l’é- 
quation finale  , le  produit  total  , ôc  les  produits  partiels  de  ce 
polynôme  par  les  produits  des  éouarions  propofées  multipliées 
deux  à deux  , trois  a trois , quatre  a quatre , ôcc.  feront  propres 
à repréfenter  tous  les  différens  polynômes  qui , par  le  nombre 
de  leurs  termes , concourrent  à l’exprefiion  du  degré  de  l’équation 
finale. 

Mais  il  n’y  a que  pour  les  équations  à deux  inconnues  oii  cette 
forme  fimple  fuffïfe  pour  trouver  l’expreffion  générale  du  degré 
de  l’équation  finale  : Ce  dans  les  équations  à un  plus  grand  nombre 
d’incoonues  , elle  ne  peut  faire  trouver  le  degré  de  l’équation 
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finale , que  pour  certains  rapports  de  grandeur  entre  les  variétés 
des  expofans  des  équations  ôc  des  inconnues  ; parce  que  les 
nombres  de  termes  des  différens  polynômes  qui  concourrent  à 
J’expreffion  du  degré  de  l’équation  finale , ne  pouvant  plus  for- 
mer généralement  des  quantités  femblables  , parce  qu’ils  appar- 
tiennent à des  polynômes  de  différens  ordres , la  totalité  de  ces 
exprefiions  ne  peut  pas , d’après  certe  feule  forme  , donner  géné- 
ralement une  différencielle  exacte  d’un  ordre  égal  au  nombre  des 
inconnues. 

On  voit  donc  qu’au  lieu  du  polynôme  (u  A . . . n)  T,  il  faudroit 

%n  général,  prendre  un  polynôme  (uA-A-A- ■*•**•...  n )T-  ^ r-  s‘c- 

& feignant  les  mêmes  multiplications  que  ci-devant , en  conclure 
les  différentes  exprefiions  tant  de  l’équadon-produit  6c  du  poly- 
notne-multiplicateur , que  des  autres  polynômes  que  nous  fçavons 
aâuellement  devoir  entrer  dans  l’exprefiîon  du  degré  de  l’équa- 
tion finale.  Alors  dans  cette  exprefiion  générale  6c  indéterminée 
du  degré  de  l’équation  finale , on  détermineroit  les  valeurs  des 

quantités  A — A,  A — A,  A — A,  6cc.  T— T,  T—  T,  T— T,  ôcc. 
par  la  condition  que  la  totalité  des  termes  qui  compofent  cette 
çxprefiion  générale  , devient  une  différencielle  exaéte  d’un  ordre 
égal  au  nombre  des  inconnues. 

Mais  fi  on  fait  attention  qu’en  prenant  (uA  . . . n)T , on  eft 
conduit  pour  le  cas  feulement  de  troiséquations  6c  trois  inconnues, 
à une  équation-produit  du  huitième  ordre  ; 6c  au  nombre  prodif 
gieux  de  cas  que  cette  équation  préfente , on  verra  qu’en  prenant 
la  forme  immédiatement  moins  'fimple  (uA  ■ A . . . n)  T-^,  on 
ferait  conduit  à une  équation-produit  du  feizième  ordre , laquelle 
préfenteroit  encore  un  plus  grand  nombre  de  cas  à difeuter  tant 
entre  les  variétés  des  expofans  connus , qu’çntre  les  variétés 

indéterminées  A , A ; T,  T. 

Il  n’eft  donc  pas  étonnant  que  nous  ne  pourfuivions  pas  plus 
loin  ces  recherches.  . • 

Quoiqu’il  en  foit,  on  voit  qu’on  parviendra  toujours  , par 
cette  méthode , à déterminer  le  degré  de  l’équation  finale , dans 
, quelque  équation  que  ce  foit , puifqu’il  n’y  a point  d’équation 
qui  ne  foit  comprife  dans  la  forme  des  équations  incomplçttS# 
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d’un  ordre  quelconque , ôc  point  de  polynôme-multiplicateur  qui 
ne  foit  compris  dans  la  forme  d’un  polynome-multiplicaceur  d’un 
ordre  quelconque. 

Il  arrivera  à la  vérité  fans  doute  bien  fouvenc , qu’il  faudra 
bien  du  travail  avant  que  de  s’être  afiiiré  de  la  vraie  forme  du 

polynôme  ( uA‘  A,^,A> *c'. . . n)  r,T*  T>T,  *“•  c’eft- à-dire , avant 
d’avoir  conftaté  fi  pour  un  cas  général  propofé  quelconque  , il 

peut  être  (uA...n)  T}  ou  (uA- A.  ,.n)T-T, ou  (uA-A‘  A...n)T-T- 
ou  , ôcc. 

Mais  nous  reviendrons  fur  cet  objet  dans  la  fuite  de  cet  Ou-< 
vrage , ôc  nous  donnerons  une  idée  de  la  manière  de  trouver 
l’expreflion  du  degré  de  l’éauation  finale , en  employant  feule- 
ment le  polynôme  (uA...n)T  conçu  multiplié  comme  ci-deflus.' 
Nous  aurons  donc  donné  des  moyens  allurés  de  déterminer  % 
dans  quelque  cas  que  ce  foit , le  plus  bas  degré  où  puifle  monter 
l’équation  finale  réfultante  d’un  nombre  quelconque  d’équations 
algébriques  quelconques  , renfermant  un  pareil  nombre  d’in- 
connues , lorfque  ces  équations  ont  toute  la  généralité  poflible 
entre  leurs  cocfficiens.  Nous  ferons  plus , nous  donnerons  même 
les  moyens  de  déterminer  le  plus  bas  degré  poflible , lorfque 
des  relations  quelconques  entre  les  coëfficiens  des  équations  ' 
donnent  ücu  à rabaiffemcnt  de  l’équation  finale. 
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A un  Nombre  quelconque  d’In  c onnues, 

ET  D R D E C RÉ  S QUELCONQUES. 

b 


LIVRE  SECOND. 

Da  NS  lequel  on  donne  le  procédé  pour  arriver  a réquation 
finale  réfultante  d’un  nombre  quelconque  d’équations  a 
pareil  nombre  d’inconnues , & oit  l’on  expofe  plufieurs 
propriétés  générales  des  Quantités  & des  Equations 
algébriques. 

Observations  générales. 

( i94-)La  méthode  par  laquelle  , dans  le  Livre  premier  J 
nous  fommes  parvenus  à déterminer  le  degré  de  l’équation  finale, 
indique  allez  que  l’art  d’éliminer , à la  fois , toutes  les  inconnues 
moins  une,  fe  réduit  à la  méthode  d’élimination  dans  les  équations 
du  premier  degré , à un  nombre  quelconque  d’inconnues.  Il  pa- 
roîtroit  donc  qu’il  relie  peu  de  chofes  à dire  fur  cette  matière , 
puifqu’on  a des  méthodes  pour  avoir  rapidement  l’exprelfion  de 
chacune  des  inconnues  dans  les  équations  du  premier  degré. 
Mais  quand  même  la  méthode , pour  déterminer  les  valeurs  des 
inconnues  dans  les  équations  c}u  premier  degré  , auroit  toute  la 
perfeûion  que  nous  nous  propofons  de  lui  donner , nous  lailTerions 
en  terminant  ici  nos  recherches,  plus  d’un  objet  qu’il  importe  de 
développer , fit  nous  abandonnerions  plufieurs  points  importans  de 
la  Théorie  générale  des  équations. 

En  effet  i.°  nous  avons  vu  dans  le  Livre  précédent  quon  ne 
devoit  pas  regarder  tous  les  cocfficiens  du  polynôme-multiplica- 
teur comme  pouvant  être  employés  indiltin&emenc  à l’élimination  ! 


Digitized  by  Google 


ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  1 69 

3 eft  donc  indifpenfable  de  faire  connoître  quels  font  ceux 
qui  y font  véritablement  utiles , 6c  ce  qu'on  doit , ou  ce  qu’on 
peut  faire  des  autres. 

2.0  Ce  n’eft  que  pour  plus  de  facilité  à préfenter  nos  idées  fur  le 
degré  de  l’équation  finale , que  nous  avons  réduit  la  queflion  à 
concevoir  que  l’on  multiplie  l’une  feulement  des  équations  pro- 
pofées , par  un  polynôme  indéterminé  , ôc  qu’à  l’aide  des  autres 
équations  on  fafTe  difparoître , tant  dans  ce  polynôme , que  dans 
l’équation-produit , tous  les  termes  qu’il  eft  pofïiblc  d’en  faire 
difparoître  fans  en  introduire  de  nouveaux.  L’opération  néceflaire 
pour  faire  difparoître  ces  termes , ou  pour  en  difpofer  d’une  ma- 
nière quelconque,  autorifée  par  l’état  de  la  queftion , ramène  vé- 
ritablement la  queftion  de  l’élimination , à multiplier  chaque  équa- 
tion par  un  polynome-multiplicateur  particulier  , 6c  à faire  de 
tous  ces  produits  une  fbmme  dans  laquelle  , après  la  deftru&ion 
des  termes  que  l’état  de  la  queftion  anéantit,  il  ne  doit  refter 
d’autres  termes  que  ceux  qui  doivent  compofer  l’équation  finale. 

IL  eft  donc  indifpenfable  de  faire  connoître  ces  diffé rens  poly- 
nomes-multiplicateurs. 

3.*  Il  ne  fuffit  pas  d’avoir , par  ce  moyen , réduit  l’élimination 
dans  les  équations  de  degrés  quelconques , à l’élimination  dans  les 
équations  du  pi  cinier  degré  : il  importe  que  ces  dernières  foient 
au  plus  petit  nombre  poflible , avec  la  condition  de  ne  rien  dif- 
fimuler  des  connoiflànces  relatives  au  problème  qu’expriment  les 
équations  propofées.  Car  il  faut  bien  remarquer  , ôc  nous  en 
verrons  des  exemples  par  la  fuite,  que  fi  un  plus  petit  nombre  de 
coëfficiens  indéterminés,  employés  pour  la  folution  d’une  quef 
tion  , conduit  à une  folution  plus  fimple , ce  n’eft  quelquefois 
qu’en  ne  donnant  qu’une  partie  des  connoifTances  qu’on  peut 
avoir  fur  cette  queftion , ôc  en  diffimulant  les  autres. 

Lorfqu’une  queftion  , traitée  analytiquement , admet  plus  de 
coëfficiens  indéterminés  qu’elle  n’en  a befoin  relativement  à un 
certain  point  de  vue  , on  eft  fans  doute  le  maître  , généralement 
parlant,  de  déterminer  les  coëfficiens  fûrnuméraires  par  telles 
conditions  que  l’on  juge  à propos.  Mais  fi  dans  la  vue  de  fimplifier 
les  calculs , on  les  fuppofe  égaux  à zéro , cette  fuppofition  peut  dé- 
tacher,de  l’expreffion  générale  des  coëfficiens,  certains  faâeurs  qui 
expriment  des  propriétés  de  la  queftion  : c’eft  ce  que  la  fuite 
éclaircira,  Y. 
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4.0  Il  ne  fuffit  pas  de  s’être  alluré , par  les  moyens  donnés  dan» 
le  premier  Livre , du  plus  bas  degré  auquel  l’équation  finale  peut 
monter,  lorfqu’aucune  relation  particulière  entre  les  coefficient 
des  équations  données  ne  peut  donner  lieu  à aucun  abaiflement 
ultérieur  de  ce  degré.  Il  importe  de  connoître  quelles  font  les- 
relations  qui  pourraient  donner  lieu  à cet  abaiflement  ultérieur» 
Cette  dernière  connoifiancc  eft  d’autant  plus  néceflaire , que  fans- 
elle  on  ferait  expofé  à admettre  des  folutions  qui  ne  peuvent  avoir 
lieu. 

La  feule  méthode  d’élimination  qu’on  connoifle  jufqu’à  prêtent 
pour  ne  pas  donner  de  racines  inutiles , la  méthode  d’élimination 
liicceflive;  cette  méthode,  dis-je,  qui  n'a  d’ailleurs  cette  pro- 
priété de  ne  point  donner  de  racines  inutiles , que  lorfqu’il  n y a 
que  deux  équations  & deux  inconnues , n’a  pas  même  cette  pro- 
priété fans  exceptions.  C’eft  une  remarque  qui,  ce  me  femble  , ne 
s’eft  préfentée  jufqu’ici  à aucun  Analvfte.  Cette  méthode  évite  , 
à la  vérité , de  donner  à l’équation  finale  un  degré  plus  élevé  que 
ne  le  comportent  généralement  les  degrés  particuliers  des  deux 
équations  données  ; mais  elle  ne  donne  aucune  connoiflimce  des 
fymptômes  auxquels  on  peut  reconnoître  fi  quelques  relations  par- 
ticulières entre  les  cocfliciens  de  ces  deux  équations  ne  permettent 

Jias  un  abaiflement  du  degré  de  l’équation  finale  : en  forte  que 
e réfultat  qu’elle  donne  , relie  du  même  degré  foie  que  cette 
relation  ait  lieu , foit  qu’elle  n’ait  pas  lieu. 

Il  s’agit  donc  de  faire  voir  comment , dans  quelques  cas  que  ce 
foit  , on  arrivera  à l’équation  finale  du  plus  bas  degré  poflible  , 
à celle  qui  ne  donnera  pour  la  queftion  aucune  folution  qui  ne 
fàtisfafle  à toutes  les  équations  à la  fois. 

Enfin,  après  avoir  expofé  quelle  eft  la  manière  la  plus  générale 
de  réfoudre  le  problème  de  l’élimination  , fans  introduire  rien  qui 
n’ait  rapport  à la  queftion  , ôc  fans  en  rien  écarter  qui  y ait 
rapport  ; nous  ferons  voir  comment  on  peut  le  réfoudre  de  la 
manière  la  plus  (impie,  c’eft-à-dire,  avec  le  plus  petit  nombre  de 
coëffïciens,  lorfquon  ne  veut  pas  fe  mettre  en  peine  des  rela- 
tions particulières  qui  donneraient  lieu  à l’abaiflement.  Mais  ces 
connoiflances  , & plufieurs  autres  dont  nous  nous  occuperons 
fucceflivement , ayant  pour  bafe  la  Théorie  de  l’élimination  dans 
les  équations  du  premier  degré  , nous  commencerons  par  nous 
attacher  à donner  à celle-ci , toute  la  perfection  qui  nous  a paru 
être  encore  à defirer. 
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Nouvelle  méthode  pour  l'élimination  dans  les  Équations  du 

premier  degré  a un  nombre  quelconque  d’inconnues. 

(l950  A mefure  que  l'analyfe  a fait  des  progrès  , on  s’efl 
exercé  fur  des  queftions  plus  compofées  , 6c  l’on  s’eft  bientôt 
apperçu  que  le  choix  des  méthodes  pour  traiter  les  équations  , 
nctoit  point  du  tout  indifférent,  lorfque  ces  équations  étoientun 
peu  nombreufes.  On  a remarqué  que  pour  les  équations  du  pre- 
mier degré  , les  plus  faciles  à traiter , on  arrivoit  par  certaines 
méthodes  , à des  réfultats  plus  compliqués  que  par  d’autres  , 
quoique  de  même  valeur.  On  a cherché  à éviter  ces  caufes  de 
complication , 6c  M.  Cramer  a donné  le  premier  , dans  fon  ana- 
lyfe  des  lignes  courbes , une  règle  pour  obtenir  la  valeur  de 
chaque  inconnue , dans  ces  fortes  d’équations , dégagée  de  toute 
quantité  fuperflue. 

J’ai  donné  enfuite  dans  les  Mémoires  de  l’Académie  des 
Sciences , pour  l’année  1 764 , une  règle  qui  m’a  paru  d’une  pra- 
tique beaucoup  plus  facile  , puifqu’a  proprement  parler  , elle 
n’exige  d’autre  attention  que  celle  qu’il  faut  pour  écrire  des  lettres. 

M."  Vandermonde  6c  de  la  Place  ont  donné  depuis  dans  les 
Mémoires  de  l’Académie , pour  V année  , fécond  Volume , dé 
nouveaux  moy«ns  , pour  conftruire  avec  facilité  les  formules 
d’élimination  propres  à ces  fortes  d’équations. 

Mais  lorfqu’il  a été  queftion  d’appliquer  ces  différentes  mé- 
thodes au  problème  de  l’élimination , envifagé  dans  toute  fbn 
étendue , je  me  fuis  bientôt  apperçu  qu’ils  laiffoient  tous  encore 
beaucoup  à defirer  du  côté  de  la  pratique. 

( 196.)  Tant  que  les  équations  propofées  renferment  tous  les 
termes  dont  elles  font  fufceptibles , aucune  de  ces  méthodes  ne 
fait  calculer  aucun  terme  fuperflu.  Mais  aufli , lorfqu’il  manque 
quelques  termes  à ces  équations , on  ne  profite  point  de  ces  fwit^ 
püfications.  Les  formules  admettent  toujours  les  mêmes  quantités» 
6c  ce  n’eft  qu’après  avoir  conftruit  ces  formules.,;  qu’une  compa^ 
raifon  longue  6c  fucceflive  des  équations  données  » avec  ces 
formules , met  à même  d’exclure  les  termes  que  l’état  des  équa- 
tions propofées  anéantit.  Il  faut  conftruire  ces  formules  dans 
conte  la  généralité  dont  les  équations  font  fufceptibles  , 6c.  faire 
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par  confisquent  le  même  travail  que  fi  les  équations  avoient  toute 
cette  généralité. 

Or  telle  eft  Ta  nature  du  problème  général  de  1 élimination  r 
ramené  à l’élimination  dans  les  équations  du  premier  degré , que' 
Jamais  toutes  les  inconnues  de  celles-ci  ne  fe  trouvent  toutes  à 
la  fois  dans  toutes  ces  équations  : & comme  te  nombre  de  ces 
inconnues  eft  très-confidérable , on  voit  que  les  formules  géné- 
rales d’élimination  pourroient  aller  jufqu’à  donner  beaucoup  plus 
en  travail  lùperflu  qu’en  travail  utile  : & nous  ne  craignons  pas 
d’ajouter,  que  ce  travail  dcviendroit  bientôt  impraticable. 

(197.)  Au  lieu  donc  de  nous  propofer  pour  but  feulement,  de 
donner  des  formules  générales  d'élimination  dans  les  équations 
du  premier  degré , nous  nous  propolons  de  donner  une  règle  qui 
Ibit  indifféremment  & également  applicable  aux  équations  prifes 
dans  toute  leur  généralité,  & aux  équations  confidérées  avec  les 
Amplifications  qu’elles  pourront  offrir  : une  règle  dont  la  marche 
fbit  la  même  pour  les  unes  que  pour  les  autres , mais  qui  ne  faffe 
calculer  que  ce  qui  eft  abfolumenr  indifpenfable  pour  avoir  la 
valeur  des  inconnues  que  l’on  cherche  : une  règle  qui  s’applique 
indifféremment  aux  équations  numériques  & aux  équations  litté- 
rales , fans  obliger  de  recourir  à aucune  formule.  Telle  efl  , fi  je 
ne  me  trompe  , la  règle  fuivante. 

Règle  générale  pour  calculer , toutes  a la  fois , ou  féparé- 
ment , les  valeurs  des  inconnues  dans  les  équations  du 

premier  degré,  foit  littérales  yfoit  numériques . 

{ 198.)  Soient  u,  je,  y,  ç,  ôcc.  des  inconnues  dont  le 
nombre  loit  n , ainfi  que  celui  des  équations. 

Soient  a,  b,  c ,d,  ôte.  les  cocfïiciens  relpeâifs  de  ces  incon- 
nues dans  la  première  équation. 

. d,  b',  d,  d',  ôte,  les  coqfficiens  des  mêmes  inconnues  dans  la 
feconde  équation. 

cl',  b ",  c",  d!',  ôcc.  les  coëfficiens  des  mêmes  inconnues  dans 
la  troifième  équation  ; ôc  ainfi  de  fuite. 

Suppofez  tacitement  que  le  terme  tout  connu  de  chaque  équa- 
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tîon  foit  affeêlé  auffi  d’une  inconnue  que  je  repréfente  par  t. 

Formez  le  produit  uxy ^ t de  toutes  ces  Inconnues  écrites 
dans  tel  ordre  que  vous  voudrez  d’abord  ; mais  cet  ordre  une 
fois  admis  , confervez-le  jufqu’à  la  fin  de  l’opération. 

Echangez  fucceffivement , chaque  inconnue , contre  fon  coef- 
ficient dans  la  première  équation  , en  obfervant  de  changer  le 
figne  à chaque  échange  pair  * ; ce  réfultat  fera , ce  que  j’appelle  , 
une  première  ligne. 

Echangez  dans  cette  première  ligne,  chaque  inconnue,  contre 
fon  coefficient  dans  la  fécondé  équation , en  obfervant , comme 
ci-devant , de  changer  le  figne  à chaque  échange  pair  ; ôc  vous 
aurez  une  fécondé  ligne. 

Echangez  dans  cette  fécondé  ligne , chaque  inconnue  , contre 
fon  coefficient  dans  la  troifième  équation  , en  obfervant  de  changer 
le  figne  à chaque  échange  pair  ; ôc  vous  aurez  une  troifième  ligne i 

Continuez  de  la  même  manière  jufqu’à  la  dernière  équation 
înclufivement  ; ôc  la  dernière  ligne  que  vous  obtiendrez  , vous 
donnera  les  valeurs  des  inconnues  de  la  manière  fuivante. 

Chaque  inconnue  aura  pour  valeur  une  fra&ion  dont  le  numé- 
rateur fera  ld  coefficient  cfe  cette  même  inconnue  dans  la  dernière 
ou  n.c  ligne  , ôc  qui  aura  conftamment  pour  dénominateur 
le  coefficient  que  l’inconnue  introduite  t fe  trouvera  avoir  dans 
cette  même  n .*  ligne. 

( 1 99.)  Par  exemple  , foient  les  deux  équations 
a x -+-  by  -t-  c — o, 
a'x  -+-  b' y c'=.  o. 

On  demande  la  valeur  de*,  ôc  celle  dey. 

J’introduis  dans  ces  deux  équations  , l’inconnue  t , comme  il 
fuit 

a x -1-  b y -t-  c t = o, 
d x -H  b'  y ■+•  d t — o. 

Et  je  forme  le  produit  x y t. 

* Nous  fuppofons  tous  les  coëfiiciens  avec  le  figne  «+*.  Si  le  contraire  aroît 
lieu  , il  cft  clair  qu'on  y auioit  égard  en  donnant  un  figne  contiaiic  à celui 
que  1a  règle  preicrit. 
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Je  change  dans  ce  produit  * en  a,  puis  y en  b , puis  t en  c 4 
& obfervant  de  changer  le  ligne,  au  changement  pour ^ , j’ai 
cette  première  ligne 

a y t — b x t c xy. 

Je  change  dans  cette  première  ligne  x en  a', y tnP,  tend, 
& obfervant  le  changement  prefcrit  pour  les  fignes  , j’ai  cette 
fécondé  ligne 

a y t — a c'y  — 1 + <<'*  + s'fy  - b' ex 

ou  (a  h'—  a'b)  t — (ac'  — a'c)y-\-(bc'  — b'c)x. 


D’où  ( ip8  ) je  conclus  x = 


te' — b' c — (ac'  — a'e) 

a b' — a'b  * ^ a V — a'  b 


(2  00.)  Soient  les  trois  équations  fuivantes 

a x -t-  b y -t-cç-t-  d — o , 
d x -h  b'  y -+-  d \ ■+■  d'  — o y 
a"x  -+•  b"y  -+-  d\  ■+■  d"=  o. 

Je  les  écris  ainfi 

a x -4-  b y c *4-  d t — o t 
a'  x V y -+■  d 1 -+•  d' t,  = 0, 
a!'  x •+•  b"y  -+-  d\  ■+•  d"  t =»  o. 

Je  forme  le  produit  x y \ t. 

Je  change  fucceflivement  x en  a,  y en  b , \ en  c , t en  d , ôc 
obfervant  la  règle  des  fignes , j’ai  pour  première  ligne 

a y \ t — b x \t  -+-  c xy  t — d x y 

Jé  change  fucceflivement  x en  a',  y en  b',  ç end,  t en  d',  ÔC 
obfervant  la  règle  des  fignes,  j’ai  pour  fécondé  ligne 

\qb~m  a' b ’)\t—(ac' — a'c)yt  + (ad' — a'd  )y  X (bc1 — b'c)  x t — (bd1 — yd)x\  + (cd' — c’d)xy. 

Je  change  fucceflivement  x en  a", y en  b",  \ en  d',  t en  d",  ÔC 
obfervant  Ja  règle  des  fignes , j’ai  pour  troifième  ligne 

£(»»'-  lac-  de)  y -t-  (»t-  »'«)•*]<  — tw»'- <*d  - bd)  b' + (bd'-  bd)  a“3f 

4-  Uab-bc)d-  {ad-  a'd)t"  + lcd'-  cd)ari,  — ({b S - b’')d" - {i d't-b d)e' +(td  - bd)  b"}M^ 
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1 D’où  ( ip8  ) je  tire 

— b'c)d"—(td'-rb'd)e"  -4-  (cd'~  c'i)b «] 

60  a Cüi'  — a’*  >•"  — fat1-  aVj»"  -4-  ( bc‘  — b‘c  ) a"  > 

-t-tf'ac'  — a'c)d"  — ( ad'  — a'd  ) c"  ■+■  (c  J'  — c'd)  a"  ] 

5=3  (ab'—a'bj  c"  — (a  c'  — a'c)  b"- *-  ( b c'  — b'c)  a"  ’ <1 

— [(ab'~  a'b)d"  — (ad'  — a'd ) h"  CH'— b'd)a"J  _ 

î (ah'  — a'b)  c"  — (a  c'  — a'c  ) b"  ■+■  (bc‘  — b’c)  a" 

(201.)  Que  fi  l’on  ne  vouloit  avoir  qu’une  feule  des  incon- 
nues , * par  exemple  ; alors  on  omettroit  dans  le  calcul  de 
chaque  ligne  , les  termes  dans  lefquels  on  verroit  que  ni  x , ni  t , 
ne  doivent  fe  trouver. 

Si  on  vouloir  avoir  les  valeurs  de  deux  des  inconnues , feule- 
ment -,  de  * & ^ par  exemple  ; on  n’omettroit  dans  le  calcul  de 
chaque  ligne  , que  les  termes  où  l’on  verroit  que  ni  x,  ni 
ni  / , ne  doivent  fe  trouver. 

Cette  obfervation  nous  fera  très-utile  par  la  fuite  ; car  dans 
le  grand  nombre  de  coëfficiens  indéterminés  que  nous  aurons  à 
employer  , il  n’y  en  aura  qu’un  certain  nombre  dont  nous  aurons 
beioin  d’avoir  la  valeur. 

(20  2.)  Au  refte  x s’il  s’agifloit  de  conftruire  des  formules 
générales  d'élimination , il  fuffiroit  non  feulement  de  calculer  la 
valeur  d’une  feule  inconnue,  mais  feulement  le  coefficient  que 
cette  inconnue  doit  avoir  dans  la  dernière  ligne  ; car  on  fçait  que 
le  dénominateur  fe  conclud  facilement  du  numérateur,  & que  le 
numérateur  delà  valeur  de  chaque  inconnue,  fe  conclud  auffi  très- 
facilement  du  numérateur  de  la  valeur  de  l’une  d’entr’elles. 

Ainfi  dans  l'exemple  précédent,  pour  avoir  la  valeur  de  x, 
f aurais  à calculer  la  valeur  de  xy^t,  en  omettant  tous  les 
termes  où  x ne  fe  trouveroit  pas.  Or  avec  une  légère  attention  , 
on  voit  que  cela  revient  à calculer  la  valeur  de  y ^ t. 

On  auroit  donc  comme  il  fuit. 

Première  ligne b\t  — c y t ■+■  d y f. 

Second  ligne ( ht’—  b'c ) t — (b  d'  — b'd)  \ •+■  ( c d'  — c'd ) y.  • 

Troifième  ligne (it'—b'c)  d"  — ( bd' —b'i )c"  ■+■  (c  i‘—  c'd ) h". 

Ç’eft  le  numérateur  de  la  valeur  de  x,  en  obfervant  de  changer 
tous  les  lignes , parce  qu’en  ne  calculant  que  y , on  ne  doit 
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pas  perdre  de  vue  que  y étoit  originairement  à une  place  de  n.* 
pair  dans  xy\t. 

(2030  Pourfuivons , en  faifant  voir  l’application  uniforme  de 
notre  règle  aux  équations  où  toutes  les  inconnues  n’entrent 
point,  & aux  équations  numériques. 

Suppofons  qu’on  ait  les  trois  équations  lùivantes 

a u -f-  b x •+•  e = o , 
a' u -4-  c’y  *4-  d = o , 
b"x  -4-  d'y  -h  e"  = o. 


Je  calcule  donc  la  valeur  de  u xy  r en  introduifant  ( ip8  ) U 
nouvelle  inconnue  q,  & j’ai  comme  il  fuit. 

Première  ligne a x y { — b uy  j — e a x y. 


Seconde  lig. . • — 4c'x  ^ + a c'x  y — a'b  y { 4-  ^ c‘u\— b c'a  y — a!t  xy  — ee'ir 


ou  — ac’xi  4-  (ae'-a'e)xy  — a'byX  4-ic'm  — be'uy  — ec'ux. 
Troifîème  ligue.  . . — a «.'*”{  +■  ac't"x  + (ae>  — a'*)  b" y — ('ne'—  a'e)e"x 
~ a'be"K  4-  a'be"y  — b c' t"u  4-  be'e"u  4- 


OU  — (a  e' b" 4-  a'k c" ) { 4-  [('<*'—  a'e  ) b"  4-  a'*  [fa e‘— a’f; c''  — acV'J  » 

TV  . „ 4-  CfeV"  - *V;i  4-  *Ve]«. 

U ou  Ion  tire 

— [(Vc"—  c’v;*  4-  pv«] 

acT  4-  a'  b c" 


_ fat'  — a'e  )c" — ac1  e" 

* 4 e' b"  4-  a'bc" 

_ — [fat'—  a'Qf'4-a'it"] 
ar'i"  4-  a’bc" 

, ( Î04.)  Pour  donner  un  exemple  de  l’application  aux  équa- 
tions numériques , prenons  les  quatre  équations  fùivantes 


an  4-  jx  — 8 = 0 
3 U-  "4-  2 y — p ==  o 
4*  -4-  3 ^ — 20  = o 
a.  y -4-  î[  — 10  = 0, 

Ayant 
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Ayant  formé  ( ip8  ) le  produit  u xy  [t , 

J'ai  pour  première  ligne  . . . . » xy  j r — j uy  3 r — Buxyj. 


Seconde  ligne — 4*ï«  ■+■  tSxyj  — fj'ï1  •+•  <«tr  — tyuy\ 

— 

ou — 4*t*—  6 — ?y\t  -(-««{  t — 17  «y  3 — i <uxp 

TroiCème  ligne. i<tr-4-«»xr-4-  8ox{  — »ay  3 — 18  xy  -4-  »7  yt 
-H  180/ { — 18 u r — nouj—  81  uy  -f-  £411  { — 48 ni, 

Ou  — i8fr^4-ti*r-+-8oJH-t-if«jf{ — 18  xy  -+-  »7y  t — 18  ut  — jéu{  — 81  uy  — 48  ua» 

Quatrième  ligne.  }8r  -f-  ijtj-4-  114  y -h  78*  •+■  jl“- 


D’où  ( ip8)  l’on  tire«  = -^,  x = #,  y = ^r,  i = Vri 
c’eft-à-dire , u=  i , x — 2,  y = j ^ — 4. 

( 2 O J . ) Si  dans  le  cours  du  calcul  l’une  des  lignes  devient  o , 
c’eft  une  preuve  que  l’équation  que  l’on  employé  actuellement , 
eft  comprife  dans  quelques-unes  de  celles  qu’on  a employées 
avant  elles , 6c  n’exprime  rien  de  plus  pour  la  queftion  ; en  forte 
que  le  nombre  des  équations  n’eft  pas  véritablement  égal  au 
nombre  des  inconnues  ; alors  cette  équation  eft  à rejetter. 

Par  exemple,  fi  l’on  avoit  ces  trois  équations 
mm  -t-  -+-  SI  •+-  6 = o, 

10X  -4-  8jr-t-14^-+-22  = o. 

On  auroit  pour  première  ligne. ..  ay  t r — 3**1-*-  \xyt  — ix  y 

Pour  fécondé  ligne — 73»  ■+■  nyr  — 8 yj-*-*r — jr(+  «jxy. 

Et  pour  troiüème  ligne ....  — y8r-J-if4l-t-88r — »4iy  — <4f-t-tiiy-t-iot 

— 11  x — yoj  -t-  it<  x H-  1 joy — 104  x; 

c’eft-à-dire , zéro. 

Donc  la  troifième  équation  ne  lignifie  rien  de  plus  que  les 
deux  autres  : donc  le  problème  eft  indéterminé  , 6c  exprimé 
par  les  deux  premières  équations  feulement. 

(206.)  Si  dans  le  cours  des  opérations  ou  à la  fin  , l’une  ou 
quelques-unes  des  inconnues  difparoilTent , en  forte  quelles  ne 
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fe  trouvent  point  dans  la  dernière  ligne  ; alors  on  doit  en  conclure 
que  cette  inconnue  ou  ces  inconnues  qui  manquent  à la  dernière 
ligne  } ont  chacune  pour  valeur  zéro. 

Par  exemple  , fi  on  avoit  les  trois  équations 
2cc  -+-  4 y -+•  S \ — aa=  o, 

3 x -t-  <;y  2^  — jo  = o, 

y ac  ■+•  6y  -4-  4^  — 43  = o. 

On  anroit  pour  première  lig...»  y t t — 4*  t * -*-  1 x y t •+■  **  * y X- 

Pour  fécondé  ligne  + ii  yt  -t-  6y\  — i7*i-t-  ro*  j — logxy. 

Et  pour  rroiüènje  ligne..  . — >7*  — Si  y — tu  x. 

D’où  ( 198  ) Ion  tire  * = =*E7r>  l ~~ V? 

e’eft-à-dire,  x — $ , y=  3 , ^ = 0. 

(2  07')  On  Peut  encore  tirer  de  la  règle  que  nous  venons  de 
donner  ( 198  ),  une  conféquence  utile , que  nous  ne  devons  pas 
omettre. 

S’il  s’agifloit , après  avoir  calculé  les  valeurs  des  inconnues  , de 
les  fubftituer  dans  une  quantité  quelconque  où  ces  inconnues  en- 
trent , & ne  pafTent  pas  le  premier  degré  ; on  aura  l’équivalent  de 
cette  fubftitution  , en  procédant  au  calcul  d’une  nouvelle  ligne  r 
comme  fi  la  quantité  dans  laquelle  il  s’agit  de  fubftituer  , étoit 
une  équation , & divifant  cette  nouvelle  ligne  par  le  coefficient 
que  l’inconnue  introduite  t , aura  dans  la  ligne  précédente. 

Par  exemple , fi  on  demande  quelle  eft  la  valeur  de  la  quantité 
a"x  -+-  V'y  ■+.  c"}  dans  la  fuppofition  qu’on  ait  les  deux  équation» 
fiiivantes 

«x  + i_)'  + c = o, 

a!  x •+-  b' y -+-</  = o. 

Je  forme  le  produit  xy  t. 

J’ai  pour  première  ligne. ..  ay  t — bxt  ■+•  cty. 

Pour  fcconde  ligne  ......( ai'  — »'b ) t — (ac‘  — a! c )y  ( bc'  — b'c  )x, 

tour  tioiücme  ligne (a  f — a' b )c"  — / « c'  — • a'e )b"  •+■  ( bt'  —b'e)4"j 
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donc  le  réfultat  de  la  fubftitution  eft 

(ah'—  a'h)c"—  fac’—  a'c)h"  +■  ( h c' — Ve Jtf"  _ 
a b'  — a*  b 

Nous  verrons  par  la  fuite  comment  on  doit  s’y  prendre  pour 
calculer  le  réfultat  de  la  même  fubftitution  dans  une  quantité 
où  les  inconnues  pafferoient  le  premier  degré. 

(20g.)  Comme  les  équations  du  premier  degré  dont  nous 
ferons  ufage  par  la  fuite , font  toutes  tellement  conditionnée? 
quelles  ne  renferment  aucun  terme  abfolument  connu,  & quelles 
ont  autant  d’inconnues  plus  une  qu’il  y a d équations , nous  fe- 
rons à leur  fujet  quelques  remarques  qui  leur  font  particulières. 

(2  10.)  Si  l’on  a un  nombre  quelconque  d’équations  du 
premier  degré,  dont  aucune  ne  renferme  aucun  terme  abfolument 
connu , & dont  le  nombre  foit  moindre  d’urte  unité  que  le  nombre 
des  inconnues , alors  la  valeur  d’une  de  ces  inconnues  eft  arbitraire  ; 
& celles  de  toutes  les  autres  font  proportionnelles  à cette  valeur, 
arbitraire. 

Ainfi  fi  l’on  a , par  exemple  , les  deux  équations 

ax  + iy  + q-  °» 

b'tc'  •+■  V y -4-  </[  =»  o , 

6c  que  l’on  conçoive  qu’ayant  donné  à ç une  valeur  que!-* 
conque  , l’unité  par  exemple , on  calcule  enfuite  la  valeur  cor- 
refpondante  de  * , & celle  de_y  ; pour  avoir  les  autres  valeurs 
de  x & y,  correfpondantes  à toute  autre  valeur  de  j,  il  n’y  aura 
qu’à  multiplier  la  valeur  de  x&  celle  dey,  correlpondantes  à 
r = i , par  la  nouvelle  valeur  qu’on  veut  donner  à ç. 

' . ic'—Vc  __  _ — (ac‘—a'e). 

Ainfi  pour  i,  on  trouverait  x — ~ayir‘a'T  aV—a‘h~  * 

(hc'—b’c)  _ —(ac’—a’c)  _ 

donc  pour  m , on  aura  x = aV—a'h  • m>?  — ~~âv  — a'hm  ' "** 

1 

(2  10.)  Delà  il  eft  facile  de  conclure  que  pour  calculer  le# 
valeurs  des  inconnues  dans  ces  fortes  d’équations , on  pourra  s f 
prendre  de  la  manière  fuivante.  k 


iBo  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

Faire  le  calcul  qui  aéré  prefcrit  ( 198  ) en  regardant  l’une  de$ 
Inconnues  comme  ayant  été  introduite  en  exécution  de  ce  qui 
eft  dit  ( 198).  Et  alors  on  prendra  pour  valeur  de  chaque  in- 
connue , fon  coefficient  dans  la  dernière  des  lignes  qu’on  aura  à 
calculer.  Ce  fera  une  des  valeurs  de  chacune  de  ce  s inconnues.  Si 
on  veut  en  avoir  d’autres , on  multipliera  la  valeur  de  chaque 
inconnue  , qu’on  vient  de  trouver , par  un  môme  nombre  quel- 
conque. 

Ainfi  pour  avoir  toutes  les  valeurs  de  x , y,  ç dans  les  deux 
équations 

a x b y c \ o, 

a!  x - 4-  b' y -4-  d ^ = o. 

Je  forme  le  produit  x y £ 

J'»i  pour  première  ligne...  a y \ — h x \ ■+■  c xy. 

Et  pour  feconde  ligne.....  ( ah‘  — a'  b ) \~( ac'  — a! c )y+ ( b c'  •—  b't  )*i 

D’où  je  conclus 

\=  a b1 — a!b  ,y  = — (ad — de  J , x — bd — Va 

Et  pour  avoir  toutes  les  autres  valeurs  correfpondantes  de 
x y y , ^ , j’écris  ^ = J'rl  A' — a'b) . m ,y  — — (ad  — a'cj.m  ? 
x = (bd  — b’  c)  . ta  , m étant  un  nombre  quelconque  entier 
ou  fractionnaire , pofitif  ou  négatif. 

• (îl  I.)  Mais  comme  noirs  n’aurons  belbin , par  la  fuite,  que 
d’une  feule  valeur  quelconque  , de  chacune  des  inconnues , nous 
nous  arrêterons  à celle  qui  réfulte  immédiatement  du  calcul  de  ce 
que  nous  appelions  la  dernière  ligne. 

(212.)  De-là  & de  ce  qui  a été  dit  ( 207  ) , on  peut  conclure 
que  fi  on  a autant  d’équations , fans  aucun  terme  abfolument 
connu  , qu’on  a d’inconnues  ; on  aura  le  réfultat  de  la  fubili- 
tution  des  valeurs  de  ces  inconnues , dans  la  dernière  équation  , 
c’efl-à-dire , qu’on  aura  l’équation  de  condition  néceflaire  pour 
que  toutes  ces  équations  puiflent  avoir  lieu  à la  fois , en  pro- 
cédant au  calcul  d’une  nouvelle  ligne.  Cette  nouvelle  ligne  égalée 
à zéro  , fera  l’équation  de  condition. 
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Éar  exemple , fi  on  a les  trois  équations 

a x ■+■  b y -h  c ^ = o, 

a!  x • +•  V y -4-  d ^ = o , ! 

a"  x -+-  b" y -4-  d\  = o. 

J’aurai  pour  première  ligne.  . . ay\—  bx\  ■+-  cxy. 


Four  fécondé  ligne ( ab' — a!b)\  — ( ac'  — a’c)y-\-(bc<  — Vc)x. 

Pour troifiime  ligne...  ......  (a i’—a'b)c"—(a c'—a'c)b" — Vc) a". 


L’équation  de  condition  eft  donc 

(a b'  — a! b )d'  — (ad  — de) b" -t-  (bd—  Vc)d ' — o. 

Terminons  par  une  remarque  qui  toute  fimple  qu’elle  eft,  nous 
fera  néanmoins  fort  utile  par  la  fuite. 

(213.)  Les  trois  équations  précédentes  auront  lieu  à la  fois , 
fi  l’équation  de  condition  a lieu  ; mais  elles  peuvent  avoir  lieu 
encore  dans  un  autre  cas  ; c’eft  celui  où  l’on  auroit  tout  à la  fois 

X = o , ^ O , ^ =2  o. 

Cette  folution  qui  eft  évidente , réfulte  aufii  de  ce  que  nous 
avons  dit  (206). 

(214O  Au  relie , Ta  règle  générale  que  nous  venons  de 
'donner  pour  calculer  les  inconnues  dans  les  équations  du  premier 
degré , eft  encore  fufceptible  de  quelques  degrés  de  perreüion  : 
mais  nous  ne  les  ferons  connoître  que  lorfqu’arrivés  à traiter 
les  équations  qui  les  rendent  néceflaires , on  pourra  plus  facile-, 
ment  en  faifir  le  rapport  avec  ce  que  nous  venons  d’expofer. 

Méthode  pour  trouver  des  fonctions  d’un  nombre  quel- 
conque de  quantités , qui  foient  \éro  par  elles-mêmes . 

( 2 I J . ) Lorfque  le  nombre  des  quantités  qui  entrent  dans  un 
calcul , eft  un  peu  confidérable , on  fixait  qu’on  ne  donne  point 
ordinairement  aux  différens  produits  qui  compofent  le  réfultat  , 
tout  le  développement  dont  ils  font  fufceptibles  ; mais  qu’au 
contraire  on  raflemble  , le  plus  qu’il  eft  pomble , les  termes  qui 
.doivent  fubir  des  opérations  femblables , & qu’on  fe  contente 
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d’indiquer  ces  opérations.  Cette  méthode , qui  Amplifie  en  effet 
les  calculs , a néanmoins  l’inconvénient  d’empêcher  d’apercevoir 
les  termes  qui  fe  détruiroient  dans  le  réfultat.  Il  s'agit  ici  de 
conferver  à cette  méthode  fes  avantages , en  la  délivrant  d’ail- 
leurs du  vice  dont  nous  venons  de  parler. 

Dans  un  Mémoire  fur  l’élimination , publié  dans  les  Mémoires 
de  l’Académie  pour  *764 , nous  avons  fait  ufage  de  fondions  de  la 
nature  de  celles  dont  il  s’agit  ici  ; mais  ces  fondions  étoient  fa- 
ciles à trouver  ; en  forte  que  n’ayant  pas  befoin  d’en  confidérer 
d’une  autre  efpèce , nous  ne  nous  fommes  point  occupés  alors 
de  la  méthode  néceffaire  pour  en  trouver  dans  des  cas  plus 
compofés. 

.Lorfque^  nous  avons  voulu  procéder  à l'application  de  notre 
méthode  d’élimination , nous  fommes  arrivés  a des  réfultats  que 
nous  fçavions  d’ailleurs  fufceptibles  de  rédudion  ; mais  fans  le 
fccours  des  fondions  que  nous  allons  enfeigner  à trouver , il  ne 
reftoit  d’autre  parti  à prendre  , pour  trouver  le  réfultat  de  cette 
rédudion,  que  d’entrer  dans  le  développement  des  différentes 
parties , travail  qui  aurait  été  rebutant.  Il  eft  donc  indifpenfable 
que  nous  faflîons  connoître  ici,  ces  fortes  de  fondions,  ôc  la 
manière  de  les  trouver,  L'analyfe  peut  en  retirer  de  l’utilité. 

(21  6.  ) Concevons  un  nombre  n d’équations  du  premier 
degré  renfermant  un  nombre  n -+-  1 d’inconnues , 6c  fans  aucun 
terme  abfolument  connu. 

Imaginons  que  l’on  augmente  le  nombre  de  ces  équations,  de 
l’une  d’entr’elles  ; alors  il  eft  clair  que  ce  que  nous  appelions 
( ip8  ) la  dernière  ligne , fera  non  - feulement  l’équation  de 
condition  néceffaire  pour  que  ce  nombre  n •+•  1 d’équations  ait 
lieu  ; mais  encore  ( 20  y ) que  cette  équation  de  condition  aura 
fieu  ; en  forte  au’elle  fera  une  fondion  des  coëfficiens  de  ces 
équations,  laquelle  fera  zéro  par  elle-même. 

Voilà  donc  un  moyen  très-fimple  pour  trouver  un  nombre 
* ■+”  1 de  fondions  d’un  nombre  n -+•  1 de  quantités , lefquelles 
fendions  feient  zéro  par  elles-mêmes. 

(217.)  Par  exemple , feient  les  deux  équations 

a x -h  b y -h  c ç = o, 
a'  x •+•  b1  y •+;  ç!  ^ = o. 
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A ces  deux  équations,  joignons  la  répétition  de  la  première, 
p’eft-à-dire , feignons  que  les  trois  équations 

a x b y -b  c 1=  o , 
a'  x -h  b' y -H  d \ = o , 
ax-*-by-hci  = o, 

font  trois  ' équations  différentes  pour  lefquelles  nous  cherchons 
l’équation  de  condition. 

Nom  aurons  pour  première  ligne ..  .ay  \ — tx\  -H  ex  y. 

Pour  fécondé  ligne ...•••••  fai1—  — c‘  — a c)y  + (tc  —Sc)x. 

Pour  troifième  ligne...  .........  (ab' ^ ac) 

Donc  • - 

(a  b’  — a'b)  c — (ad  — cl  c)  b ■+■  (b  d — d c)  a = o, 
eft  l’équation  de  condition. 

Or  il  eft  clair  que  la  troifième  équation  n’exprimant  rien  de 
'différent  de  la  première,  cette  dernière  quantité  doit  être  zérq 
par  elle-même  ; donc  fi  on  a ces  deux  fuites  de  quantités 

. b , c , 
d,  b' y d. 

On  peut  6tre  alluré  qu’on  aura  toujours 
(a  b'  — a!  b Je  — ( ac'  — a!  e)  b -4-  (b  d — b'c)at=o. 

Et  fi  au  lieu  de  joindre  la  première  équation , c’eût  été  L} 
' féconde , nous  aurions  trouvé  de  même 

(ad  — dbjd  — (ad  — a!  c)b'  -+■  (bd  — dej  d O4 

f 2 1 g.  ) Soient  pareillement  les  trois  équations 

a x -4-  b y •+•  c -+-  d t = o , 

a!  2 e -+■  b' y -4-  + d'i  = o, 

a"x  -4-  b"y  -+-  d\  -4-,  d"t  — o, 

auxquelles  nous  joignons  l’équation 

& x *4r  b y + oi 
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Nous  aurons  pour  première  lig .. . ay  \t  — b x -b-  c x y t — d xy  j. 

Pour  fcconde  ligne (ab'  — a'b)  { r — (ai  — a’c)y  i ■+.  (a  i — a'J)y\ 

( bc'—b‘c)xt  -(bd'-b'd)x^  -h  (ci — c“d)  xy. 

Pour  troifième  ligne [(ab' — a'b )c"  — (ai—  a'c)b"  - 1-  (bc‘  — b'cja"  t 

— [(ab1—  a'b)  S'—  (ai—  a' J)  b" -h  (bi—  b' J)  a" J I 
+[(ac'—a'c)i’—  (ai—a'i)c"+  (ci-c’d)a"]y—  [ (bc’-b'c)i'- (bi—  b'd)c"-b-(çi— 

Et  enfin  pour  quatrième  ligne , ou  pour  équation  de  condition 
qui  aura  toujours  lieu 

(«—««ta + (»«  — bc)iU  — udb'— (ad  — «V) »'+(W— bd)t'J  • -J 
C(«  — tc)i'—  IU  — «a>e +(*  — td)t]b  — [Ibc— ycld"— (bd  — bd>c"+  lcd—i‘d)b'\  » J 

Donc  fi  on  a les  trois  fuites  de  quantités 

a * b y c i d f 

a1,  b c',  d', 
ç",  b ",  c",  d ", 

On  fera  toujours  afluré  que  les  trois  fonûions  fuivantes  de  ces 
douze  quantités , feront  zéro  par  elles  mêmes 

lu»’—  bc)a1d  — t (ab—ab)d'—(ûd'—d'd)b'+(bd'—yd)d':)e  -) 

4-  Uac—*c)d'— (*d— aéii+lcd—  c'd)tr)b  —[(*«'  — y,)d“—(bd—bd)f"  + ltd'—f'd)b"]a  J 

[(*»•—  sb)c"—  (ai  — tclb'+(bc—  b’c)a~]d'  — U*b'—0b)d,—  féd—td)b,'+{bd,—  b'd)*"]t‘  ■> 

. , , >=«J 

4-  [(««— tc)d  — lad—  md)c -Ht/—  cd)a“]b‘  — b‘c)d~—(bd  —.bd)c'+lcd‘—cd)b"]d  J 

Cfa  b—  db)  »■—(»«■—  «c  )»’+  ( S i — 6 c ) «1  a"  — [(«»•  — «•»)*'—  («a—  dd)b"+(bd—b'd)  b"]c’  1 

l = »i 

+ [(«'—  a'rU’— («g  — dd)i+(,d  — cd)i)b"  — UH—  b'e)  i — (bd  — b'd]c'+  (cd—  cd)b']i  J 

Il  ne  peut  donc  à préfent  être  que  long , mais  facile , d’étendre 
le  nombre  de  ces  théorèmes.  Mais  ce  ne  font  pas  les  feuls  que 
nous  ayons  befoin  de  faire  connoitre. 

(219.)  Suppofons  a&uellement  les  deux  fuites  de  quantités 

1 a , b , c , d , e , f,  Sec. 
a1,  b',  d,  d',  e',  /',  &c, 

On  voit  donc  qu’en  les  combinant  trois  à trois*  on  aura 

cette 
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cette  fuite  d’équations 

( aV  — a.'  h)  c — ( a c‘  — a'c)b  ■+■  ( bd  — *'  e ) a = o, 

{ a V — a'  b ) d — (ad  — a'c)V  -+-  ( bc' — V c )a'  — o,  , 
(ab'-a'b)d  — (ad'  — a'd)b  ■+■  (bd’—  Vd)a  = o, 
(ab'-a'b)d'  — (ad'-a'd)b'  -h  (bd'—  b'd)a'  = o, 

( a b'  — a'  b )t  — ( a e'  — a'e)  b -b-(bd—  b'e)a— o, 

( a b'  — a'b  )e’  — ( a d — a'  e ) V ■+•  ( b e' — b'  e ) a'  — o, 

fcc. 

(bd-Vc)d  —(bd'-b'd)c  ■+■  (cd'  — c'd)b  =0, 

(bd  — b’c  )d'  — (bd'—  b'd)c'  + (cd'—dd)b‘  = o, 
(ic'-b'e)t  — (bt'-b'e)c  ■+■  (cd  — dejb  = o, 
(bd-b’c)d  — (bd  — b'e)d  H-  (ed-dt)b'  — o, 
(bd-Vc)f  — (bf'-b’f)c  + (cf-df)b  = o 
(bd  — Vc)f  — (bf  — V/)d  -+-  (ef  — df)V  = o , 

& ainfi  de  fuite. 

Prenons  maintenant  deux  quelconques  de  ces  équations , les 
deux  premières,  par  exemple, 

( a b'  — db)e  — (ad  — </c)b  + (bd  — b'c)a  = O, 

(a  b'  — a'b  ) c'—  (ad—  a' c ) V -*-(  b d — Vc ) a' = o. 

Multiplions  la  première  par  d' , & la  fécondé  par  d,  fie  re* 
tranchant  le  fécond  produit  au  premier  , nous  aurons 

(a b’—  a'b).(cd‘ — c'd)  — (a  d—  a'e). (bd'—  b'd) ■+■  (b c'—  b'e) . (a  d'—a'd)  — 9« 

(220.)  Donc  G on  a les  foi  tes  de  quantités 
a , b , c , d , 

b',  d,  d't 

on  fera  toujours  alluré  que 

(a b'— a'b) . (cd'—e’d)  — (ad—  a'e).  (bd'—  b'd) -t- (bd—  Vc)  . (ad’—a'd)  =a 

Donc  fi  on  a les  deux  fuites  de  quantités 

a , b , c y d , «,/,  &c. 
d,  b',  d,  d',  d , /',  &c. 

ic  qu’on  les  combine  quatre  à. quatre  on  trouvera  facilement  j 

Aa 


Ms  équations  'algébriques; 

par  ce  procédé , des  fondions  de  quatre  quelconque  des  quantités 
de  chacune  de  ces  deux  fuites , qui  font  zéro  par  elles-mêmes. 

(221.)  Soient  maintenant , les  trois  fuites  de  quantités 

K û y b y C y d y t y f y ôtC. 

b' y C'y  d'3  d,  f'y  &C. 

' b",  d'y  d",  d'y  f'y  &C. 

Selon  ce  que  nous  avons  vu  (218),  on  aura  pour  les 
quatre  quantités  a,b3c3dy  par  exemple  , les  trois  équations 
fuivantes 


\(sV  — *4)e’ 

t(*s  —«'»>«"■ 
4-  t(« c-ac)J“- 


- (cc—ac )4'  + (*«'  — i’tja'l  d — t(*S  — «V)4"4-  ltd'-~b'J)a"]e 

- {ad—  *d)c'+  (ci—c‘d)d  14—  t(4«'—  b‘t)dr—lbd'— b'dle’  -t-(ld‘— 

4"+'(4«’—4'c)«"]S'  — [(  j 6' — ji  U"—  («  b'+  (bd-~b'd)a']c~b 

, ' , ' t Z =Oi 

{ad'—a'd)c"+u d'  — e'd)a"}b  — [<»«'—  b'c)d“  — {bd  — b'i)c"+ltd  — cd)V]aJ 


IU4  — («£—«'c)4'4-cSc'— 4'«)  a’]  «T  — tu6’ — «"il  i'-f-<  4 rf'—i'JU' le'' 

* - V ^ - J 

tt- tut—  ua  — c'a)  «14”—  [<»«'— 4'oa"—  <4j'— 6Vn«"4-(U'- 


r— iJu'ic’-) 

. f — 0 

I—  Cd)bVJ 


Concevons  préfentement  que  je  multiplie  la  première  de  ces 
trois  équations  par  d y la  fécondé  par  c,  ôc  que  je  retranche  le 
fécond  produit  du  premier. 

Que  je  multiplie  la  première  équation  par  d'y  la  troiftème 
par  e , & que  je  retranche  le  fécond  produit  du  premier. 

Que  je  multiplie  la  fécondé  équation  par  d'y  la  troiftème  par  d, 
& que  je  retranche  le  fécond  produit  au  premier. 


Alors  nous  aurons  les  trois  équations  fuivantes 

ru»'-rf»)c’-(«f-«c)4|,+  (4«'-4£)«").Ut'-*)—  [(aV-a'b)d"~(ad -ài}f 
+ Uat'—'t)d"-<ad'-aH)c"+{cd'~cd)a'Ut>’'-b't)  — I(i«’-4'f;a"-  (4i'-4'i)c" 


(<«r-»'4)t^-UeWo4'.t.(»c,-»,cU'l.«£'’-/"*)— tM4'-«'4M',-Urf'-«i)4'-H4*,-4'a)«,).(ce'w“«) 

— ((  bi'— b'c  [bd  — b'd)c'+(cd 

lU4'-*'4)<"-U£'-«£>4'4-<4*'-4V)«*;.tfV'-rfV)  — UdV-M,t)f-ltd’-4d)t'r,+il>d'-Vd)*"'i.<ct"-€’t‘) 
tt-U*('-a,t)d-~laJ  -a d)c,+(cd  -cd)a’UW-b't)  — [(bc'-bc)d'  -Ibd  -4i)c'4-(ti 


b -btbd  -bd)a' ].«<W<n 

>=0, 

'4-<cl-U)4'].Ur,-«'oJ 
>V)rfJ.Cce'w"«)‘) 

..  r=°* 

d)  -4  #)  J 

-Wl/l.ltV-t't'l-J 
— tV  ) 4'M  J 


t On  voit  donc  par  là  comment , en  combinant  les  termes  de  ces 
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trois  fuites  cinq  à cinq  , on  trouvera  des  fondions  de  cinq 
des  quantités  de  chaque  fuite , qui  font  zéro  par  elles-mêmes. 

( 111.)  Concevons  que  de  ces  trois  dernières  équations , on 
multiplie  la  première  par  f",  la  fécondé  par  f , & la  troisième 
par  f \ qu’enfuite  on  ajoute  enfemble  la  première  & la  dernière, 
ôl  que  de  leur  fomme  on  retranche  la  fécondé  ; on  aura 


t («  V — «•»  Je"—  («  * —JC  ) *'+l  » C—  »£  ) «"1  . U * t‘—i  >>/"—  ( * + *V|/J  > 

t <»*• — — (./-rtlk'+lW'-HJj'l.ll  CI '-«)/■— («'-<■<)/  +{*«■—«"  O /if  _ t 
+ t(*e—  il)/'- <«*  — + .i]/],  {(  — 

— t(t«—  — Vdtc’+lcï— «Vlf'J.t 


On  voit  donc  par  là  comment , en  combinant  les  termes  des  trois 
lùites  fix  à fix , on  trouvera  des  fondions  de  fix  des  quantités 
de  chaque  fuite , qui  font  zéro  par  elles-mêmes. 

Remarquons  que  la  quantité  ( a V — db  ) c"  — (ad  — de))/ 
•i-(bd  — b'c)  d',  peut  être  écrite  ainfi , 

(ai'  — )c"  — (ai"  —a"h)e’  ■+■  ( a!  i"  — a"  V )t;  > 


-en  forte  que  pour  plus  de  régularité  , nous  écrirons  l’équation 
précédente , en  cette  manière 

; • ■ • . I,  1 ’ ’’  ’ *■  ’ 

((«»’—•*)  («»•—«’»)«  +(«»■— •-»■)  cj.[(a«  — dt>r—  «•"— ft'ifi 

— — «*»»*— t^r-— .((««•— et  )/'-(«•-  tO/'+itï-t'i  i/l 

•f-  — ««)*"  — («*"— af’c)  d -f-  («V— «Y)rf]  — >'*)/"  — <*«'— 

— [Ctc  — — <*Y— tVHJ.CC-e'—  — <««*'— «*«)/•  4-  (««— «Vï/1 


(a  2?.)  En  voilà  affez  povn  faire  connoître  la  route  qu’on 
doit  tenir , pour  trouver  ces  fortes  de  théorèmes.  On  voit  qu’il  y 
a une  infinité  d’autres  combinaifons  à faire  , & qui  donneront 
chacune  de  nouvelles  fondions , qui  feront  zéro  par  elles-mêmes  ; 
mais  cela  eft  facile  à trouver  aduellement. 


De  la  forme  du  P oly nome-mulriplicateur  , ou  des  Poly- 
nômes-multiplicateurs propres  a donner  i Équation  finale, 

(2  2 4-  ) La  manière  dont  nous  avons  envi  figé  l’élimination 
dans  le  cours  du  premier  Livre  , confifte  , ainfi  qu’on  l’a  vu  , 
41  concevoir  qu’ayant  multiplié  l’une  des  équations  par  unpôly- 

Aa  i; 


«• 


Digitized  by  Google 


«8$  EQUATIONS  ALGÉEKTQUËS." 
nome,  dont  on  a fupprimé  d’ailleurs  tous  les  termes  qu’il  eff 
pofllble  de  faire  difparoître  à l’aide  des  autres  équations , on  fafle 
suffi  difparoître  à l’aide  des  mêmes  équations , tous  les  termes 
qu’il  eft  poffible  de  faire  difparoître  dans  l’équation-produit  : 
alors  le  nombre  des  coëfficiens  introduits  par  le  poly nome-multi- 
plicateur , doit  être  fuffifant  pour  faire  difparoître  tous  les  terme® 
affectés  des  inconnues , autres  que  celle  qui  doit  refier  dans  l’é- 
quation finale.  > 

Dorénavant  nous  confidérerûns  l’élimination  d’une  manière  qui 
ne  diffère  de  celle-là  qu’en  apparence , Ôc  qui  eft  la  même  quant 
au  fonds.  . . 

Nous  concevrons  qu’on  multiplie  chacune  des  équations  données, 

Îar  un  polynôme  particulier , & qu’on  ajoute  tous  ces  produits. 

,t  réfultat  fera  ce  que  nous  appellerons  Y Équation- fomnte  , 
daquelle  deviendra  l’équation  finale  par  l’aHéantilfement  de  cou9 
les  termes  affeélés  des  inconnues  qu’il  s’agit  d’éliminer. 

Il  s’agit  donc  a&uellement  i.°  de  fixer  la  forme  que  doit  avoir 
chacun  de  ces  polynomes-multiplicateurs.  a.°  De  déterminer  le 
nombre  des  coëfficiens  qui,  dans  chacun , ne  peuvent  être  confr 
'dérés  comme  utiles  à l’élimination.  j.°  De  faire  connoitre  s’il  y a 
un  choix  à faire  parmi  les  termes  qu’on  doit  ou  qu’on  peut  re- 
ÿetter  dans  chaque  polynomë-multiplicateur.  4.0  Si  on  peut  fe 
difpenfer  de  les  rejetter , quel  eft  le  meilleur  emploi  qu’on  peut 
en  faire. 

Examinons  d’abord  la  première  de  ces  queftions. 

( 2 a 5 • ) La  forme  que  doit  avoir  chaque  polynome-multipli- 
cateur,  eft  allez  facile  à déterminer  d’après  tout  ce  qui  a été 
dit  dans  le  Livre  premier.  Mais  la  manière  dont  nous  avons  confi- 
déré  cet  objet  ( 1 74  ) , eft  plus  propre  à y répandre  du  jour  : 
& c’eft  de  cette  manière  que  nous  allons  le  confiaérer  ici. 

( 226.)  Nous  fuppoferons  que  toutes  les  équations  données 
.font  incomplettes  du  même  ordre  ; parce  que  les  équations  in- 
complettes  des  ordres  inférieurs , ne  font  que  des  cas  particuliers 
des  équations  incomplettes  des  ordres  fupérieurs.  En  forte  qu’on 
peut  les  fuppofer  toutes  de  l’ordre  de  celle  de  ces  équations 
qui  fera  incomplette  de  l’ordre  le  plus  élevé. 

Nous  les  fuppofons  d’ailleurs  incomplettes  , par  une  raifoa 
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femblable  ; parce  que  les  équations  complettes  font  comprifes  dans 
les  équations  incomplettes. 

(217.)  Cela  pofé,  feignons  qu’après  avoir  pris  un  polynôme 
incomplet  du  premier  ordre  , mais  le  plus  général  qu’il  eft  pot- 
fible , on  le  multiplie  par  l’une  des  équations  ; qu’on  multiplie  ce 
produit  par  la  féconde  équation , ce  nouveau  produit  par  la  troi- 
fième , & ainfi  de  fuite  ; le  produit  final  fervira  à trouver  les 
polynomes-multiplicateurs  particuliers  de  chaque  équation  , de 
la  manière  fuivante. 

Pour  avoir , par  exemple , la  forme  du  polynome-multiplicateur 
de  la  première  équation  ; fupprimez  dans  les  variétés  d’expofans 
du  produit  final,  tout  ce  qui  appartient  à cette  première  équation, 
fie  vous  aurez  la  forme  du  polynome-multiplicateur  de  cette 
première  équation. 

Pareillement , pour  avoir  le  polynome-multiplicateur  de  la 
fécondé  : fupprimez  dans  les  variétés  d’expofâns  du  produit 
final,  tout  ce  qui  appartient  à cette  fécondé  équation , & vous 
aurez  la  forme  du  polynome-multiplicateur  de  cette  fécondé 
équation;  fie  ainfi  de  fuite. 

. Eclairciflons  cela  par  quelques  exemples. 

(22g.)  Soient , par  exemple , les  deux  équations 

(*‘>  (*à>  ym-)h  =‘  o- 

• . * 

Ce  que  nous  appelions  le  produit  final , fera 

Ç xA  + • + û’ j yA  + i + t'JB  + b + b'j 

ainfi  qu’il  eft  aifé  de  voir. 

Donc  fupprimant  des  variétés  d’expofans  A ■+■  a *+^  d , 
A -h  a-h  d , B -h  è -h  d , d’une  part , tout  ce  qui  a rapport 
à la  première  équation  ; d’une  autre  part , tout  ce  qui  a rapport 
à la  fécondé  ; on  aura  (xA  + , yt  + î' JB  + b'  pour  la  forme 
du  polynome-multiplicateur  delà  première  ; fi c/xA  + y* 
pour  la  forme  du  polynome-multiplicateur  de  la  fécondé. 
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Suppofons  les  trois  équations 

Ux*>y')h>  (x‘>  i » (y-  “ o< 

Z(x',yf)*,  (**,&*»  (y*,i*)*¥~oi 
U**>yO**  (**>%*)*>  (yf’>iï)"V  = °> 


Voye i ( 82  ). 

La  forme  du  produit  final  fera 

r/xA  + *+•+»' fyf +,+M+*)B+k+b+t'ffxA+*+J+t'f  J fî+î+s'+l^f+f +f+f,^ 

• f I f I f1  j f * 

...(yt+‘-+ï+r,  lA + - +"+  S)S*  " +"+"  ] 

Supprimant  fucceflîvement  des  variétés  dexpofans  , tout  ce 
<jui  appartient  à la  première , à la  fécondé , fie  à la  troifième 
équations , on  aura 

£ fxA+t  + yt + f + fj B + *’+  * , (xA+t+M" y ^+i,+sV?+î’+  ..4 

....  (yt+ f+t',  ^+«+îf;în’+}']c+ £,+ e’ 
pour  la  forme  du  polynome-multiplicateur  de  la  première  équation  S 
£ fxA  +*+,•  fyA 4^-Kfyi-P* +»■' f (XA+  • + *", ^î+;+îV?+*+^>». • * 

....(y4+r+f',tf +*  +*)ï + * *+  * 

pour  la  forme  du  polynome-multiplicateur  de  la  fécondé  équation  ; 


lC*A+,+  ‘/t yA  + i+r'Jv+ 1 + (’xA+t  + t’, 


pour  la  forme  du  polynome-multiplicateur  de  la  troifième  équation. 


(229.)  Au  refte,  il  n’eft  pas  toujours  indifpenfable  dans  la 
formation  de  ce  que  nous  appelions  le  produit  final  , d em- 
ployer le  polynôme  incomplet  du  premier  ordre , le  plus  gé- 
néral polfible.  Il  fuffit  qu’il  comprenne  les  mêmes  variétés  d ex- 
pofans  que  les  équations  données  confédérées  comme  incom- 
plettes  du  premier  ordre. 

Ainfi,  dans  le  cas  où  les  équations  feroient  toutes  incomplettes 


Digitized  by  Google 


ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  r<?» 
Je  la  forme  ( u *,  xi,  y S...  n)  = o,  qui  eft  la  plus  fimple 
de  toutes  ; il  fuffiroit  d’employer  un  polynôme  de  la  forme 
(uA , xl  j y* . . . n)B , pour  générateur  du  produit  final. 

De  la  néceffité  de  ne  point  employer  a l' élimination  tous 
les  coëfficiens  des  dijf  e'rens  polynomes-multiplicateurs. 

( 2 3 O.  ) Nous  avons  déjà  dit  plus  d'une  fois  qu'on  ne  dévoie 
pas  regarder  tous  les  coëfficiens  des  polynomes-multiplicateurs , 
comme  étant  tous  utiles  à l’élimination  : fit  particulièrement  ce 
que  nous  avons  dit  ( ) fur  les  équations  complettes , le  prouve 

allez.  Nous  jugeons  cependant  utile  de  revenir  ici  fur  cet  objet 
d’autant  plus  important  que  fi  on  le  permettoit  d’employer  à 
l’élimination  un  feul  coefficient  pris  fur  le  nombre  de  ceux  que 
nous  avons  dit  être  à rejetter  , l’équation  finale  à laquelle  on 
ferait  conduit,  ferait  faufle,  ou  au  moins  identique,  c’eft-à-dire  , 
que  tous  les  termes  fe  détruiroient  d’eux-mêmes  , & ne  feraient 
par  confequent  rien  connoître  i c’eft  ce  qu’il  faut  faire  voir 
actuellement. 

Concevons , en  effet,  qu'ayant  un  nombre  quelconque  d’équa- 
tions entre  un  pareil  nombre  d’inconnues  , on  multiplie  cha- 
cune par  un  polynôme  dont  chaque  terme  ait  un  coefficient  indé- 
terminé : fie  qu’ayant  ajouté  enfemble  tous  ces  produits , on  fup- 
pofe  que  la  fomme,  égalée  à zéro,  doit  donner  l’équation  finale. 
Que  pour  obtenir  cette  équation  finale , on  égale  à zéro  le  coef- 
ficient total  de  chaque  terme  affefté  d’une  ou  de  plufieurs  des  in- 
connues , autres  que  celle  qui  doit  relier  dans  l’équation  finale.  Il 
arrivera  prefque  toujours  qu’après  ces  différentes  fuppofitions , il 
reflera  encore  plufieurs  coëfficiens  dont  la  valeur  ne  fera  encore 
déterminée  par  aucune  condition.  Si  dans  la  perfuafion  qu’on 
en  ferait  le  meilleur  emploi  poffible , on  croyoit  pouvoir  fe  per- 
mettre de  les  employer  à détruire  les  termes  les  plus  élevés  de 
l’équation  finale , afin  de  réduire  celle-ci  au  plus  bas  degré  pof- 
fible ; il  arriverait  encore  très-fouvent  qu'on  aurait  plus  de  ces 
coëfficiens  indéterminés  qu'on  n’auroit  de  termes  à détruire  ; d’où 
il  s’enfuivroit  que  l’équation  finale  pourrait  alors  être  réduite 
à zéro,  indépendamment  de  toutes  valeurs  particulières  des 
inconnues  ; conclufion  qu’on  ne  peut  admettre , que  dans  le 
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feul  cas  où  certe  équation  deviendrait  identique  ; c’eft-à-dire  j 
dans  le  cas  d'une  fôlution  illufoire. 

Mais  quand  même  le  nombre  des  coëfficiens  indéterminés  qui 
peuvent  refter  après  la  deftruction  des  termes  affeéfés  des  incon- 
nues, autres  que  celle  qu’il  eft  queftion  de  conferver,  ne  furpaf- 
feroit  pas  le  nombre  des  termes  où  entre  cette  dernière  inconnue  , 
il  n’en  ferait  pas  plus  permis  pour  cela  d’employer  ces  coëffi- 
ciens à la  deftruclion  d’une  partie  des  termes  de  l’équation  finale. 

D’abord  on  conçoit  bien  que  cette  équation  finale  eft  com- 
pofée  néceftairement  d’un  nombre  déterminé  de  termes , ou  quelle 
eft  néceftairement  d’un  degré  déterminé  qu’on  ne  peut  être  le 
maître  d’abaifter  à volonté. 

Mais  pour  voir  clairement  comment  l’équation  à laquelle  on 
arriverait  en  faifant  un  pareil  ufage  des  coëfficiens  indéterminés  , 
ne  pourrait  être  qu’une  équation  abfurde  , ou  du  moins  une 
équation  identique,  il  faut  remarquer  que  par  un  pareil  procédé, 
on  n’auroit  fait  aucune  mention  de  l’état  de  la  queftion  : on  n’au- 
roit  point  du  tout  exprimé  que  les  équations  propofées  ont 
lieu. 

En  effet,  fi  on  imagine  que  les  équations  propofées , au  lieu 
d’être  des  équations  , fbiem  des  polynômes  dont  les  inconnues  ne 
foient  liées  entr’elles  par  aucunes  relations  connues  ; & qu’on 
fàffe , de  ces  polynômes , l’ufage  que  nous  faifions  tout  à l’heure 
des  équations  propofées  ; il  eft  clair  qu’à  l’aide  des  coëfficiens 
indéterminés , nous  pouvons  faire  fur  le  polynôme  total  les  mêmes 
choies  qu’il  étoit  queftion  de  faire  fur  la  prétendue  équation 
finale  ; or  il  eft  clair  que  le  polynôme  qui  en  réfulteroit,  n’au- 
roit  que  des  relations  arbitraires  avec  les  polynômes  partiels 
dont  il  a été  compofé  ; la  prétendue  équation  finale , trouvée 
par  le  même  procédé  , n’aurait  donc  aufti  que  des  relations 
arbitraires  avec  les  équations  propofées  : la  fuppofition  que  cette 
équation  finale  aurait  lieu  , ferait  une  fuppofition  abfolument 
gratuite  ; puifque  n’y  ayant  point  exprimé  que  les  équations  par- 
ticulières ont  lieu  , il  n’eft  pas  poffible  que  cette  équation  fe 
foit  imprégnée  ( qu’on  permette  cette  expreftion  ) des  conditions 
de  la  queftion , exprimées  par  ces  équations  particulières, 
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Par  exemple,  fi  on  avoit  les  deux  équations 

<n‘  + Jjy+£y'  + i(i  + fy  -*-  / = o , 
a'x‘  +*'xy  + c'y*  -+-  d'x  ■+■  c’y  ■+■  /'  = o ; 

6c  fi  ayant  multiplié  la  première  par  le  polynôme 

A xx  -\-Bxy-*-Cyx-\-Dx-\r  E y -h  F , 

6c  la  fécondé  , par  le  polynôme 

A‘  xx  -h  BJ X y C'y*  -+•  D'x  -+-  E'y  -t-  F' , 

on  ajoutoit  les  deux  produits  : on  auroit  une  équation  de  la 
forme  fx...2)*  = o. 

Comme  on  peut  toujours  , à l’aide  de  la  feconde  équation , 
faire  difparoître  un  terme  dans  le  polynome-multiplicateur  de  la 
première , on  n’a  véritablement  en  tout , que  onze  coëfficiens  qui 
puiffent  être  employés  à l'élimination , & qui  ferviront  à faire 
diiparoître  les  dix  termes  affeélés  de_y,  par  exemple. 

Mais  fi  croyant  pouvoir  abaiffer  l’équation  finale  , on  fem- 
ployoit  les  douze  coëfficiens  qu’offrent  les  deux  polynomes- 
multiplicateurs  , tant  pour  détruire  les  termes  affeûés  de_y,  que 
pour  détruire  le  terme  *4  ; alors  on  arriveroit  à une  équation 
oui,  fi  elle  n’étoic  point  identique  , feroit  en  effet  du  troifième 
degré  , mais  qui  n’appartiendroit  point  à la  queftion  , puifqu’on 
n’y  auroit  pas  exprimé  l’exiftence  des  équations  particulières. 
Les  valeurs  de  x qu’on  conclurait  de  cette  équation  , ne  fe- 
raient donc  nullement  propres  à fatisfaire  aux  deux  équations 
propofées  : en  un  mot , cette  prétendue  équation  finale , feroit 
une  équation  purement  arbitraire , & fans  aucune  liaifon  avec 
la  queftion. 

U y a donc  un  certain  nombre  de  coëfficiens  qui  ne  peuvent 
être  employés  à l’élimination  : 6c  ce  n’eft  qu’en  les  employant  à 
tout  autre  ufage  qu’à  la  deftruÛion  de  nouveaux  termes  dé 
l’équation-fomme  , qu’on  peut  être  affuré  qu’on  donne  à celle-cï 
toutes  les  qualités  néceffaires  pour  devenir  l’équation  finale  , 
pour  être  l’expreffion  de  toutes  les  conditions  de  la  queftion. 
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Du  nombre  des  coefficiens  qui  , dans  chaque  polynôme- 
multiplicateur  , font  utiles  a 1‘ élimination. 

(23  I •)  Nous  venons  de  faire  voir  de  quelle  importance  il  efl 
de  ne  pas  employer  à l’élimination  les  coefficiens  que  les  équations 
proposées  peuvent  anéantir.  Il  ne  faut  pas  en  conclure  qu’on 
ne  peut  mieux  faire  que  de  les  omettre  ; qu'on  ne  peut  les  em- 
ployer à faciliter  ou  à Amplifier  le  travail  de  l’élimination.  Au 
contraire , nous  verrons  dans  peu  qu’on  peut  en  tirer  un  parti 
avantageux  pour  rendre  les  calculs  plus  commodes , en  mena- 

Î'  ;eant , ou  procurant  à la  fuite  de  ces  calculs , une  fymmétrie  que 
a fimilitude  des  équations  propofées  admet  , & que  la  (impie 
exclufion  des  coefficiens  inutiles  à l’élimination  , mafqueroit. 
Mais  on  doic  conclure  qu’il  n’eft  permis  d’employer  aucun  de 
ces  coefficiens  à la  deftruclion  d’aucun  terme  de  l’équation- 
fomme , c’eft-à-dire , de  l’équation  réfultante  de  l’addition  des 
produits  particuliers  de  chaque  équation  par  fan  polynome- 
multiplicateur. 

( 2 3 2 . ) En  ne  confidérant  qu'une  feule  équation-produit  t 
comme  nous  l’avons  fait  dans  le  premier  Livre  , nous  n’avions 
befoin  de  counoître  le  nombre  des  coefficiens  inutiles  à l’élimi- 
nation , que  pour  le  feul  polynôme- multiplicateur  que  nous 
confidérions  alors.  Mais  a£tueflement  que  nous  employons  autant 
de  polynomes-multiplicateurs  que  d’équations,  il  faut  dire  un 
mot  du  nombre  ae  leurs  coefficiens  inutiles  à l’élimination. 
Cela  efl  facile  d’après  ce  que  nous  avons  dit  jufqu’ici. 

(233.)  Si  l’on  fe  rappelle  ce  que  nous  avons  dit  dans  le 
premier  Livre , on  verra  facileroent,que  le  nombre  des  coefficiens 
utiles , dans  le  premier  polynome-multiplicateur  des  équations 
entre  lefquelles  Si  s’agit  d’éliminer  , fera  toujours  égal  au  nombre 
des  coefficiens  de  ce  polynôme  , moins  le  nombre  des  termes 
qu’on  peut  faire  difparoître  dans  ce  polynôme , à l’aide  des 
a — 1 autres  équations , n étant  le  nombre  total  des  équations  : 

^ Que  le  nombre  des  coefficiens  utiles  du  fécond  polynome-mul- 
tiplicateur, fera  le  nombre  total  des  coefficiens  ou  des  termes  de 
ce  polynôme , moins  le  nombre  de  termes  qu’on  peut  faire  dif- 
paroître dans  ce  polynôme,  à l’aide  des  n — 2 dernières  équations  ; 
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Que  le  nombre  des  cocfficiens  utiles  dans  le  troifième  poly- 
nome-multiplicateur,  fera  le  nombre  des  termes  de  ce  polynôme, 
moins  le  nombre  des  termes  qu’on  peut  faire  difparoître  dans  ce 
polynôme  , à l’aide  des  n — j autres  équations  ; & ainfi  de  fuite 
jufqu’au  dernier  , dont  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  fera  pré- 
cifément  égal  au  nombre  de  fes  termes. 

Quant  au  nombre  de  termes  qu’on  peut  faire  difparoître  dans 
chacun  de  ces  polynômes , à l’aide  du  nombre  d’équations  qui 
lui  correfpond , nous  avons  fait  voir  auffi  comment  on  le  déter- 
mine. Mais  à ce  que  nous  avons  dit  alors  , nous  ajouterons  le 
moyen  de  trouver  la  forme  des  polynômes  qui  repréfentent  ces 
nombres  de  termes.  D’après  ce  que  nous  venons  de  dire  ( 227  ) 
<ùr  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs  eux -mêmes  , un 
exemple  fuffira. 

Suppofons  trois  équations  de  la  forme 

( ua . ..  3 )•  =■  o , 

( «*’••  • 3)‘  = °» 

(u*  . , . 3 )'  = D. 

Le  polynome-multiplicateur  de  la  première  (227)  fera  donft 

celui  de  la  fécondé  , fera 

^ + 3)T+,  + '"i 

6c  celui  de  la  troifième  fera 

(v  A + j J T + 1 + S' 

Le  nombre  des  termes  qu’on  peut  foire  difparoître  dans  le 
premier,  à l’aide  de  la  fécondé  équation , fera  N (u4*"* ...  3)  T+,\ 

Mais  comme  pour  parvenir  à foire  difparoître  ce  nombre  de 
termes  , on  employé  le  polynôme  ( uA+*\  . . 3 )T+,'> , dans 
lequel  on  peut , a l’aide  de  la  troifième  équation , faire  difparoître 
un  nombre  de  termes  — N (uA.  ..  3 j le  nombre  de  terme! 
qu’on  peut  véritablement  foire  difparoître  dans  le  premier  poly- 
nôme a l’aide  de  la  fécondé  équation , ne  fera  que 

N( uA+t'...  3jT+t"  — N(uA..., 3)  T. 

B b ij 
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Le  nombre  de  termes  qu’on  peut  faire  difparoître  dans  le  même' 
polynôme,  à l’aide  de  la  troifième  équation,  eft  N ( uA+a'...^)T+‘\, 

Donc  à l’aide  de  la  fécondé  & de  la  troifième  équation  , on 
peut  faire  difparoître  dans  le  polynome-multiplicateur  de  la  pre-' 
mière,  un  nombre  de  termes 

=»  N (itA+a". ..3)  r+‘'—  N(uA. ..  i)T-*-N(uA+‘...  3 ) T+‘'. 

Quant  au  fécond  polynome-multiplicateur,  on  voit  facilement 
a&uellemenc  que  n’y  ayant  à confidérer  pour  lui  que  la  dernière 
ou  troifième  équation  , le  nombre  des  termes  qu’on  peut  en  faire 
difparoître,  eft  N ( uA+t. . . 3 )T+>. 

On  voit  donc  par-là  comment  on  doit  s’y  prendre  pour  déter-' 
miner  la  forme  des  polynômes  qui , par  le  nombre  de  leurs  termes, 
expriment  celui  des  termes  qu’on  peut  faire  difparoître  dans  chacun 
des  polynomes-muldplic'ateurs  qu’on  employera  à l’élimination. 

Du  choix  des  termes  qu’on  doit  ou  quon  peut  exclure 
dans  chaque  Polynome-multiplicateur. 

( 234*)  Nous  avons  fuffifamment  prouvé  jufqu’ici,  qu’oivne 
doit  pas  admettre  tous  fes  coefficiens  des  polynomes-multiplica- 
teurs , & nous  avons  déterminé  le  nombre  de  ceux  qu’on  doit 
rejetter. 

Mais  il  ne  fuffit  pas  de  favoir  combien  on  doit  exclure  de 
termes , il  faut  fçavoir  encore  quels  font  ces  termes  qu’on  doit 
exclure , ou  du  moins  favoir  s’il  y a un  choix  à faire  ; fi  cette  ex- 
clufion  doit  porter  fur  certains  termes  plutôt  que  fur  d’autres. 

- Quoiqu’il  y ait  fur  ce  point  une  très-grande  liberté  , comme  on 
yz  le  voir , elle  n’eft  cependant  pas  illimitée. 

(2350  Lorfqu’on  fait  difparoître  dans  un  polynôme  donné 
à l’aide  d’un  certain  nombre  d’équations  données  , autant  de 
termes  qu’il  eft  poflible  d’en  faire  difparoître,  on  ne  fait  autre 
chofe  qu’exprimer  dans  ce  polynôme  toutes  les  conditions  de  la 
queftion  confignées  dans  ces  équations. 

Or  l’expreflion  de  ces  conditions  ne  dépendant  pas  plus 
particulièrement  de  l’un  quelconque  des  termes  de  ces  équations , 
que  de  tout  autre  , mais  bien  de  la  totalité  de  ces  termes , il  eft 
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üàcile  de  voir  qu’il  n’y  a aucune  raifort  pour  faire  difparoître  les 
termes  d’une  certaine  forme  , plutôt  que  les  termes  de  toute 
autre  forme. 

Bar  exemple,  lorfqu’en  parlant  des  équations  complettes  ( ), 

nous  avons  fuppofé  qu’on  fît  difparoître  du  polvnome-multipli- 
cateur,  tous  les  termes  divifibles  par_y',  tous  les  termes  ai  vi- 
ables par  r &c.  nous  nous  fommes  bornés  alors  à cette  idée , 
parce  quelle  nous  fuffifoit;  Ôc  que  fimple  en  elle-même,  plus 
près  des  idées  que  l’on  avoit  jufques-là , elle  étoit  la  meilleure 
pour  fixer  refprif.  Mais  on  fe  tromperoit , fi  l’on  penfoit  qu’on 
eft  affujetti  à faire  difparoître  telle  ou  telle  puiflance , tels  ou 
tels  produits  des  inconnues  , plutôt  que  toute  autre  puiflance 
ou  tout  autre  produit.  On  peut  indifféremment  faire  difparoître 
tels  termes  que  l’on  voudra , pourvu  feulement  qu’on  ait  égard 
aux  confidérations  fuivantes. 

Non- feulement  le  nombre  des  termes  qu’on  peut  faire  difparoître 
dans  la  totalité  du  polynôme , eft  déterminé  ; mais  celui  du  plus 
grand  nombre  de  termes  qu’il  foit  poflîble  de  faire  difparoître 
dans  chaque  dimenfion  de  ce  polynôme , l’eft  auffi  ; & c’eft  ce  à 
quoi  il  eft  important  de  faire  attention  pour  ne  pas  exclure , dan9 
quelque  dimenfion  que  ce  foit , plus  de  termes  qu’on  n’eft  auto- 
rifé  à le  faire.  Car  il  ne  fuffit  pas  de  n’exclure  de  la  totalité  des 
termes 
miné  ; 
que  ce 
ment, 

Suppofons , par  exemple , les  trois  équations  fuivantes  que  nou9 
prenons  complettes , pour  plus  de  clarté  & de  fimplicité  feule-, 
ment» 

(*>yt  \)'  — Oi 

(x>y > i) ' =• 0 1 
(x>y > \)'  — °' 

Elles  ont  chacune  (227)  pour  polynôme- multiplicateur , uft 
polynôme  de  cette  forme  ( x,y , Dans  celui  qui  fera 

employé  à la  première  équation  , on  peut , ainfi  que  nous  l’avons 
fait  voir,  faire  difparoître  , au  total  , un  nombre  de  termes 

«=  N( x,y,  l)T+*77?  N( x,y}  1) T+l  H-  N(x}y,  7J  T+  \ 


au  polynôme,  que  le  nombre  des  termes  ci-acvant  deter- 
il  faut  encore  ne  pas  en  exclure,  dans  quelque  dimenfion 
foit , au-delà  d’un  certain  nombre  que  Ion  trou 
en  cette  manière. 


trouve  facile- 
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Mais  fi  fur  ce  nombre  de  termes  , on  demande , combien  il  f 
en  aura  de  la  plus  haute  dimenfion  ; on  voit  que  ce  nombre  eft 

d£tf(x  ,y,  i)  T+ 4 — N(x  ,y,  i)T+  *-f-  N(x  ,y,\)T+^...(  TJà 

ou  N( x,y)T+ 4 — Nf  x,y)T+l  -+-  N f x,y)T+*. 

Donc , dans  la  première  dimenfion  du  polynome-multiplicateur 
de  la  première  équation , on  ne  peut  fe  permettre  d’exclure  un 
nombre  de  termes  plus  grand  que 

N (x ,y)T+*  — Nfx,  y)T+'-  -+>  N f x>  y)  T+ ♦. 

(î36.)  Mais  fi  on  ne  peut  pas  fe  permettre  d’en  exclure  un 
nombre  plus  grand  que  celui  qui  vient  d’être  déterminé  , on  peut 
au  contraire  en  exclure  moins  ; ôc  foire  porter  l’excédent  fur  les 
dimcnfions  fuivantes , fi  on  le  juge  à propos. 

Ainfi  dans  la  fécondé  dimenfion , où  l’on  ne  peut  le  per- 
mettre d’exclure  un  nombre  de  termes  plus  grand  que  Nfx, y Jr+l 
— Nf x ,y)  T+ 1 ■+■  Nf x , y)  T~t~* , fi  dans  la  première  on  en  a 
exclu  un  nombre  = Nf x,y)  T+4 — N (x,  y)  T+  *-+-  Nfx,y)T+ 4 ; 
on  pourra , dis-je , exclure  de  cette  fécondé , un  nombre  de  ter- 
mes ■=  N fx  ,y}T+*  — N fx,y)T+l  -+-  N fx,y)  T+i  -4-  q , 
fi  on  n’a  exclu  de  la  première  qu’un  nombre  de  termes 

= N (x ,y)  r+4  — Nfx ,y)T+x  ■+■  Nf x,y)r+*  — <j. 

On  voit  a&uellement  ce  qu’il  yak  dire  fur  les  autres  dimen-- 
fions.  Voilà  toute  la  limitation  à laquelle  on  eft  aflîijéti.  On  eft 
d’ailleurs  le  maître  de  faire  porter  l’exclufton , dans  chaque  di~ 
menfion , fur  tel  terme  que  Ion  voudra.  Peu  importe  , pourvu 
qu’on  n’exclue  pas  plus  de  termes  que  nous  ne  venons  ae  voir 
qu’on  peut  fe  le  permettre. 

( 2 3 7 ‘ ) Quoique  nous  ayons  pris  pour  exemple , des  équations 
complettes  , on  voit  fans  doute  aifément  , qu’ainfi  que  nous 
l’avons  dit , ce  11’eft  que  pour  plus  de  clarté  ; il  fera  toujours  focile 
de  déterminer , dans  quelque  cas  que  ce  foit , le  nombre  de  termes 
dont  on  peut  difpofer  dans  chaque  dimenfion  de  chaque  polynomç. 
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Du  meilleur  emploi  qu'on  peut  faire  des  coëffciens  des 
termes  qu’on  ejl  en  droit  d'exclure  de  chaque  polynôme - 
j multiplicateur . 

( 238-)  Si  l’on  fait  attention  à tout  ce  que  nous  venons  de 
dire  fur  le  nombre  des  termes  qu’on  peut  exclure  de  chaque 
polynome-multiplicateur  ; ôc  que  ce  que  nous  appelions  la  pre- 
mière , la  fécondé , la  troifième , ôte  équations , font  des  déno- 
minations purement  arbitraires , en  forte  qu’on  peut  prendre  pour 
première,  féconde,  troifième,  ôcc.  équations , telle  de  ces  équa- 
tions qu’on  voudra  ; on  verra  bientôt  qu’on  n’eft  pas  tellement 
afliijéti  à faire  difparoître  un  nombre  déterminé  de  termes  dans 
l’un  quelconque  des  polynomes-multiplicateurs , qu’il  paroîtroit 
réfulter  de  la  maniéré  dont  nous  avons  envifagé  la  chofe 
jufqu  a préfent. 

Ce  à quoi  on  eft  indifpenfablement  affujéti , c’eft  au  nombre 
total  de  coëfficiens  inutiles , dans  la  totalité  des  polynomes-mul- 
tiplicateurs , ainfi  qu’au  nombre  total  de  coëfficiens  inutiles 
dans  une  dimenfion  quelconque  de  même  numéro  de  chacun  de 
ces  polynomes-multiplicateurs. 

; En  effet , lèlon  qu’on  prendra  jour  première  équation , telle  ou 
telle  des  équations  données,  on  verra  qu’on  eft  le  maître  de 
difpofer  de  plus  ou  moins  de  termes  dans  un  même  polynome- 
multiplicateur.  Mais  on  verra  en  même  tems , que  la  totalité  des 
termes  qu’on  peut  faire  difparoître  dans  la  totalité  des  polynômes  , 
refte  conftamment  la  même , quelques  variations  qu’on  faffe  dans 
l’ordre  des  équations , ôc  par  conféquent  des  polynômes. 

Soient , par  exemple , les  trois  équations 

( *>y » i)‘  = °» 

(*>y>  \)*  = °> 

(*,y > tJ*  — 

r+f’  r 

Le  polynôme-multiplicateur  de  la  première , cil  ( x , y , \)  ; 

7-f  i r 

Celui  de  la  fécondé , eft (x, y,\)  * 

■ (’  > 

Celui  de  La  troifième , efi * 
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On  peut  , dans  le  premier , faire  difparoître  un  nombre  d & 
termes,  exprimé  par 

N(x ,y,  iJ T+‘  ' — H(x,y,i)T-+-N('x,y3l)  T+*'; 

On  peut  en  faire  difparoître  dans  le  fécond , un  nombre  exprimé 
par  N(x,y , i)T+‘. 

Et  rien  dans  le  trpifièipe. 

Donc  , au  total  , on  peut  faire  difparoître  dans  les  trois 
polynômes , un  nombre  de  termes  exprimé  par 

T -4- 1 T-4-t’  T-ht*  T 

N(x,y>\)  -bN(*.y>X)  +-A r(x,y,x)  — N(x,y,\)  • 

Changeons  maintenant  l’ordre  des  équations  ; écrivons  les  ainfi 


Cx>  y > i)‘’  = 

(*>y>  V = o » 

(*>y.  1^’“  °* 

Le  polynôme-multiplicateur  de  la  première,  fera  (x^y^\) 

T-f  (‘>f  t* 

Celui  de  Ia  féconde,  fera.  • . . • « (x,y, \) 

. T + 1 *4“  t' 

Celui  de  latroifième,  fera.... (x>yil) 


On  pourra  , dans  le  premier , faire  difparoître  un  nombre  de 
termes  exprimé  par 

N(x  ,y , i)  T+‘-  -N(x,y,i)T+  N(x  ,y , i)  r+‘. 

Dans  le  fécond,  un  nombre  exprimé  par  N ( x, y , \)  T+t. 

Et  rien  dans  le  troifième. 

Donc  au  total , on  peut  faire  difparoître  dans  les  trois  poly- 
nômes , un  nombre  de  termes  exprimé  par 

^(x,y,\)T+‘-i-N(x,y,i)T+‘  -*-N(x,y,x)T+  — N(*,y  ,\)  * 

On  voit  donc  qu’en  effet , le  nombre  de  termes  qu’on  peut 
faire  difparoître  dans  l’un  quelconque  des  polynomes-multipli- 
cateurs,  varie  félon  l’ordre  qu’on  aura  adopté  pour  la  fucceffion 
des  équations  ; mais  que  le  nombre  total  des  termes  qu’on  peut 
faire  difparoître  dans  la  totalité  des  trois  polynômes , refle  conf 
tamment  le  même. 

On 
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• On  démontrera  de  la  même  manière , qu’il  en  eft  de  même  du 
nombre  total  des  termes  de'  la  plus  haute  ou  première  dimenfion 
de  chaque  polynôme  : qu’il  en  eft  même  du  nombre  total  des 
termes  de  la  fécondé  dimenfion  de  chaque  polynôme  ; 6c  ainli 
de  fuite. 

( 2 3 p ■ ) Jufqu’ici , comme  ces  termes  font  abfolument  inutiles 
à l’élimination , nous  les  avons  toujours  confidérés  comme  devant 
être  exclus.  Cette  exclufion  n’eft  pas  indifpenfable  : il  fuffit  ainli 
qu’on  peut  le  conclure  de  ce  qui  a été  dit  ( 230  ) , de  ne  point 
les  compter  au  nombre  des  coëfficiens  qu’on  a à calculer  pour 
arriver  à l’équation  finale  , ou  en  général  , au  but  qu’on  le 
propofe. 

En  effet,  de  même  qu’on  peut  toujours  parvenir  à faire  difpa- 
roître  dans  un  polynôme  donné  , à l’aide  d’un  certain  nombre 
d’équations  données  , un  certain  nombre  de  termes  ; de  même  , 
ôc  par  le  même  moyen , on  peut  donner  à un  pareil  nombre  de 
termes  de  ce  polynôme , des  coëfficiens  tels  qu’on  le  voudra.  On 
peut  donc  faire  des  coëfficiens  inutiles  à l’élimination  , tout  ce 
que  l’on  voudra  d’ailleurs,  pourvu  qu’aucun  nefoit  compté  au 
nombre  des  coëfficiens  utiles  à l’élimination. 

( 2 4°*)  On  peut  donc,  lorfqu’il  s’agira  de  procéder  à l’élimi- 
nation , admettre  tous  les  différens  termes  dont  les  différons  po- 
lynômes-multiplicateurs font  fufceptibles  ; ôc  lorfqu’on  aura  formé 
l’équatioo-fomme,  on  fera  le  maître  d’y  déterminer  arbitrairement* 
6c  par  telles  conditions  que  l’on  voudra , tant  dans  la  totalité,  que 
dans  chaque  dimenfion , un  nombre  de  coëfficiens  égal  au  nombre 
de  ceux  que  l’on  fait  être  inutiles  à la  queftion  , pourvu  feulement, 
qu’on  ne  les  employé  pas  à la  deftruÛion  d’aucun  nouveau  terme. 

( 2 4 1 • ) Avec  cette  feule  attention , on  prendra  tels  de  ce» 
coëfficiens  qu’on  voudra,  pour  en  former  des  équations  arbitraires,’ 
6c  par  conféquent  pour  déterminer  ces  coëfficiens  : on  n’auraJ 
jamais  à craindre  d être  conduit  à une  équation  abfurde  , puifi 

S[u’en  cela  on  ne  fait  qu'exécuter  ce  que  l’état  de  la  queftion’ 
uggère. 

(242*)  Il  eft  inutile , fans  doute  , d’obferver  qu’il  faut  éviter 
de  comprendre  dans  ces  équations  arbitraires,  celles  qui  anéan-, 
tiraient  des  termes  que  l’on  veut  conferver.  Quoique  l’équation 
finale  à laquelle  on  arriverait  alors  , ne  fut  point  une  queftion 

Ce 
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abfurde , elle  ne  ferait  pas  néanmoins  ce  que  l’on  cherche  ; il  y 
relierait  alors  un  ou  plulieurs  termes  affectés  de  quelques-unes  des 
inconnues  qu’il  eft  queftion  d’éliminer. 

• (243-)  Hy  a encore  une  chofe  à éviter  dans  la  formation  de 
ces  équations  arbitraires  ; mais  cette  attention  très-rarement  né- 
ceffaire , ne  pourra  être  bien  fentie  que  par  des  exemples  ; ainli 
nous  n’en  parlerons  que  par  la  fuite. 

(244.)  C’eft  par  cet  ufage  des  coëfficiens  Inutiles  que  nous 
fommes  enfin  parvenus  à donner  à nos  calculs  une  forme  régulière, 
propre  à les  rendre  aufli  Amples  ôc  aulli  expéditifs  qu’il  eft 
pofiible  ; propre  à y démêler  certains  fadeurs  qu’il  eft  important 
de  connoître  pour  avoir  fur  le  réfultat  d’un  fyftème  quelconque 
d’équations  , toutes  les  connoiffances  qu’elles  renferment  tacite- 
ment. Au  lieu  que  fans  cet  emploi  des  coëfficiens  inutiles , on 
ne  reconnoîtroit  plus  dans  le  cours  du  calcul , l’efnèce  de  fym- 
métrie  que  l’on  lent  bien  devoir  avoir  lieu  dans  le  réfultat  de 
plufieurs  équations  de  forme  femblable  : elle  fe  trouverait  mafquée 
dans  tout  le  cours  du  calcul  : & les  fadeurs  dont  nous  venons 
de  parler , combinés  avec  d’autres  fadeurs  non  fymmétriques  ', 
deviendraient  très-difficiles,  & pratiquement  parlant , impoffibles 
à reconnoître  , lorfqu’on  vient  à traiter  des  équations  un  peu 
compofées,  ou  un  peu  nombreufes. 

.1(345.)  Mais  comme  il  importe  beaucoup  de  ne  pas  intro- 
duire dans  les  réfultats  des  calculs,  des  fadeurs  étrangers , ou  qui 
ne  faffent  rien  connoître  de  ce  qui  appartient  effentiellement  aux 
équations  propofées  , on  peut  s’impofèr  pour  règle  générale  , 
dans  la  formation  des  équations  arbitraires , de  le  conduire  de 
manière  à n’avoir  à calculer  que  les  coëfficiens  utiles  à l’éli- 
mination , c’eft-à-dire , à n’avoir  à calculer  qu’un  nombre  de 
coëfficiens  égal  au  nombre  de  ceux-là  : & fi  la  chofe  n’eft  pas  pot 
fible  *,  comme  il  arrive  quelquefois  , il  faut  fe  conduire  de  manière 
à n’avoir  à calculer  que  le  plus  petit  nombre  de  coëfficiens  pof- 
fible  au-delà  du  nombre  des  coëfficiens  utiles  à l’élimination. 

Or  le  moyen  d’v  parvenir , eft  de  former  avec  tous  les  coëf- 
ficiens inutiles , s’il  eft  pofiible , ou  avec  le  plus  grand  nombre 
pofiible  de  ces  coëfficiens , un  pareil  nombre  d’équations  arbi-. 

* Pu  moins , lorfqu'on  veut  confcrvcr  U fymme'trie  propre  à faciliter  les  calculs. 
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traires,  lefquelles  ne  renferment  point  d’autres  coëfficiens  : en 
obfervant  d’ailleurs  de  n’en  former  dans  chaque  dimenfion , 
qu  autant  qu’il  eft  permis  par  ce  qui  a été  dit  ( 2 j y j. 

Alors  (212  & 21  il  ne  peut  réfulter  de  toutes  ces  équa- 
tions que  deux  choies;  favoir,  une  équation  de  condition,  ÔC 
que  chacun  de  ces  coëfficiens  foit  = o. 

L’équation  de  condition  , quoique  fouvent  inutile  à l’objet 
principal  de  la  queflion  , AgniAera  cependant  toujours  quelque 
chofe  de  relatif  aux  équations , tel,  par  exemple  , que  des  cas 
où  elle  peut  êtreréfolue  plus  Amplement,  ou  à l’aide  de  poly- 
nômes-multiplicateurs  plus  Amples. 

Quant  à la  conclufion  des  coëfficiens  égaux  à zéro  , elle  pro- 
curera à la  Alite  du  calcul  la  plus  grande  AmpliAcation  poffible. 

Sur  quoi  il  faut  obferver  que  puifque  nous  ne  confervons  les 
coëfficiens  inutiles , que  pour  en  difpofêr  enfuite  pour  donner  aux 
calculs  la  forme  la  plus  fymmdtrique  qu’il  fe  pourra , il  faut 
conféquemment  à cette  idée  , faire  entrer  dans  chaque  équation 
arbitraire,  tous  les  coëfficiens  analogues , c’eft-à-dire  , les  coëÉ 
ficiens  qui  appartiennent  à des  termes  femblables  dans  chaque 
polynome-multiplicateur. 

Nous  n’en  dirons  pas  davantage  pour  le  préfent  fur  le  choix  , 
l’emploi  6c  l’ufage  des  coëfficiens  inutiles  : les  exemples  que  nous 
donnerons  par  la  fuite , achèveront  d’éclaircir  ces  idées  générales. 

Divers  autres  ufages  des  méthodes  expojees  dans  cet  Ou- 
vrage , pour  la  Théorie  générale  des  Equations. 

( 246.)  Les  moyens  d’arriver  à l’équation  la  plus  Ample 
léfultante  d’un  nombre  quelconque  d’équations  de  quelque  degré 

3ue  ce  foit , ne  font  pas  les  feuls  avantages  qu’on  puiffe  retirer 
u travail  qui  nous  occupe.  On  peut  encore , par  ces  même» 
moyens , parvenir  à trouver  la  valeur  la  plus  Ample  d’une  fonc- 
tion quelconque  compofée , comme  on  le  voudra , des  inconnue^ 
qui  entrent  dans  ces  équations  ; 6c  cette  valeur  la  plus  Ample  on 
peut  la  trouver  avec  des  conditions  particulières , ôc  propres  k 
Satisfaire  à quelques  vues  udles. 

Ce  ij 
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Par  exemple , fi  ayant  les  trois  équations  quelconques  ' » 

(x,y,  V''  — °» 

( x,y > i)‘  = o; 

on  demandoit  quelle  eft , en  vertu  de  l’exiftence  de  ces  trois 
équations,  la  valeur  de  ( x,  y , \)T > ou  en  général,  de  tout 
autre  polynôme  formé  de  cette  valeur  étant  réduite: 

âu  plus  petit  nombre  de  termes  poflible. 

'Si  pour  Amplifier  les  idées  , nous  fuppofons  qu’il  ne  s’agit  que 
du  polynôme  ( x ,y  ,tJt,  il  eft  clair  1 que  fi  on  multiplie 


T— « 

la  première  c'quation , par  le  polynôme  ( x , y , \ ) » 

T—t' 

lafeconde,  par  le  polynôme» (x>y>\)  ’ 

T—»* 

la  troifième,  par  le  polynôme ( x,y,  ^ ) j 


& qu’on  ajoute  enfemble  les  trois  produits , & le  polynôme 
propofé  y la  fomme  aura  la  même  valeur  que  le  polynôme 
prôpofé. 

2.0  Qu’à  l’aide  des  cOcfficiens  introduits  par  les  trois  polynômes- 
multiplicateurs  , & en  faifant  attention  que  la  condition  de 
l’exiftence  des  trois  équations , en  rend  inutiles  un  nombre  que 
nous  favons  actuellement  déterminer , il  fera  toujours  poflible 
d’anéantir  dans  cette  fomme  un  nombre  déterminé  de  termes. 

3.0  Que  le  moindre  nombre  de  termes  auquel  on  pourra  la 
réduire  , fera  moindre  d’une  unité  que  le  nombre  des  termes 
de  l’équation  finale  réfultante  des  trois  équations  propofées.  ' 

4.0  Que  ces  termes  qui  compoferont  le  polynôme  final , valeur1 
du  polynôme  propofé  (x  ,y , \)T  y feront  d’ailleurs  ceux  que 
l’on  voudra. 


y.0  Que  par  conféquent,  on  peut  avoir  le  polynôme  (x  ,y,  -zJTy 
exprimé  tout  en  x , ou  tout  en_y , ou  tout  en 

(2  47*)  C*eft  donc  le  moyen  de  faire  ce  dont  nous  avons 
parlé  ( 207  ) , c’eft-à-dire  , d’obtenir  le  réfultat  de  la  fubftitution. 
des  valeurs  que  x , y & \ peuvent  avoir  dans  les  trois  équations 
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ripofées , d’avoir , dis-je , le  réfultat  de  leur  fubftitution  dans 
polynôme  propofé , du  moins  d’avoir  tout  ce  qu’il  eft  poiïible, 
d’en  avoir  de  rationnel  ; ôc  le  furplus  s’obtient  par  la  rélblution 
de  l’équation  finale.  . 1 ' .i 

: (248-)  Nous  avons  fuppofé , dans  ce  que  nous  venons  de 
dire  , que  T étoit  plus  grand  que  t tf  t?  qui  ( 47  ) eft  l’ex- 
preflion  du  degré  de  l’équation  finale  réfultante  des  trois  équa- 
tion* propofées  ; fi  au  contraire  on  avoit  T <.  1 11 1" } ailors 
fuppofant . T'  = tft",  on  multiplieroit 

...  , r-i 

la  première  équation  par  ( x, y ,\ )'  i 

T'—  ' • 1 

la  fécondé  par. (x,  y , \ ) » 

2"  — . 

& la  troifième  par......  (:xty,  i 

6c  on  opéreroit  comme  il  vient  d’être  dît. 

( 1 4 9-  ) Il  n’eft  cependant  pas  néceflaire  de  recourir  à des  po- 
lynômes aufli  élevés  que  lorfqu’il  s’agit  d’avoir  la  valeur  de. 
fje  } y 1 \)T  toute  en  x , ou  toute  en_y , ou  toute  en  Dans 
t-out  autre  cas  on  peut  fe  contenter  d’employer  les  polynomes- 
multiplicateurs 

► (x>y>\)T~'i  (x>y,  . 

Par  exemple,  fi  on  demandoit  la  valeur  de  x'y  \ conclu  deï 
trois  équations 

( x,y , o, 

(x  ,y , \)'  = o y 
( x,y , \)'=  o, 

■exprimée  en  x , y , ^ , fie  avec  la  condition  que  non  - feule- 
ment x ' , mais  encore  y ' fit  , n’enrraffent  point  dans  cette 
valeur  : comme  x'y  ç eft  de  la  dimenfion  y > je  multiplierais 
chacune  des  trois  équations  propofées  par  un  polynôme  de  la 
forme  ( x ,y , [J  '~}  ou  (x ,y  ,7)  * , 6c  ayant  ajouté  les  pro- 
duits avec  x'y  ^ , j’obferverois  que  les  polynomes-multiplicateurs 
étant  de  degrés  inférieurs  aux  équations  propofées  , on  ne  peut 
y faire  difparoître  aucun  terme  a l’aide  de  ces  équations  ; que 
par  conféquent  aucun  des  coëfficiens  indéterminés  de  ces  poly- 
somes ne  fera  inutile.  J’aurois  donc , pour  réfoudre  la  queftion^ 
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un  nombre  de  coëfficiens  = 3 N(x,  y,  \)'  — ?o  ; or(fpJ 
ce  nombre  eft  précifément  celui  des  termes  divifibles  foie 
par  x' , foie  par^r,  foitpar^’ , dans  la  fomme  qui  eft  de  la 
forme  ( x, y , \)1  '*  donc  il  fera  poffible  d’avoir  cette  fomme  fan» 
qüe  * , y-  & ^ s’y  trouvent  élevés  chacun  à un  degré  plus  haut 
que  2 ; ôc  puifque  cette  fomme  eft  la  valeur  de  x ’ y ç , on  a donc 
la  valeur  de  je  *y  \ telle  qu’elle  a été  demandée. 

( a 5 ®*  ) En  Park*nt  des  équations  complettes  nous  avons  die 
) que  fi  l’on  avoit  un  nombre  quelconque  d’équations 

» • 

( u .n)‘  = o , 

( u : ..ri)''  =>  o, 

(u. . . . n /"  = o , 

(u..,a),’=2  o, 

&c. 

èn  pouvoit  toujours,  à l'aide  des  n — i dernières,  trouver  les 
valeurs  de  x*'-1 , y'  — 1 , &c.  On  voit  donc  actuelle- 

ment la  vérité  de  cette  afTertion , ôt  comment  la  chofe  pourroie 
être  exécutée , fi  on  en  voit  befoin  pour  procéder  à l’élimination.  • 

( 2 5 I • ) C*eft  ici  le  lieu  d’éclaircir  , 6c  de  prouver  plus  régu-* 
lièrement  ce  que  nous  avons  dit  ( $6  ). 

Nous  avons  dit  ( f6)  que  lorfque , d’un  nombre  donné  d’équa-t 
lions , on  tire  les  valeurs  d’un  pareil  nombre  de  termes  ; que  fi  ces 
termes  ont  un  divifeur  commun  entr’eux  , ces  valeurs  ne  font 
pas  les  feules  que  ces  équations  puiftent  fournir;  & que  par 
conféquent  fi  , dans  la  foluüon  aune  équation  , on  ne  faifoit 
ufage  que  de  ces  valeurs,  la  qoeûion  ne  feroit  pas  réfolue , parce 
qu’on  n’y  auroit  pas  exprimé  tout  ce  que  les  équations  pro- 
pofées  renferment. 

Par  exemple  , fuppofant  les  trois  équations 

(*>y>  \)'  = ° » 

(x,y,  l)'  = ° , 

(*>y>  O'  - ° » 

dont  nous  fçavons  que  l’équation  finale  doit  être  du  huitkmo 
degré. 
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« Si  ayant  pris  pour  polynome-multiplicateur  de  la  première , 
un  polynôme  fx,y,  tel  qu’il  convient  pour  arriver  à 
l’équation  finale  , nous  tirions  des  deux  autres  équations  les 
valeurs  de  , de  yç,  6c  de  leurs  multiples,  pour  les  fubftituer 
tant  dans  ce  polynome-multiplicateur , que  dans  l’équation- 
produit  ; alors  nous  ne  ferions  pas  difparoître  tous  les  termes 
qu’il  eft  poflible  jde  faire  difparoître  ; 6c  l’équation  finale  à 
laquelle  nous  arriverions  , n’appartiendroit  pas  à la  queftion  que 
les  équations  propofées  expriment.  Il  feroit  encore  poflible  de 
conclure  des  deux  dernières  équations  la  valeur  d’un , 6c  fouvent 
de  plufieurs  autres  termes.  Par  exemple  ici , on  pourront  encore 
conclure  la  valeur  de  y’. 

En  effet , concevons  qu’on  multiplie  ces  deux  équations , rcf- 
pe&ivement  par 

A'x  -+-  £'y  + C'i  -+-  JD',  Bc  A"x  ■+•  £"y  + C"i  -1 - D" , 

& qu’on  ajoute  les  deux  produits  enfemble  6c  àjy 1 ; la  fomme 
fera  donc  la  valeur  de  y1.  Ory!à  l’aide  des  coëfficiens  indéter- 
minés qui  font  au  nombre  de  8 * , je  puis  faire  difparoître  tous 
les  termes  divifibles  par  6c  par y 6c  avoir  par  conféquent  la 
Valeur  dej' 1 réfultante  de  la  fubftitution  des  valeurs  de  6c 
de  c’eft-à-dire , propre  à ne  plus  introduire  ni  7*  ni  y 
Donc  fi  je  ne  fubftituois  dans  l’équation-produit  qui  doit  donner 
l’équation  finale,  que  les  valeurs  de  6c  dejy  \ tirées  des  deux 
dernières  équations,  je  n’exprimerois  pas  tout  ce  que  renfer- 
ment «es  deux  équations  ; je  n’arriverois  donc  qu’à  une  équation 
finale  qui  n’appartiendroit  pas  à la  queftion.  Il  n’en  eft  pas  de 
même , lorfque  les  valeurs  que  vous  tirez  des  n — 1 équations  , 
n’ont  pas  un  divifèur  commun.  Ces  valeurs  fubftituées  dans  le 
polynome-multiplicateur  ôc  dans  l’équation-produir , par-tout  où 
elles  peuvent  être  fubftituées , exprimeront  tout  ce  que  ces  n — 1 
équations  peuvent  dire. 

En  effet , dans  l’exemple  précédent , fi  après  avoir  tiré  des 
deux  dernières  équations  la  valeur  dey1  6c  celle  de  on 
croyoit  pouvoir  en  tirer  encore  celle  d’un  autre  terme;  celle,  par 
exemple  de  x'y,  En  opérant,  comme  ci-deflus  , on  n’auroit  que 

» 

* Il  faut  ici  huit  cocfficicns  pour  faire  difparoître  ces  fept  termes , parce  que  les 
fept  équations  du  premiet  degré  que  l'q|i  aura , font  chacune  , fans  aucun  terme 
abfolumcnt  connu. 

I ••  • 
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huit  cocfficiens  pour  faire  difparoître  les  termes  divisibles  par^y^ 
& parç’,  lefquels  font  au  nombre  de  huit.  On  ferait  doné 
(212)  conduit  à une  équation  de  condition,  fans  pouvoir  dé- 
terminer la  valeur  de  x'y  dégagée  de  y' , ou  de^*  ou  de  quel- 

3u’un  de  leurs  multiples.  Donc  la  fubftitutioiv  des  valeur» 
eyl  & de  fuffit  pour  l’expreiïion  des  conditions  de  la  queftion, 

Conf dérations  utiles  pour  abréger  confidérablement  le  calcul 
des  coefficient  qui  fervent  à l’élimination, 

( 2 ? 2.)  Nous  pouvons  encore  ajouter  confidérablement  aux 
Simplifications  déjà  très-grandes  que  la  méthode  expofée  ( ipy  6ç 
fuiv.  ) pour  le  calcul  des  inconnues  dans  les  équations  du  premier 
degré,  offre  dans  le  procédé  de  l’élimination.  Nous  fuppoferons, 
dans  ce  que  nous  allons  dire  , que  les  équations  propofées  font 
toutes  complettes,  & du  même  degré il  fera  facile  d’en  faire 
l’application  aux  équations  incomplettes , ainfi  que  nous  le  feron* 
voir  enfuite  ; mais  l’expofition  fçra  plus  claire , en  fe  représentant 
d’abord  les  équations  comme  complettes. 

( 2 J 3 • ) Suppofant  les  coefficiens  déterminés  des  termes  de 
chaque  équation  donnée , repréfentés  par  les  mêmes  lettres  dis- 
tinguées feulement  par  des  accens,  ainfi  que  nous  l’avons  pra-J 
tiqué  jufqu’ici  ; fuppofant  la  même  chofe  pour  les  coëfficien» 
indéterminés  des  polynômes-multiplicateurs  de  chaque  équation  ; 
il  eft  aifé  de  fentlr  que  le  coëfficient  d’un  terme  quelconque  de 
l'un  des  polynomes-multiplicateurs , fe  trouvant  dans  Uniterme 
quelconque  de  l’équation-fomme,  affefté  d’un  coëfficient  déter- 
miné de  l’un  des  termes  quelconque  de  l’équation  dont  ce  po- 
lynôme eft  multiplicateur  ; il  eft  aifé , dis-je , de  fentir  que  le 
coëfficient  Indéterminé  du  même  terme  de  chaque  autre  poly- 
nome-multiplicateur , fe  trouvera  auffi  dans  le  même  terme  dç 
l’équation-fomme , & s’y  trouvera  affe&é  du  coëfficient  déter- 
miné du  même  terme  de  l’équatjon  dont  ce  polynôme  eft 
multiplicateur.  1 : 

Donc  s’il  n’y  a que  deux  équations  , en  égalant  à zéro  le 
coëfficient  total  de  chaque  terme  de  l’équation  - fbmme , les 
équations  particulières  qui  en  réfulteront,  feront  de  cette  forme 

Aa  + A'a1  = 0 , At  + A*'  + Bc+B'c=o,  Af+  A'f+ B 1+B4  + Ct  + C't'  = 0/ 

& ainfi  de  fuite.  S'il 
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S’il  y a trois  équations  , les  mêmes  équations  particulière» 
feront  de  cette  forme 

At  + A m +A"t"  = 0,  Ah+  A*  + A"*’  + B,  + B't'  = O. 

Ai  + AÊ*  +A  'i"+  Bt  + B V + *"«*  + Cf  + Cf  +■  C'T  = O t 

& ainfi  de  fuite , Arc. 

Et  ces  équations  feront  au  nombre  de  a — 1 1 fi  n eft  la 
nombre  des  coefficiens  indéterminés. 

Ces  équations  peuvent  être  calculées  beaucoup  plus  rapidement 
qu’en  fuivant  littéralement  la  règle  que  nous  avons  donnée  ( 198  ). 

( 2 J 4«  ) Nous  avons  vu  { 198  ) que  dahs  le  calcul  des  lignes , 
il  importoie  peu  dans  quel  ordre  on  eut  primitivement  écrit  le  pro- 
duit des  inconnues  qui  fert  à Calculer  ces  lignes  , pourvu  que 
leur  ordre  f&t  confervé  dans  toute  la  fuite  du  calcul.  Dans  le» 
équations  dont  il  s’agit  à préfent , il  y a beaucoup  à gagner  à 
choifir  l’ordre  dans  lequel  on^crit  d’abord  le  produit  des  incon- 
nues , quoiqu’il  n’y  ait  à cela  aucune  obligation. 

L’ordre  le  plus  convenable  eft  de  groupper  toutes  les  lettre9 
femblables  : on  n’eft  pas  pour  cela  aüujéti  a aucun  ordre  parti'* 
culier  entre  ces  grouppes. 

Par  exemple , fi  les  inconnues  font 

A t B , C , D , 

A',  Br,  C\  D'. 

Entre  toutes  les  différentes  manières  d’écrire  ces  huit  lettres  I 
la  fuite  les  unes  des  autres  , je  préfère  t fie  m’arrête  à l’une 
quelconque  des  fuivantes  , 

AA'BB'CC'DD',  B B ’A  A'CC’ D D1 , DD'  B B'  AA’CC',  StC, 

Si  les  inconnues  font 

A t B , C , D , 

A’,  B',  C,  V, 

A”,  B ",  C”,  D\ 

entre  toutes  les  différentes  manière»  d’écrire  ces  douze  inconnue! 
à la  fuite  les  une*  des  autres  , je  préfère  l’une  quelconque 

D d 
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des  fuivantes 

AA  A'BVVCCC'DD'D ",  B B B'AAACCC'D  D'D",  C C'CD  D'D  "AA'A’B  B 

& ainfi  de  fuite. 

C’eft-à-dire , que  l’ordre  dans  lequel  on  écrira  les  grouppes  , 
eft  abfolument  arbitraire. 

( 1 f J . y Examinons  préfentement  les  conféquences  que  ce 
choix  nous  offrira  dans  la  pratique  de  la  règle  donnée  ( ip8  f. 
Mais  remarquons  auparavant  qu’il  n’eft  pas  indifpenfable  , dès 
le  commencement  du  calcul  des  lignes  , d’écrire  le  produit  de 
toutes  les  inconnues.  S’il  y a des  équations  plus  (impies  les 
unes  que  les  autres  , on  peut  préférer  de  commencer  par  celles' 
là  ; & alors  en  les  employant , on  peut  fe  difpenfer  d'écrire  les 
grouppes  des  inconnues  qu’elles  ne  renferment  pas , 6c  ne  les  in- 
troduire que  lorfqu’on  viendra  à employer  les  équations  qui  le» 
renferment. 

( 2 $ 6-)  Suppofons  donc  qu’on  ait  les  trois  équations  fuivantes 
A a 4-  A 'a'  = o , 

Ab+A'i'- hJt+iVs.; 

Bd  -f-  B'd'  — o. 

En  calculant  la  valeur  de  A A' B S nous  aurions 
première  ligne. ..  ( a A'  — a’  A ) B B'  T 

Seconde;  ligne. . . . ( a b'  — a'  b ) B B'  — ( a A’  — a'  A ) . ( c B'  — c'  B ■ r 
troifième  ligne  . . ( ab’  — a1  b ) .( d B ’ — d’B ) ■+■  (a  A'  — a’ A c'd). 

Si  l’on  obferve  attentivement  la  compofition  de  ces  différentes 
lignes  , on  verra  facilement  que  chaque  combinaifon  comme  a b', 
ou  cdf , ou  c B' , ou  a A'  t eft  toujours  accompagnée  de  fa  cor- 
refpondante  a1  b , c'd,  c‘  B , a ‘A,  avec  un  figne contraire. 

Que  dans  la  dernière  ligne  , dans  celle  qui  donne  les  valeurs 
des  quantités  A,  A'  ; B,  B',  chaque  combinaifon  d B'  ou  d' B , 
a A'  ou  a'  A , a pour  multiplicateur  le  fyftème  a b' — a/b. 
Ou  c d'  — c'd  des  deux  combinaifons  de  coëfficiens  déterminés  : 
d’après  celat  ayec  ua  peu  de  réflexion  , on  verra  qu’on  peuç 
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énoncer  ainfi  le  procédé  pour  arriver  aux  valeurs  des  coëf- 
ficiens de  l’un  des  polynômes  - multiplicateurs  , fit  pour  en 
conclure  celles  des  coëfficiens  de  l’autre  polynôme. 

( 2 J 7.)  Procédez  au  calcul  des  lignes  ci-deflus  , en  ne  fài- 
fant  d’échange  ( 198  ) que  pour  un  feul  des  deux  coëfficiens  ana- 
logues : faites  cet  échange  toujours  dans  le  même  ordre  , c’eft- 
à-dire , par  exemple,  toujours  fur  celui  de  ces  deux  coëfficiens 

3ui  fe  trouve  écrit  le  premier.  Obfervez  d’écrire  les  coëfficiens 
éterminés  , que  vous  fubftituez  pour  échange , dans  le  môme 
ordre  que  ceux  auxquels  vous  les  fubftituez. 

Alors  au  lieu  des  quantités  ad — a!  b , c d'  — c d' , ficc.  vou9 
n’aurez  dans  la  dernière  ligne , ou  dans  les  lignes  confécutives,que 
les  combinaifons  ad,  c d' , &c.  mais  comme  vous  fçavez  que  a V 
ne  va  point  fans  a! b,  que  c d'  ne  va  point  fans  c'd,  ficc.  vous 
les  rétablirez  facilement  , lorfque  vous  le  jugerez  à propos  , fi 
vous  employez  un  figne  pour  exprimer  cette  abbréviation  : ainfi 
dorénavant  , nous  écrirons  en  cerre  manière  ( a b')  au  lieu 
de  a b'  — d b ; (ad  ) au  lieu  d c ad  — aTc;  f & <?)  au  lieu  de 
bd  — b'c*. 

Lorfque  vous  aurez  déterminé  , félon  ce  qui  a été  dit  ( 198  ) , 
les  valeurs  des  coëfficiens  indéterminés  qui  fe  trouveront  dans  la 
dernière  ligne , vous  aurez  les  valeurs  de  leurs  analogues  , en 
changeant  le  figne  des  premières , fit  l’accent  de  la  lettre  qui  fè 
trouvera  feule , ou  hors  des  parenthèfes. 

Ainfi  , dans  l’exemple  ci-deflus , j’aurois 

première  ligne a A'  B B' , 

féconde  ligne ( a i'  ) B B’  — a A'  c B' , 

troifème  ligne ( ai'  ) d B'  ■+■  a A’  ( c d1  ) ; 

d’oà  (198)  je  conclurois  A’  = a(cd')  , B'  = d(ab' )•,  fie 
changeant  le  figne , fie  en  môme  temps  l’accent  des  lettres  hors 
des  parenthèfes  ,A==>-r-d(cd'J,  B — — d' fa  b'  ). 

* Nom  ne  donnerons  cette  lignification , aux  parenthèfes , que  lorsqu'elles  feront 
appliquées  à des  monômes  ; les  parenthèfes  appliquées  i des  quantités  complet  tes, 
continueront  d'avoir  leur  lignification  ordinaire. 

Dd  i) 
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( 2 5 8.)  Soient,  pour  fécond  exemple  , les  cinq  «Équation* 
suivantes 

^ fl  + A’  a’  zsz  o , 

Ai  +■  A'i'  ■+.  Bc  ■+■  B't’  z = o 4 
Ad  -t-  A’d'  + Bt  -+-B'e‘  + Cf  -h  C1  f1  = o t 
£ g +■  S’g‘  •+■  Ci  •+-  C'A'  = o . 

C/  ■+■  C'/<  = o. 

J’aurais  comme  il  fuit 

{première  ligne. ...  m A B B \ 

fccondc  ligne. U»h')BB’~aAcB"}CC, 

«roiSime  ligne....  [1«»‘)<3  — Ud  ) c B ’ +,  A'  (c'nCC1 +[  Ut  ) B B'  —tAcBlfC'i 
Suaicmc  ligne...  l(«»').(»j')—<«fl').(»j'>)  CC— K»»')«3'-(*fl')tB  + e.<'<c,-)  ] *c» 
+ K«»')gS'  +*A'(tg)lfC'r 

Cn.  on?ettant  1“  termes  où  relieraient  B B'  fie  A' B*  qui  diipa- 
l’oitroient  dans  la  ligne  fuivante. 

tinqniimeUgne. ..[(«»’).(,,  O-Ufl'j.feg'jjjC'  + iiD.tl.tJ.B'-tefl^eB  + ^ee^j 

d’où  ( ip8  ) Ion  tire 

A‘=-a(  cg').(fl’)  + a(c,’).(hl'), 

*'=  — 8 (*>')•(&')  •+■  •(aV).(hl’)  — c(aJ').<*l')i 

C'=  l[(at').(cg’  ; — ( ad'  ).(g  g'  JJ,- 

Bc  ( 2J7  ) par  conféquent 

A = •,(*g,).(fl')  -a'(ct').  (hF), 

S = g' (ai’). (fl')  - er(ai').(hr)  + c’(ad’).(U’), 
C=-ri(aV).(tg’)-  (aJ’).(,g')y 

(2  T 9-)  Lorfque  les  poIynomesmultipHcateurs  font  au  nombre 
çe  trois , alors  , non-feulement  chaque  combinaifon  comme  ab\ 
ou  , , ou  a! b"  y &c.  eft  toujours  accompagnée  de  là  corref- 

pondante  tfb,  a." b , a"ÿ , avec  un  ligne  contraire;  mais  encore 
chaque  combinaifon  comme  (a  b1  — a'b)^  eft  accompagnée  de 
ces  deux  autres  — (aV‘  — cl'b  ) d & -+•  (<fb"  — a" b' Je  ; c’eft- 
a-dire  , que  les  valeurs  des  cocfficiens  indéterminés  font  de» 
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|bn£lions  de  combinailbns  telles  que 

fa»'  — <th  )c"  — (af  - a"i)c'  4-  fa'»"  — a"V)Ci 

i6c  de  a d — db , ad  — de , ad'  — d'e , &c. 

De  plus  fi  A y A ' , A " repréfentent  trois  de  ces  coëfficiens  ; des 
combinaifons  de  deux  dimenfions  a b' — db,  ad' — a"b,  a'b" — a" b', 
ce  fera  la  combinaifon  db"  — d'd  qui  entrera  dans  la  valeur 
de  A ; la  combinaifon  ad — db  entrera  dans  la  valeur  de  A " ; 

& la  combinaifon  ad' — a" b entrera  dans  celle  de  A',  laquelle 
fera  de  figne  contraire  aux  deux  autres. 

Par  exemple , fi  on  a les  cinq  équations 
A a -b-  A'  a'  4-  A"a"=z  o, 

Al-b-A'V  4-  A"t"=z  o , 

Ac-t-A'j'  ^-  A"e"-h  Bd  + B'd'  4-  B" d"  — o i 
Be  4-  B'e'  4-  B"en  = 

Bf+  B '/'  4-  B "f"  = o. 

Si  on  calcule  la  valeur  de  A A' A" B B' B"  conformément  à ce 
qui  a été  dit  ( 198  ) , on  aura  comme  il  fuit 

première  ligne.. . * A' A"—  a'  AA*  -f*  a"  A A' t 

fetonde  !%»ve. . . ITw*—  db)A"—  (aV  — db)A  + {*’y  — ab')A)BB'B‘, 

«roifiimt  lifne. . [(«»'—  et  le  — <«*"  — y l)t  4-  <**"  — J'î" 

— [(«>  — a b)  A"  — («»"  — a"  b)  A 4-  (a  y — a’b)  A].  U B B 1 — i B B " 4-  æ"  SB)  J 

qojitiéne  %IM.  ((«»'  — <'HtV  <ab'~-  a*Hc’+  {ait?  — a’b)  t J . UB B—  eBIT  + r'  B B ) 

4-  [ (ab-ab)A"- 

clnqûime  ligne.  [ 1 a b — a b ) t’  — ( a V— a'  b ) «'  4-  ( à V — a"  B ) O . 1 uf -f'/)  B ( tf -«'/)  B ' + ( tf  ‘•ff  > B J 

— [(«*  —db)  A U»'  — à b)  A 4-  («’»'-  éb')A). ((<•«'— )/w—  lie"-  ftjf  + Ud-  dW  )/]. 

Réfultat  dans  lequel  ( ip8  ) chaque  quantité  i ou  fi  ; 
yf'  ou  R' , &c.  ayant  pour  valeur  fon  coefficient , il  eft  évident 
que  ces  valeurs  ont  les  qualités  que  nous  avons  annoncées. 

D’après  ces  obfervations  , fi  par  Abréviation  nous  repré- 
fentons  une  quantité  de  la  forme 

fa»'-  a’i>c‘'  — f a*"  — a"i  )c<  4-  f a'b' '<  — a”*'  ) e. 
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ou  fa  b'  ) d'  — fab'  )cf  •+■  f a'b" ) c,  par  la  feule  quantité 
f aV  c" ) , on  peut  donc , à l’exemple  de  ce  que  nous  avons  fait 
( 2y7),  réduire  tout  le  calcul  à ce  qui  fuit. 

( 260.)  Dans  le  calcul  des  lignes  , échangez  feulement, 
relativement  à chaque  grouppe  A A' si" , B B' b",  ou  CC'C",&cc. 
celle  de  ces  lettres  qui  fe  trouve  la  première  dans  l’ordre  de  la 
leélure  ; échangez  , dis-je , cette  lettre  contre  fon  coefficient 
dans  l’équation  que  vous  employez  pour  le  calcul  de  cette  ligne  ; 
à mefure  que  vous  aurez  épuifé  un  grouppe  , renfermez-en  le 
réfultat  entre  deux  parenthèfes  : ôc  lorfqu’arrivé  à la  dernière  ligne 
vous  voudrez  conclure  les  valeurs  des  inconnues  qui  y relient  , 
renfermez  auffi  entre  deux  parenthèfes , chaque  combinaifon  de 
deux  dimenfions  , qui  s’y  trouvera  ; 6c  pour  de  celles-ci,  conclure 
les  valeurs  des  inconnues  analogues , opérez  comme  dans  cet 
exemple-ci. 

Suppofons  que  j’aie  trouvé  A"  — fa  b')  . (bd  d" ).  Je  paflfe 
lùcceffivement  de  A"  à A'  ôc  de  A'  à A ; dans  ce  paflage  j’é- 
change dans  la  quantité  de  deux  dimenfions  feulement  l’accent  " 
en  ' & ' en  Ôc  le  figne  ; ce  qui  me  donne  A'—  — fa  b"  ) . f b dd")\ 
dans  celui-ci  j’échange  l’accent  ' en  zéro  ôc  zéro  en  , dans  la 
quantité  de  deux  dimenfions  feulement  , ôc  le  figne  ; ce  qui  mç 
donne  A = f d b"  ) . (b  c'  d"  ). 

D’après  ces  obfervations  fi  nous  reprenons  les  cinq  équations 

A a -t-  A‘ a'  -f-  A"a"  = = o , 

A b ■+■  A'f  ■+■  A"k"  = o, 

A c -t-  A 'c'  ■+■  A"  c"  ■+■  B d+  B,d'  + B"d"=:oi 
B 1 -h  B'  t'  -t-  B"  c"  = o, 

B /-h  B' f ■+■  B"/"  = o. 

Nous  pourrons  donc  procéder  au  calcul  de  A A' A" B B' B"' 
d’une  manière  beaucoup  plus  expéditive,  comme  il  fuit 

Première  ligne. . . a A'  A" , 

Seconde  ligne. . . a b'  A"  B B' B" , 

Troiliènie  ligne..  (ab'c")B  B'B"  — ab'A"JB’B'\ 

Quatrième  ligne.  ( ab'  c")  t B'  B " ■+■  a b' A"  de'  B"  , 

Cinquième  ligne,  (ab'e"  ).(tf  )B"  — {ab'  ) A"  ( dt'f"  J. 
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: D’où  l’on  tire 

A"  = -(ak‘  £"  = (,n.(aVc«)i 

& par  confisquent 

A'  = ■+■  (ak").(  ic'f"  ) , £•  = — (tf").(ah'e"). 

Ce. ....A  =x  (a'i").(je'f")t  £=  -h  ( e'f"  ).(  a Vc"), 

Valeurs  qui  en  fe  rappellant  la  fignification  des  parenthèfes  , 
reviennent  abfolument  à celles  que  nous  avons  trouvées  d’abord. 

( 2 6 I . ) S’il  y avoir  quatre  polynomes-multiplicateurs , les 
jgrouppes  feraient  de  quatre  coëfficiens  ; 6c  alors  on  feroit  l’é- 
change de  chaque  lettre  de  chaque  grouppe  , contre  fon  coeffi- 
cient dans  l’équation  qu’on  employé  au  calcul  de  la  ligne  ac- 
tuelle , 6c  cela  jufqu’à  ce  que  ce  grouppe  fut  épuifé  : à mefure 
que  chaque  grouppe  feroit  épuifé  , on  en  renfermeroit  le  réfultat 
entre  deux  parenthèfes  , c»qui  donnerait  des  quantités  de  la 
forme  (a  oc"  i"  ).  Et  lorfqu’arrivé  à 4a  dernière  ligne  , vous 
voudrez  conclure  les  valeurs  des  inconnues  qui  s’v  trouvent  ; 
renfermez  auffi  entre  deux  parenthèfes  , chaque  combinaifon  de 
trois  dimenfions  qui  s’y  trouvera  : 6c  pour  de  celles-ci  conclure 
les  valeurs  des  inconnues  analogues  , opérez  comme  dans 
l’exemple  que  voici. 

Suppofons  que  j’aie  trouvé  A'"  = ( a b'c" ) . ( d e'f" g'")  ; je 
paflerai  fucceffiveirient  de  A‘n  à A" , de  A"  à A'  -,  6c  de  A'  à A ; 
favoir  de  A!"  à A" , en  changeant  dans  la  quantité  dé  trois 
dimenfions  feulement  " en  , ôc  le  figne  ; ce  qui  donne 
A"  = — (a  b'  d" ) . ( ddf g"  ).  De  A!'  à A\  je  changerai  dans  la 
quantité  de  trois  dimenfions  feulement  ' en  " 6c  le  figne  , ce 
qui  donne  A'  = a b"c'" ) . (ddf'fd").  De  A'  à A , je  chan- 

gerai dans  la  quantité  de  trois  dimenfions  feulement , zéro  en 
6c  le  figne,  ce  qui  donne  A = — ( a'  b"  d"  ) . ( d df'gf"). 

Il  eft  bien  facile  actuellement  d'étendre  cette  règle  à un  plus 
grand  nombre  de  polynômes. 

(26a.)  Quant  aux  quantités  de  la  forme  ( a b' d' d"')}  6c  en 
général  de  la  forme  ( a b' d' d!" é"' fy  , 6cc.  ) il  fera  toujours 
facile  de  les  avoir,  en  obfervant  qu’elles  ne  font  autre  chofe 
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que  la  valeur  de  l'équation  de  condition  néceflaire  pour  qu’urt 
nombre  n (n  étant  le  nombre  de  ce9  quantités^  d’équations 
renfermant  un  nombre  n d’inconnues  du  premier  degré , (ans 
aucun  terme  abfolument  connu  , puiffent  avoir  lieu  à la  fois. 

Par  exemple,  (a  b')  eft  la  valeur  de  l’équation  de  condition 
néceflaire , pour  que  les  deux  équations  fuirantes  puiffent  avoir 
lieu  , 

a x -b  b y = s o f 
a!  x •+•  V y = o. 

Pareillement  f a b'  c"  ) eft  la  valeur  de  l’équation  de  condition 
néceflaire , pour  que  les  trois  équations  fuivantes  aient  lieu 

a.  x + ijr  + c { s o, 

•f  x -f-  t'y  e'  i = • i 
a"  x -h  t"y  -+-  =a  *. 

Il  en  eft  de  même  de  ( a b'  c"  d"' ) à l’égard  des  quatre 

équations 

a x -t-  i y ■+-  C 1 -f-  !</  — o, 

tt  x ■+■  Vy  -f-  ■+•  if  iso, 

a"x  -f-  i" y c"t  •+■  <f‘t  = », 

amx  ■+■  »'"y  ■+■  e"\  + S"t  = » i 

& ainfl  de  fuite. 

Ces  quantités  feront  donc  toujours  faciles  i calculer  par  la 
régie  que  nous  avons  donnée  ( a 1 2 ). 

(l63*)  Mais  fi  on  veut  fe  difpenfer  de  toute  attention  fur 
les  changemens  dans  les  accens  & dans  les  fignes , lorfqu’il 
s’agit  de  conclure  de  la  valeur  des  inconnues  qui  entrent  dans  la 
dernière  ligne , celle  des  inconnues  analogues , on  le  pourra  tou- 
jours dans  la  matière  qui  nous  occupe  principalement  ici  ; car 
on  peut  toujours  fe  difpenfer  de  chercher  l’expreflion  particu- 
lière de  chaque  inconnue.  En  effet , nous  n'avons  à calculer  la 
valeur  de  chaque  inconnue , que  pour  la  fubftituer  enfuite  dans 
une  dernière  quantité  où  cette  inconnue  fe  trouve  i or  cette 
üùhftitution  s'opère  ainfl  que  nous  l’avons  dit  (207} , en  procédant 

au 
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an  calcul  d’une  nouvelle  ligne,  à l’aide  de  cette  dernière  quan- 
tité confidérée  comme  équation. 

Par  exemple , fi  on  demandoit  quelle  eft  la  valeur  de 
A g -+-  A' g'  -h  A"g"  ■+■  B h ■+■  B' h1  -+-  B"h"i 
en  vertu  des  cinq  équations  propofées  ( 260  ) ; ayant  trouvé 
pour  dernière  ligne  la  quantité 

(a  Ve")ef'B"  — aVA"(ie'f"), 

je  procéderais  au  calcul  d’une  nouvelle  ligne  en  employant 
la  quantité 

A g + A’ g1  -4-  A" g"  + Bh  - f.  B’ h’  -t-  B" h* 
comme  une  nouvelle  équation  , & j’aurais 

(ai'c").(tf  h" ) - (aVg").(Jt'f"  ), 

pour  réfultat  de  la  fubftitution  des  valeurs  de  A,  A1, A",  B,  B', B", 
dans  la  quantité  propofée , & cela  fans  entrer  dans  le  détail  de 
l’expreffion  de  la  valeur  de  chacune  de  ces  quantités  *. 

( 2 ) Cette  manière  de  procéder  au  calcul  des  inconnues  , 

en  les  grouppant , n’eft  pas  applicable  feulement  à notre  objet  ; 
elle  peut  en  général  être  appliquée  dans  toutes  les  équations  du 
premier  degré. 

Si  l’on  avoit,  par  exemple , les  quatre  équations  fuivantes 

a x -t-  t y c d r-t-f  = 0. 

*'  x -b  t’  jr  + t't  + /i+e,ao, 
a"x  ■+■  h"  y -t-  e"  t «f1 ' « -t-  e"=  o , 
a’"x  -+-  i"'y  -H  c"\  -4-  d"'l  -t-  t"'=t  0. 

En  fe  rappellant  que  ( 198  ) chaque  inconnue  a pour  valeur 
le  coefficient  quelle  fe  trouve  avoir  dans  la  dernière  ligne  , 
divifé  conftamment  par  celui  que  l’inconnue  introduite  aura  dans 
cette  même  ligne , on  verra  bientôt  qu’on  peut  réduire  le  calcul 
à chercher  le  coefficient  de  l’une  quelconque  des  inconnues  dans 
la  dernière  ligne  ; parce  que  de  la  même  manière  qu’on  en  aura 
calculé  un,  on  calculera  de  même  tous  les  autres  : ou  même, 
lorfqu’on  en  aura  calculé  un  , on  pourra  en  déduire  tous  les 

* Ce  réfultat  doit  naturellement  avoir  un  divifeur  ; mais  comme  nous  n'auront 
è faire  ces  fubftitutions  que  dans  des  équations  où  ce  divifeur  fera  commun  à tou 
lu  termes,  nous  pourrons  toujours  l'omettre. 
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autres , lorfque  les  équations  auront  toute  la  généralité  poflible 
Or  pour  avoir  la  valeur  du  coefficient  d’une  des  inconnues  dans 
la  dernière  ligne , la  queftian  fe  réduit  à calculer  la  valeur  du 

Sroduit  des  autres  inconnues.  Mais  pour  ne  pas  fc  tromper  fur 
:s  lignes , il  faudra  toujours  ne  pas  perdre  de  vue  , la  place  que 
cette  inconnue  eft  cenfée  occuper  dans  le  produit  de  toutes  les 
inconnues.  Ainfi,  dans  le  cas  préfent,  au  lieu  de  calculer  généra- 
lement la  dernière  ligne  pour  avoir  xy  \t  u , je  calcule  feule- 
ment cette  dernière  ligne  , pour^  ^ t u : ôc  pour  l’avoir  de  la 
manière  la  plus  commode  , je  grouppe  en  cette  manière , 
y 7.  t u , & je  procède  comme  il  fuit,  au  calcul  des  lignes, 
obfervant  que  y eft  ccnfé  à la  fécondé  place. 

Premièceligne..  — ( (.  tn  — 

Seconde  ligne..  4.  ((.d'n  4.  ('(.du  + y(.(de'l, 

Tfoiftme  ligne.  — (te)  .d'n  4-  <»e’).d-«  — (g.  (dV'J  — (iV').dn  4-  ('(.(de")  — Kg.  (de'). 

Souciant  ligne  +(»/).«’«'')  — (»c'Md'i')+(l,»).|d'e’)4(»<'). Idc")  — (»•«"). (de") 4.  {(V>.<  d»')i 

c’eft  le  coefficient  de  x dans  la  dernière  ligne. 

Pour  avoir  celui  de  u,  je  calculerais  de  même  la  valeur  de 
xy^t,  en  le  grouppant  ainfi  xyqt  , & je  trouverois  pour 
valeur  du  coefficient  de  u dans  la  dernière  ligne , la  quantité 

U — <«K'J.(*,a,”)4-(‘»K'M«'d'  ) 4- <«  *").  (ed"l  —(«»•').(  ed“)  4-  (»"(").  <c  d' )g 

D’où  je  conclus 

__  4-  <(*')■  (de"')  — (Il  )■[  dVv)  4-  . d'c'')4-  (('<"  y.  (df'"  ) — <(Vr  ) . (d e"  ) 4-  (KK  ) . (d*  1 . 

(It)  .tf'd*")— («*"). (n'd"’  )+(ii"),i(r)4t*r  ) (edi  — («*"’).  («d  ) 4-  W »").(<  d')  * 

& ainfi  de  fuite. 

{2  6$-)  Si  j’avois  les  cinq  équations  fuivantes 

« I+l  J + C J 4 J f 4 « < + f = o , 

«’  * 4-  #'  y 4-  e'  g 4-  a r 4-  t’ t 4-  /'  =0, 

a"  x 4-  i"y  4-  c"\  4-  1 f'r  4-  t"t  4-  /*’  = o , 

m‘"x  4-  t‘"y  4-  c"'ï  4-  d‘"r  4-  t‘"t  4-  fm  — o » 

4-  ™ y 4-  4-  dnr  4-  c" I 4-  f”  — o. 

* Voyezle  Cours  de  Mathématique» à l’utige  des  (cardes  de  1* Manne,  tomeilU 

i*g'  J>8. 
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' Je  calculerais  , par  exemple , le  coefficient  de  x dans  la  der- 
nière ligne,  en  calculant  y ç r.  tu,  ouy[.  r t u,  ou  y^.rt.u. 

Si  j’avois  fix équations  dont  les  inconnues  fuflent  x,y,^,  r,s  &t, 
Je  calculerais,  par  exemple,  le  coefficient  de*,  en  calculant 
ou  y [,rs  .tu,  ou  y ^rs .tu,  ou  y [r.s  tu,  6c  ainfi  de  fuite. 

( 2.66.)  Pour  donner  un  exemple  frappant  de  l’avantage  de 
notre  méthode  pour  profiter  des  Amplifications  auxquelles  l’ab- 
fence  de  quelques  termes  peut  donner  lieu. 

Suppofons  qu’on  ait  les  douze  équations  fuivantes 

t’  A a -f-  AW  A"a"  =.  o , • 

Ai  A'V  -+-  A"i"  = o , 

Ac  -f-  A'S  •+■  A”e''  + Ba  + BW  + B" a."  = o t 
B t B’f  -f-  B"i"  = o , 

B c B' S ■+.  B"c " = o , 

Bi^.  B'i  ■+-  B”<t-  -+-  C a -h  CJ  -H  C’a."  =s  o , 

Ci  -+-  Cf  -t-  Ci"  = o, 

Ce  -+-  CS  + CS'  = o , ' 

CS  -t-  CS  -h  CS'  -f-  Da  +D’a‘+-  D'W  = a, 

Di  ■+■  zyf  ■+.  D"f  = o , 

De  -+■  D'S  -f-  Ce"  = o. 

Ad  A'S  - 1-  -+-  />«-*-  DW- f-  />"«"  = o , 

ific  que  l'on  demande  l'équation  de  condition  néceflaire  pour  que 
toutes  ces  équations  aient  lieu. 

Je  grouppe  les  inconnues  trois  à trois , & n’introduifant  chaque 
grouppe  qu’à  mefure  que  ces  lettres  entrent  dans  l’équation  que 
; emploie  , je  calcule  comme  il  fuit 

Première  ligne. . . a A'  A" , 

Seconde  ligne..  . . ai' A ".B  B'B"  , 

Troiflème ligne...  ( afe")BB'B " — af/T.  aB'B ", 

Quatrième  ligne-  ( a fe"  ) iB'B"  ■+•  ab'A".  a SB", 

Cinquième  ligne.,  {(ai'e”)  tSB"  — ai'A" . ( at'c")  -\CCC, 

• Quoique  nous  ayons  rdpdtè  le«  mêmes  lettres  pour  coefficient  dans  plusieurs  de 
ccs  équations  , cela  ne  change  rien  au  procédé  , ni  à la  forme  du  rcfultat  : c cft  feuler 
,0c nt  pour  ne  pas  multiplier  le  nombre  des  lettres  différentes. 

Ee  ij 
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Sixième  ligne....  (aVc"  ).(  te' J"  )C  C'  C"  ■+■  ( ai'c"  ) . ak'A".  aC’C ", 

en  fupprimant  le  terme  où  refleroit  B',  qui , ne  fe  trouvant  plus 
dans  les  équations  reliantes , ne  peut  plus  avoir  aucune  influence 
fur  l’équation  finale. 

Septième  ligne..  . ( a t'e")  ,(kc'J")  kC'C"—(atc")ai'A".aPC"  , 
Huitième  ligne.. .[  (a  ke'C"-i-(akV)  a VA".  (aW)  ] DD'D‘', 

Neuvième  ligne...  ( a Pc")  .(  h c'd"f  D D' D"  — (a  i'c")* . a b' A",  a D'D", 

en  fupprimant  le  terme  où  refleroit  C". 

Dixième  ligne.. . . d"j%b D'D"  -h  (aVc")'.a  V A " . a V D" , 

Onzième  ligne...  (a  k'e"  ) . (t  c‘d")‘kc'D"  — (a  V c"  )' . ak'A"t 
Douzième  ligne...  (a  i'c")  . (t  c'd"  )'—  (aV  c"  )'  (aVé”  )]. 

L’équation  de  condition  eft  donc 

( ak>e»  ).l(kc’du  )'—(ak'c"  j'f«W»J]  = ai 

(2  67’)  Venons  préfentement  aux  coëfficiens  indéterminé» 
des  polynomes-multiplicateurs  des  équations  incomplettes. 

Jufqu’ici  nous  avons  fuppofé  les  équations  complettes  fie  du 
même  degré.  La  fymmétrie  qui  règne  alors  dans  les  coëfficiens 
de  ces  équations , fit  de  leurs  polynomes-multiplicateurs , nous  a 
tracé  une  route  pour  calculer  facilement  les  coëfficiens  indéter- 
minés de  ceux-ci.  Quoique  cette  fymmétrie  ne  foit  plus  auffi 
parfaite  quand  les  équations  font  de  différens  degrés  , ou  quand 
elles  font  incomplettes  ; néanmoins,  comme  on  peut  confidérer 
le  cas  où  les  équations  font  de  différens  degrés  fie  incomplettes. 
Comme  un  cas  particulier  des  équations  complettes  de  même 
degré  , fit  dont  un  certain  nombre  de  coëfficiens  déterminés  fè- 
roient  zéro  , il  eft  à préfumer  qu’on  doit  retrouver  dans  le 
calcul  des  équations  incomplettes  de  différens  degrés  , des  vef- 
tiges  des  avantages  que  nous  avons  rencontrés  dans  le  calcul  de* 
équations  complettes. 

Pour  les  retrouver , envifageons  la  queftion  comme  il  fuit* 
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r(268-)  Soient 


A , 

B , 

C , 

D , 

B y 

F, 

8cc. 

B’, 

C\ 

D’y 

B' y 

F’, 

8cc. 

B", 

c". 

D", 

E”, 

F", 

8c  c. 

8c  c. 


les  coëfficiens  des  polynomes-multiplicateurs  , Iorfqu’ils  font 
tous  du  même  degré. 

Si  les  équations  propofées  ne  font  pas  toutes  du  même  degré  , 
ou  fi  elles  font  incomplettes  , leurs  polynomes-multiplicateurs 
ne  pouvant  non  plus  être  du  même  degré , il  manquera  à quel- 
ques-uns  d’entr’eux , un  certain  nombre  de  termes  dans  les  di« 
menfions  fupérieures. 

Suppofons , par  exemple , qu’il  doive  en  manquer  trois  dan9 
le  premier,  & deux  dans  le  fécond.  Alors  la  différence  des  deux 
cas  confifte  en  ce  que  , dans  le  premier  cas , il  étoit  quefiion 
de  calculer  la  valeur  de 

A A’ A"  B B‘  B"  C C<  C"  D D1  D"  E E’ E"  F F1  F",  8cc. 

& que  dans  le  fécond  cas,  il  n’eft  quefiion  de  calculer  que 
celle  de 

A"B"CC‘DI>'D"EE,E"FF,F’\  8cc. 

CVft  donc  à dire  que  continuant  de  donner  aux  termes 
femb labiés , tant  des  équations , que  de  leurs  polynomes-mul- 
tiplicateurs, des  coëfficiens  repréfentés  par  les  mêmes  lettres 
diftinguées  feulement  par  des  accens;  fi  on  obferve  encore  de 
groupper  les  coëfficiens  analogues , on  pourra , en  procédant  au 
calcul  des  lignes  félon  les  règles  données  jufqu’ici  , arriver  au 
réfultat  , en  profitant  de  toutes  les  fimplifications  que  peut 
procurer  ce  qui  refte  de  fymmétrique  dans  les  équations  pro- 
pofées , 6c  dans  leurs  polynomes-multiplicateurs. 

Il  faudra  feulement  obferver  que  fi  dans  le  cours  du  calcul 
des  lignes  , le  coefficient  ou  l’inconnue  , pour  lequel  on  doit 
faire  aûuellement  l’échange  , ne  fe  trouvoit  pas  dans  l’équation 
qu’on  emploie  , il  ne  fàudroit  pas  moins  , fi  fon  analogue  s’y; 
trouve , faire  l’échange  comme  s’il  ne  manquoit  pas. 


lis  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

( 2 6 9. ) Par  exemple , fi  on  avoit  les  trois  équations  fuivaiÀe* 

A a -t-  B b .+ . Ce  + CV  =0, 

£ d + C t — o , 
i/+  fj  + c'y  = o, 

& qu'il  fût  queftion  d’avoir  les  valeurs  de  A , B , C & CV 
Comme  il  n’y  a ici  de  lettres  qui  aient  leurs  analogues,  que 
C & C'  , je  ne  grou^pe  que  ces  deux-ci.  Mais  en  procédant 
au  calcul  des  lignes , j agirai  tacitement , comme  fi  le  terme  C'e' 
fe  trouvoit  dans  la  fécondé  équation , iàuf  à y avoir  égard  dan» 
le  réfultat,  ce  qui  fera  toujours  facile,  puifqu’il  ne  s’agira  que 
de  fuppolèr  c'  = o. 

Ainfi  la  queftion  aûuelle  eft  donc  de  calculer  A B . ÇC'  t ce 
que  l’on  fera  comme  il  fuit 

première  ligne  (a  B — h A ).CC‘  -4-  A B . t C' , 

Seconde  ligne  ad.  C C'  — ( a B — h A — d A .c  C'  A B .(  c A ), 

Troifièmc  lig.  ad.hC  — af.t  C’A-  (aB — h A ) . (ch‘)-\-dA . (ch') — f A . (et1) 

Doit  l'on  tire 

J 

A =1  d.ccy)  -f(ct')-  h(<yy, 

B = a(th’ ) , ' 

C’  = a d . h — a f ,t 

éc  par  conféquent  ( 277)  C — — a d . H -f-  af.  e\ 

C’eû-à-dire  , à caufe  de  e'  = o. 

a 7is  d .(  c y ) -4-  f<*e—  h, y, 

B rmat  k>  , 

C‘=  t dh  — aef, 

ç oc  — ad  y. 
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" (27°*)  Parillement  j fi  on  avoir  les  fept  équations  fuivantes 
Ca  •+•  A'd'  -h  A"d"  — o , 

Ci  A't'  -f-  A"e"  + B'h‘  + B'd"z=  o, 

Cr  -(-  ÜV  •+-  £"i"=  0 , 

/<'/'  -+-  A'T  = o, 

C<<  -+-  CW'  h-  C’W"  = o, 

C*  -f-  CV+  C"«"-h  B'f  + *"f"  = ®» 

C/  C'/'  + C"/"  = » . 

& qu’on  demandât  l’équation  de  condition. 

; Je  groupperois  en  cette  manière  A' A"  B'  B"  C C'  C",  c’eft-à- 
dire,  que  je  diflinguerois  trois grouppes , favoir  A' A",  B'  B", 
& C C'  C"  ; ôc  dans  le  calcul  du  grouppe  C C‘  C",  j’agirois 
comme  fi  a,  b,  c , qui  entrent  dans  les  équations  proposées  , 
étoient  accompagnées  de  leurs  analogues  a b't  d & a",  b ",  d', 
quantités  dont  1 introdu&ion  n’allonge  en  rien  le  calcul , & lo 
facilite  en  confervant  la  fymmétrie  ; 6c  à la  fin  du  calcul  t 
j’aurois  égard  à ce  que 

d = o , d1  — o,  b1  = o,  b"  — o , d=  0,  d'=  o. 

Applications  de  ce  qui  précède , a differens  exemples  ; inter* 
prétation  âC  ufages  de  divers  facteurs  que  ion  rencontre 
dans  le  calcul  des  coëjficiens  de  l'équation  finale. 

( 2 7 I • ) Non-lèulement  il  importe  à la  perfeâion  , & même 
à la  certitude  de  l’Analyfe  , de  ne  pas  donner  à l’équation  finale 
un  degré  plus  élevé  qu’elle  ne  doit  l’avoir  généralement , c’eft-r 
à-dire  , indépendamment  de  toute  relation  particulière  entre  les 
coëfficiens  des  équations  données  ; mais  la  vraie  méthode  d’éli- 
mination doit  avoir  encore  la  propriété  de  conduire  à l’équation 
finale  du  plus  bas  degré  poflible , lorfque  des  relations  particu- 
Eères  entre  les  coüfficicns  peuvent  donher  lieu  à la  dépreffiop 
du  degré  de  l’équation  générale.  Elle  doit  donner  les  fÿmptomes 
auxquels  on  peut  reconnoître  la  poffibilité  de  cetabaiflemenr,  ÔC 
les  moyens  de  fe  le  procurer.  • ; * . ** 

(272.)  Or  les  relations  particulières  qui  peuvent  donner 
lieu  à la  dépreffion  de  l’équation  générale  , peuvent  s’offrir  de 
deux  maniérés , ou  par  un  fadeur  commun  à tous  les  termes  de 
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cette  équation,  lequel  devenant  zéro  anéantit  cette  équation  ,-iîc 
fait  par  conféquent  connoître  que  la  fuppofition  que  ce  facteur 
foit  égal  à zéro , eft  un  des  moyens  de  fatisfaire  à toutes  les 
équations  propofées  ; ou  par  l’évanouifiement  du  coefficient  de 
quelques-uns  des  termes  des  plus  hautes  dimenfions  de  l’équation 
finale.  Cette  fécondé  manière  , dont  la  dépreffion  peut  avoir  lieu  , 
eft  la  feule  que  l’on  connoifle  jufqu’ici.  Quant  au  fadeur  qui 
peut  donner  pareillement  lieu  à la  dépreffion,  il  échappe  à la 
méthode  d’élimination  pour  deux  inconnues , 6c  par  conféquent 
à toute  méthode  connue  d’élimination.  ■* 

( a 7 3 • ) Si  c’eft  donc  une  perfedion  dans  une  méthode  d’éli- 
mination , de  ne  point  donner  de  fadeur  qui  accroifie  le  degré 
général , il  faut  convenir  que  ce  n’eft  pas  la^  feule  qui  foit  à 
aefirer  pour  les  befoins  ôc  même  la  certitude  de  l’Analyfe.  Il  ne 
faut  pas  toujours  fe  propofer  d’éviter  les  fadeurs  que  l’Analyfe 
préfente.  Quand  l’Analylè  eft  appliquée  comme  il  convient  à une 
queftion  , elle  ne  donne  rien  qui  n’ait  quelque  rapport  à la 

Sueftion.  Si  outre  l’objet  qu’on  a particulièrement  en  vue  , elle 
onne  certains  fadeurs  que  l’on  ne  prévoyoit  pas  , ces  fadeurs 
énoncent  quelque  chofe  de  relatif  à la  queftion.  En  les  omettant , 
en  les  prévenant , on  courre  le  rifque  d’omettre  des  connoif. 
fances  utiles  à la  queftion  , 6c  même  d’admettre  des  conféquences 
qu’elle  rejette.  C’eft  ainfi  que  nous  verrons  , que  faute  de 
connoître  le  fadeur  qui  eft  le  fymptôme  de  la  dépreffion  de 
l’équation  finale , on  feroit  expofé  a admettre  des  racines  qui 
n’appartiennent  nullement  aux  équations  propofées. 

(274*)  Ce  n’eft  donc  un  suce  dans  une  méthode  d’élimina- 
tion, de  donner  des  fadeurs  à l’équation  finale  , que  lorfque  ces 
fadeurs  n’ont  aucun  rapport  à la  queftion.  Mais  c’en  feroit  un 
dans  l’analyfe , de  ne  pas  faire  connoître  tout  ce  qui  peut  appar- 
tenir à la  queftion, 

(275.)  Or  quand  qn  fe  propofe  d’éliminer  entre  plufieurs 
équations  données,,  le  véritable  état  de  la  queftion,  eft  ae  déter- 
miner toupes  les  manières  poffible6  de  fatisfaire  à ces  équations. 
La  queftion  prife  dans  ce  fens  général,  dûnne  lieu  généralement 
à deux  efpèces  de  fadeurs , dont  l’une  fait  connoître  la  poffi- 
bilité  de  la  dépreffion  de  l’équation  finale,  6c  dont  l'autre  in- 
dique des  manières  particulières  de  fatisfaire  à toutes  les  équations 

' ; uo  t J • propoféeé 
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firopofées,  dans  certains  cas.  Tant  qu’on  donnera  à l’analyfè  toute 
l’étendue  qu’elle  doit  avoir  , elle  offrira  ces  facteurs.  Si  on  la 
reftraint , on  en  diminuera  le  nombre  : mais  je  doute  fort  qu’on 
puiffe  les  éviter  dans  tous  les  cas. 

* (276.)  Tel  eft  le  caradère  de  la  méthode  que  nous  allons 
expofer.  Nous  donnerons  deux  procédés  pour  arriver  à l’équation 
finale.  Par  le  premier,  jamais  cette  équation  n’aura  un  degré 
plus  élevé  qu’elle  ne  doit  l’avoir  ; mais  on  aura  toujours  un  grand 
nombre  de  coëfficiens  à calculer , parce  qu’indépendamment  de 
Véquation  finale , l’analyfe  donnera  aux  coëfficiens  de  cette  équa- 
tion finale  des  fadeurs  qui  indiqueront,  ou  les  cas  de dépreffion $ 
ou  des  folutions  particulières. 

Par  le  fecona  procédé  , le  calcul  pour  arriver  à l’équation, 
finale,  fera  incomparablement  plus  court;  il  y aura  beaucoup 
moins  de  fadeurs  ; mais  ces  fadeurs  pourront  dans  quelque  cas  , 
compliquer  le  degré  do  l’équation  finale.  ' Nous  verrons  cepen- 
dant 4 <jue  la  plupart  du  temps  ces  facteurs  feront  préfentés  dans 
le  cours  du  calcul , d’une  manière  diftinde , en  forte  qu’on  pourra 
les  extraire  avant  la  fin  du  calcul;  mais  dans  le  cas  où  une  trop 
grande  complication  du  calcul  empêçhçroit  de  les  appercevoir , 
nous  ferons  voir  comment  on  doit  s’y  prendre  > pour,*  à l’aide 
des  connoiffances  àcquifes  dar\s  le  premier  Livre  , fur  le  vrai 
degré  de  l’équation  finale , parvenir  à trouver  quel  eft  ce  fadeur. 

(2770  Ainfi,  fi  l’on  n’a  pour  objet  que  d’arriver  le  plus 
promptement  qu’il  eft  poffiblp  , à l’équation  finale  indépendante 
de  toute  relation  particulière  ‘entre  les  coëfficiens  ; on  -emploiera 
le  fécond  procédé.  •«,v  -t-  » i 1.  . -h 

Mais  fi  l’on  veut  connoître,  fur  les  équations  prppoféçs  tout  ce 
que  peut  dire  l’Analyfe , fans  rien  dire  qui  n’ait  trait  à la  queftion  , 
alors  il  faut  employer  le  premier  procédé. 

(278.)  Propofons-nous  d’abord  d’avoir  l’équation  en  x q 
réfultante  de  ces  deux  équations  \\”  *V'  -*• 

a x'  - f-  bxy  -f-  c_y*i=  o , ' v' 

d x -+-  ey 

-+■/ 
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Le  polynome-multiplicateur  de  la  première,  doit  donc  (227) 
Être  de  la  forme  (x,y)T+  ' ; & celui  de  la  fécondé,  de  la 
forme  ( x ,y ) T~h* , T étant  tout  ce  qu'on  voudra.  Mais  comme 
il  convient  de  prendre  les  polynomes-multiplicateurs  les  plus 
(impies  , & que  nous  voyons  que  l’équation  finale  ne  devant 
( 47  ) être  que  du  fécond  degré  , il  futfit  que  le  polynome- 
multiplicateur  de  la  première  foit  du  degré  zéro,  nous  ferons 
7’-t-i  = o,ou7’=  — 1;  &le  polynome-multiplicateur  de  la 
feconde  fera  par  conféquent  de  la  forme  ( x , y)  *. 

- Il  faut  donc  multiplier  la  première  équation  par  C , & la  fé- 
condé par  A'x-b  B' y ■+•  C'. 

Cependant , pour  faire  connoître  en  même  temps , ce  qui  arri- 
verait fi  nous  prenions  des  polynomes-multiplicateurs  plus  élevés  f 
iupnofons  feulement  T = o ; en  forte  que  les  deux  polynômes^ 
multiplicateurs  feront  (x,y)'  & (x  ,y)'  \ c’eft  - à - dire  , 

. Dx-bEy-bF,  & A'x'  + B'xy  -b  C'j*  D'x  E'y  -b  F'. 

Nous  aurons  pour  équation-fomme,  l’équation  fuivante 

Dax'  -f  D bx'y  -b  D t xy%  -f.  E cyi  = o, 

*t-  A'd‘  f-  £ a £ * •+.  C'«* 

B'd ’ C'd> 

■b  A '«*  -b  B'e' 

+ fli*1  + Dtxy  •+■  Eey * 

■b  D'd'  + D't'  -b  £V 

“b  F a •b  F d -b  Fc 

-bA‘/>  -b  E'd'  -b  C*/' 

< -I-  F b 

B'f 

•+-  D/x  -b  Efy 
•b  D'/'  -b  E '/' 

• b F d F t 

F'd'  -b  F‘t> 

■+■  Ff 
■b  F'/’. 
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’ Examinons  d’abord  combien  il  y a de  cocfficiens  inutiles  à l’é- 
limination.  Leur  nombre  d’après  tout  ce  qui  a été  dit  jufqu’ici , 
eft  N (x, y )°  ou  1.  Il  y a donc  un  coefficient  dont  nous 
pouvons  difpofer  à volonté.  Le  meilleur  ufage  que  nous  puiffions 
en  faire  , eft  de  le  fuppofer  = o ; peu  importe  d’ailleurs  lequel. 
Je  fuppofe  donc  C'  = o. 

Maintenant  , puifque  l’équation  finale  ne  doit  être  que  du 
fécond  degré , il  doit  donc  Être  poffible  de  faire  difparoître  non- 
feulement  les  termes  affe&és  de_y , mais  encore  le  terme  x}.  > 

Egalant  donc  à zéro  la  fomme  des  cocfficiens  de  chaque 
terme  de  la  plus  haute  dimenfion , on  aura  quatre  équations  du 
premier  degré , fans  aucun  terme  abfolument  connu , & quatre 
inconnues  feulement,  puifqu’on  a fait  C'  = o,  Donc  (213) 
chacune  de  ces  inconnues  fera  = o ; c’eft-à-dire  , qu’on  aura 

A' **=  o,  B'*=  o,  D = o,  E—  o , C'=  o. 

Donc , en  effet , nous  avions  d’abord  fait  le  choix  le  pluj 
parfait. 

L’équation-fomme  fe  réduit  donc,  en  effet,  à la  fuivante 


:i  I 


' " V. 
•>  1 
: K. 


D'i'x *-+■  D4  t'xy  4-  i'i'/'ss». 

+ -t-  S’ J'  + F e 

- ; - ’•  + F*  i . 

D'f'x  E’f y „ 

, H-  Fi  •+■  F e 

■4-F’i’  F't * 

- • . • ' ■+■  F f 

■+■  F'f'm 

Si  donc  conformément  à ce  qui  a été  dit  ( 198  te  267),  on 
calcule  la  valeur  de  D' E1  F F1,  on  trouve  facilement , comme 
U fuit,  les  valeurs  de  D',  E ',  Ft  F'. 

, * ■ • • ;*!;*:*  ■.*  * : ' 4 ••  n ; ''3 

Première  ligne.  — J)','.  F F'  + D' Ê' . t F',  par  le  œeme  y*. 

[ M.)  J I 1 't 

Seconde  ligne..  — e'e'.FF'  D' c'.JiF1  + t' Ç\ç.F'  —t>  d’ i (F  — D'E'.JJil,  fil 

-,  kimtji  ' . 1 ' y 4 ’r  ‘ ' 

Tioilicme  ligne.  — i,l,.eF-DV.(»i')+r1/1,  tf  - B'iffllWf,  i e»m$ 

de  i bc  ' ) ou  b c b 1 c zs  o»  * ■»  ) 

D’où,  l’on  tire  D'  = d' (ce,' ) —*e' (bF ) , E'*=*r-~cJ( 

Ff  ij 
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F'  = c.e'f — e.e'e & par  conféquent  F = -4-  d . e , 
ou  ( à caufe  de  = o , & c'  = o)  , I?'  = cd'c'  — b e'  c' , 
E'=  — cc'c',  F'=*  cdf  — «V,E=e'*. 

Il  ne  s’agit  donc  plus , pour  avoir  l’équation  en  x , que  de 
fubftituer  ces  valeurs  dans  les  cocfficiens  des  termes  en  x pur,  Sc 
dans  le  terme  fans  jc. 

Cette  fubftitution  donne 

+ -/*  (te’-itd')]  s+  (/y-  ftU'+eff  1=0. 

Quant  à l’équation  eny , on  voit  bien  que  le  procédé  eff 
tout-à-fâit  femblable  ; d’ailleurs,  il  fuffit  pour  l’avoir,  de  chan- 
ger a en  c , de  ne,  & d' en  e'. 

II  faut  maintenant  nous  arrêter  fur  quelques  obfèrvations 
auxquelles  ce  réfultat  peut  donner  lieu. 

, (279.  ) On  peut  remarquer  que  l’équation  finale  que  nous 
venons  de  trouver  , a pour  fadeur  commun  e'.  Or  comme 
nous  n’avons  aucun  coefficient  fuperflu  , nous  pouvons  être 
allurés  que  l’équation  finale  ne  renferme  rien  qui  n’apparrienne 
à la  queftion.  Mais  fi  on  fùppofoit  e'  = o , l’équation  finale  dif- 
paroiffant , que  pourroit  lignifier  ce  réfultat  ? . ^ 

Il  fignifieroit  que  e'  = o fatisfait  aux  deux  équations  pro- 
pofées. 

En  effet  l’équation  d' x -+-  c'y  -f-  f = o , donne 

y — —, — — qui , dans  le  cas  de«'=o,  devient  y =*  ; 

& comme  on  a en  même  temps  d'x-^-f  — o;  on  a donc 
y ==^‘tr>  or  *1  c^a‘r  que  cette  valeur  fubftituée  dans  l’autre 
équation  eh  x &' y , eh  fait  difparoitre  tous  les  termes  ; elle 
y fatisfait  donc. 

Mais  cette  valeur  de  e'  a encore  une  autre  lignification  î 
elle  apprend  qu’alors  l’équation  en  x n’eft  pas  du  fécond  degré  , 
mais  feulement  du  premier.  C’eft  une  Oofervation  que  nous 
Verrons  être  générale , que  l’équation  finale  calculée  d’après  le 
plus  peut  nombre  des  coefficiens  poffible , aura  toujours  deux 
fortes  de  fadeurs  , dont  l’une  marquera  Amplement  que  dans  le 
pas  où  l’un  de  ces  fadeurs  eû  zéro  , les  équations  font  fatisfàites 

i • • 
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dans  le  fens  que  nous  venons  de  voir;  & dont  l’autre  fera  le 
Critérium  auquel  on  pourra  juger , fi  l’équation  finale  eft  ou  n’eft 
pas  fufceptible  d’abaiflement.  Ici , où  il  n’y  a qu’un  feul  fadeur  e ' , 
il  a les  deux  fignifications  à la  fois. 

En  effet , fi  on  cherche  la  condition  pour  que  l’équation  finale 
foit  feulement  du  premier  degré  , on  voit  qu’il  faut  abaifler  d’une 
unité  le  degré  du  polynome-multiplicateur  ; ce  qui  donne  , pour 
polynome-multiplicateur  de  la  première  équation,  un  polynôme 
de  cette  forme  ( x,  y , dont  le  nombre  des  coëfficiens  eft 
zéro  ; & pour  polynome-multiplicateur  de  la  fécondé , un  poly- 
nôme de  cette  forme  f x,  y dont  le  nombre  des  termes  eft  1. 
Ponc  il  fuffit  de  multiplier  la  fécondé  équation  par  le  coeffi- 
cient indéterminé  quelconque  A ; ce  qui  donne 

, A d-x  -4-  A t'y  ■+•  A f = o , 

dans  laquelle  , pour  avoir  l’équation  finale  , il  ne  s’agit  plus 
que  de  foppofer  A t'  = o.  Or  comme,  par  l’hypothèfe,  A ne 
peut  être  zéro,  il  faut  donc  que  d — o ; donc  pour  que  l’équa- 
tion finale  ne  foit  que  du  premier  degré , c’eft-à-dire  , foit  fuf- 
ceptible d’abaiflement , il  faut  qu’on  ait  d = o. 

• I » • * 

Donc  réciproquement  e'  = 6 eft  le  figne  de  la  poffibilité  de 
l’abailfement  de  l’équation  finale. 

( 1 8 o.  ) Si  après  avoir  divifé  par  e' , l’équation  finale  du 
fécond  degré,  trouvée  ci-deffus,  on  fait  té  = o , cette  équation 
fe  réduira  à ... 

cd’d'x*  ■+  ifcd'x+  cff'xso,  ouc.(d'x+  r ;*=  o, 

qui  donne  d' x -+■  f — o , comme  elle  le  doit  ; mais  qui  an- 
nonce deux  valeurs  égales  de  x.  On  peut  regarder  cette  conclu- 
fion  comme  bonne  , puifque  y aura  deux  valeurs  qui  auront 

chacune  pour  correfpondante  en  x,  la  quantité  jc  = -£r . Mais 

on  fe  tromperait  beaucoup , fi  on  penfoit  que  toutes  les  racines 
de  l’équation  finale  dégagée  de  fes  faâeurs  fans  x , auront  tou- 
jours lieu  , même  dans  le  cas  de  la  poffibilité  de  l’aLaifTement 
de  l’équation.  '■  . . 

L’exemple  fuivant  va  fournir  une  preuve  que  dans  ce  cas , toutes 
ces  racines  ne  font  pas  admiffibles.  «■ 
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(281.)  Propofons-nous  donc , pour  fécond  exemple , d’avoîé 
l’équation  finale  en  * , réfulcante  des  deux  équations  fuivantes 

a x y =0, 

•4-  b x ■+■  cy 
■+•  d. 


a'xy  =o, 
•+•  b'x  -J-  c'y 
•4*  d'. 


Le  polynôme -multiplicateur  de  chacune  , doit  (227)  être 
de  cette  forme  fxA  + liy/f  + ,JT+l.  Et  comme  l’équation 
finale  ne  doit  {62)  être  que  du  fécond  degré  , nous  pouvons  , 
pour  Amplifier } fuppofer  A = o,  A = o,  & T = 0. 

Multipliant  donc  ces  deux  équations  , refpe&ivement  par  le* 
deux  polynômes  (x^y')',  (x' , y'  )' , c’eft  - à -dire,  pat 


A xy  + Bx  Cy  -h  D , 8c  A'xy  -t-  B'*  -+•  C'y  -t-  D'  , 

> 

& ajoutant  les  deux  produits  , nous  aurons  , pour  équation-» 
fomme , une  équation  de  la  forme  fuivante , dans  laquelle  noua 
n’écrivons  que  les  termes  du  premier  produit  ; parce  que  ceux  dit 
fécond  étant  analogues , font  faciles  à fuppléer  par  la  penfée  ’ 


A a x*  y* 

-+■  A b x*  y -4*  Acxy'  ■> 
-t-  B a ■+-  C a. 

- Bbx ■+•  A dxy  •+■  C c y* 
+■  B c 
4-  C b 
•+■  D a 


.•t  : > 
i * Jit 


Bdx 
B b 


-t-  C dy 
-4-  D c 


Dd. 
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Le  nombre  des coëfficiens  inutiles  eft  N fx° ,y° )°  = i.  Je 
puis  donc  fuppofer  l’un  quelconque  des  coëfficiens  = o } mais 
vû  la  fimilitude  des  deux  équations  , comme  il  n’y  a pas  de 
raifon  pour  prendre  ce  coefficient  plutôt  dans  un  des  polynomes- 
multiplicateurs , que  dans  l’autre  , je  le  détermine  par  une  équa- 
tion arbitraire  qui  fe  rapporte  également  à lun  & l’autre 
polynôme. 

Je  fuppofe  donc , par  exemple  , A c -+-  A' c'  = o ; & 
comme  l’équation  A a -h  A' a'  = o,  qu’on  aura,  pour  la 
deftruûion  du  terme  x ' y* , combinée  avec  celle-là,  donner^ 
A = o , ôc  A’ =o  (213),  je  vois  qu’il  n’eft  plus  queftion  que 
de  calculer  la  valeur  de  B B'  C C1  D D'. 

Mais  pour  ro’affurer  que  le  nombre  des  coëfficiens  que  j’em- 
ploie , eft  le  plus  petit  qu’il  eft  poffible  , j’examine  aupara- 
vant fi  parmi  les  équations  que  j’ai  à calculer , il  n’y  en  a pas 
encore  qui  foient  dans  le  cas  de  donner  des  coëfficiens  égaux  à 
zéro  : ôc  je  vois  que  les  équations  fournies  par  les  termes 
xy%  ôc  y*  font  dans  ce  cas  , la  première  étant 

Ac  -H  A’ c'  -t - Ca  -4-  C'a!  — o , 
c’eft-à-dire  , Ca  -4-  C'  a'  = o,  & la  fécondé  étant 
Ce  -l-  C'e'  = o, 
lefquelles  donnent  C = o , C'  = o. 

La  queftion  réduite  au  plus  petit  nombre  de  coëfficiens  poffible, 
confifte  donc  à calculer  la  valeur  de  B B'.  D D1. 

■ Parcourant  donc  fucceflivement  les  termes  x‘y,  xy  ôc  y f 
je  trouve  comme  il  fuit 

Première  ligne. . . a B‘ . D D’ , 

Seconde  ligne.  ..  ( ac'  ) D D'  — a B* . aZ>’, 

Troilième  ligne. . ( ae'Jc  D ' •+■  aB'(ac'), 

d’où  (198)  l’on  tire  D’  — c . (ac'),  B'  = a (a  d)y  ôc  par 
conféquent  ( 2 $7  ) D — — d ( ad  ) ôc  B = — d fa  c'  ). 

Subftituant  ces  valeurs  dans  les  termes  qui  reftent  dans  l’équa- 
tion-fomme,  on  a 

-f  ac')l(at')*  +l(ad')-(tc')]x  + (ed')}  = o. 
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(282.)  Voici  donc  encore  un  fàûeur  commun  ('àc'J  ; & 
ce  faéteur  égalé  à zéro  , eft  le  fymptôme  auquel  on  peut  re- 
connoicre  quand  eft-ce  que  l’équation  ferafufceptible  d’abaiffement. 

En  effet , ft  on  cherche  la  condition  pour  qu’elle  puiffe  être 
abaiffée  , il  ne  s’agit  que  d’employer  des  polynomes-multiplica- 
teurs  d’un  degré  moindre  d’une  unité  ; c’eft-à-dire  , qu’il  faut 
employer  des  polynômes  de  cette  forme  (x  ,y ) °,  puifque  ceux 

3'u’on  a véritablement  employés  , fe  font  réduits  au  premier’ 
egré.  Il  faut  donc  multiplier  la  première  équation  par  A 3 6e 
la  fécondé  par  A\  *' 

Oh  aura  donc  pour  équation  - fomme , une  équation  de  cette 
forme 

A a x y =0, 

-4 - A b x -4-  A c y 
: , *+"  Ad, 

ëù  nous  n’avons , pour  plus  de  fimplicité , écrit  que  les  termes 
du  premier  produit , parce  que  ceux  du  fécond  étant  femblables 
font  faciles  à fuppléer. 

Et  comme  , par  l’hypothèfe  A 6c  A ‘ ne  doivent  pas  être 
zéro  , les  deux  équations  fournies  par  les  termes  xy  ôc  y , 
conduiront  à ce  qui  fuit  „ '1 

__ . Première  ligne. . . a A’, 

t 

Seconde  ligne. ...  ( a c‘  ) , ^ 

ç’eft-à-dire , qu’on  aura  pour  équation  de  condition  ( a d ) — o , 
& pour  valeurs  de  A ' & A , les  quantités  A'  — a , A = r~^a\ 
Sub (limant  ces  valeurs  dans  les  termes  rettans  de  l’équation- 
fomme , elle  fe  réduit  à ,(a  b ')  x -4-  ( a d' ) — o , qui  donpe  la 
feule  valeur  que  x puiffe  avoir  dans  ce  cas. 

Mais  fi  après  avoir  divifé  par  ( a c')  l’équation  finale  du 
fécond  degré  , trouvée  ci-deffus  , on  y exprime  la  condition 
( a c' ) =*  o , ççfl-à-dirç , ad  — a'ç  *=  o , pn  mettant  pour  dy 

fa  valeur  dLL.  elle  devient 

a 1 

( a b' J x * -+-i(ad'.)  -^(ad')d-  =*  o , 

qui 
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Çul  fe  décompofe  en  ces  deux  fadeurs 

(ab‘ )x  -4-  (a  d' ) 

& * . 

a 

Or , de  ces  deux  fadeurs , je  dis  qu’il  n’y  a que  le  premier  qui 
puifle  avoir  lieu  ; c’eft-à-dire,  qu’on  peut  fuppofer  ( ab' ) x -H 

(ai'  ) = o , mais  nullement  x -+-  o , ou  ux+c  = o ; 

Jenforte  que  la  valeur  x — — — ne  peut  avoir  de  correfpondante 
en  y. 

En  effet , fi  l’on  fubftitue  cette  valeur  de  * dans  chacune  des 
deux  équations  propofées , en  ayant  d’ailleurs  égard  à la  fuppo- 
fition  ( a c‘ ) — o } y difparoît  dans  chacune  ; donc  il  eft  im» 
poffible  d’avoir  une  valeur  de_y  correfpondante  à x = — — . 

( a 8 3 • ) Malgré  cette  preuve  Tans  réplique , il  faut  lever  une! 
objedion  qu’on  ferait  peut-être  tenté  de  faire. 

On  pourroit  peut-être  penfer  que  la  valeur  x = — ~ a pout 
correfpondante  en_y , une  valeur  infinie  ; car  dans  la  fuppofition 
de  y infinie  , la  quantité  a xy  b x cy  d fe  réduit  à 
0.  xy  -4-  cy  ; & la  quantité  cl  xy  -+•  b'x  -4-  c'y  -4-  d' le  ré- 
duit à a! xv  -+-  c'y  ; les  deux  équations  dans  cette  hypothèle 
femblent  donc  fe  réduire  à 

a xy  -4-  cy  = 0, 

& a'  x y -4-  c'y  = o , 

lefquelles  dans  la  fuppofition  de  (a  d)  = o , ont  lieu  toutes  deux 
en  fuppofant  a x •+■  c = o. 

Mais  il  faut  bien  oblèrver  que  la  quantité  a xy  -y- b x -4-  cy-+-d 
ne  fe  réduit  à a xy  ■+■  cy  dans  fhypothèfe  de  y infinie , qu’au- 
tant  que  a xy  -4-  cy  peut-être  cenfé  infini  à l’égard  de  bx  -t~d; 
or  le  contraire  a lieu  , puifqu’on  prétend  que  l’équation  a xy 
-4-  cy  = o eft  vraie.  On  aurait  donc  tout  à la  fois  axy  -4-  cy 
infinie,  fit  axy  -4 - c_y  = o,  ce  qui  eft  abfurde.  Donc  on 
ne  peut  fuppofer  y infinie  4 donc  àx  = — — il  ne  répond 

Gg 
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aucune  valeur  d e y , finie  ou  infinie. 

Que  fi  l’on  infiftoit  en  difant  qu’à  la  vérité  , dans  le  cas  dey 
infinie  , on  ne  doit  point  négliger  b x -4-  d vis-à-vis  de  a xy 
-f-  cy  non  plus  que  b'  x •+■  d'  vis-à-vis  de  a!  xy  ;+■  d y \ 
mais  que  les  deux  équations 

a xy  -H  cy  + + é = o , 

a' x y -f-  c’y  *+■  b'x  -H  d'  = o , 

ne  peuvent  pas  moins  avoir  lieu  dans  le  cas  de  x 
fuppofant  y infinie  ; parce  que  la  première  devient 

o y + ix  + d — o ; 
jk  la  fécondé  à caufe  de  c'  = devient 

O •~y  -+-  b’x  -+-  d'  — o , ou  o J'  -H  fi . (Px-b  d')  = O f 
chacune  defquelles  peut  avoir  lieu  en  fuppofant  y infinie. 

La  réponfe  feroit , qu’il  ne  fuffit  pas  que  chaque  équation  foie 
fatisfaite  en  fuppofant  ^ infinie; il  faut  encore  que  cet  infini  foit 
de  môme  valeur  pour  chaque  équation  ; or  pour  la  première  il 

faudroit  que  y = — * d - , & pour  la  féconde 

y — valeurs  qui  diffèrent , même  d’une  quantité 

infinie , lorfque  comme  on  le  fuppofe  ici , x = 

Il  y a dans  la  Théorie  des  Équations  beaucoup  de  cas  fem- 
blables  à celui  que  nous  venons  d'examiner , où  chaque  équation 
peut  être  fatisfaite  en  fuppofant  y infinie;  mais  pour  que  cette 
valeur  puiffe  être  regardée  comme  appartenant  à la  queftion , il 
faut  que  cette  valeur  infinie  foit  la  même  pour  chaque  équation, 
ou  du  moins  que  d’une  équation  à l’autre  elle  ne  diffère  que 
d’une  quantité  finie. 

2 84-  Nous  ne  pouvons  donc  ne  pas  faire  obferver  ici  que  la 
méthode  ordinaire  d’élimination  pour  les  équations  à deux 
inconnues , la  feule  que  l’on  ait  eue , jufqu’ici , exempte  de 
donner  à l’équation  finale  un  degré  plus  élevé  que  ne  le  com- 
portent généralement  les  degrés  particuliers  des  deux  équations, 
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fc’eft  pas  néanmoins  à l’abri  de  donner  des  racines  inutiles  6c 
même  Fau fies.  En  effet,  en  fuivant  cette  méthode  , on  eft  conduit 
immédiatement  à l’équation 

fai';**  -+-  t ( ad'  ) — (bc')]x-b-(cd')=*o  t 

fins  aucune  indication  des  cas  où  il  n’y  aura  qu  une  racine  de 
cette  équation  qui  foit  admiffible. 

C’eft  que  cette  méthode  d’élimination  eft  fondée  fur  une  ma* 
nière  trop  bornée  d’envifager  la  queftion , 6c  qui  exclud  du  ré- 
fultat,  les  fymptômes  qu’une  Analyfe  plus  générale  nous  fait  ici 
découvrir. 

( 2 S ? • ) Propofons-nous  , pour  troifième  exemple  , de  trouver 
l’équation  finale  enx,  réfultante  des  deux  équations  fuiv antes 


a *’  -t-  b xy  -t-  cy  * -J-  dx  -+•  ey  -+-/  = o , 
a'  x%  -4-  Vxy  -*.^'£*-4-  d'x  -4-  e'y  -t-  /■=  o. 

Le  polynôme  - multiplicateur  de  chacune  fera  de  la  forme 
(x,y)j/+*.  Et  comme  ( 47  ) l’équation  finale  ne  doit  pas 
paffer  le  fécond  degré , le  polynome-multiplicateur  le  plus  fimple 
eft  (x,y)*  ou  Axx  -+-  Bxy-t-Cy*  -4-  D x-\-E y -4-  F,  pour  la 
première  équation , 6c  A'x'  -4-  B'xy  -4-  C'y'  -4-  D’x  -4-  E'y  -4-  F' 
pour  la  fécondé.  Multipliant  donc  , ôc  ajoutant  les  deux  produits , 
on  aura  pour  équation-fomme  , une  équation  de  la  forme  fuivante 
dans  laquelle  nous  avons  omis  les  termes  du  fécond  produit , 
parce  qu  il  eft  facile  de  les  fuppléer  par  la  penfée. 


A a x* 

-f-  Abx'y 

4“ 

A c * * y 1 

4- 

Bcxy  > -4-  Ccy  * = 

-h  B a 

4“ 

B b 

4» 

C b 

+ 

Ca 

-¥■  A dx' 

-f-  A ex1  y 

B ex  y' 

4- 

C e y' 

D a 

-4-  Bd 

Cd 

4- 

Et 

-t-  D b 

4~ 

D c 

•+■  E il 

E b 

H-  Afx' 

4-  Ffxy 

-H 

Cf  y' 

-4-  Di 

■4“  D e 

4- 

E e 

4 fa 

-4 - Ed 

Fe 

-b-  f b 

*4-  Dfx 

4"  E/y 

+ F d 

4-  F* 

+ Ff 

Ggij 
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Le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  à l’élimination  étant 
N(x,  y)°  = i,  je  puis  difpofer  arbitrairement  d’un  des 
coëfficiens  ; mais  comme  il  n’y  a pas  de  raifon  pour  prendre  ce 
coefficient  dans  l’un  des  polynômes  plutôt  que  dans  l’autre , je  le 
détermine  par  une  équation  arbitraire  qui  ait  une  égale  relation 
avec  l’un  & avec  l’autre.  Quoique  le  choix  de  cette  équation 
foit , généralement  parlant , allez  indifférent , je  préfère  cepen- 
dant celui  qui  peut  donner  lieu  à la  difparition  de  quelques  coëf~ 
ficiens.  Je  préfère,  par  exemple,  de  fuppolêr Cb -H C' b'  — o f 
ou  Ca  -t-  C'a'  =o , on  C e-h  C'e'  = o,  ou  &c.  parce  que 
l’une  de  ces  fuppofitions , avec  l’équation  Ce  -h  C'c ' qu’on  aura 
pour  l’anéantiffement  du  terme_y*  y donnera  C = o , C'  = o. 

Cela  pofé  , il  n’eft  donc  plus  queftion  que  de  calculer  lar 
valeur  de  A A'  B B'  D D'  E E' F F'.  Parcourant  donc  fuc- 
ceffivement  les  termes  x'y  t x’/,  xy' , x'y,  xy',y',.xy  & y i 
j’aurai  comme  il  fuit 


Première  ligne,,,  b A’. S B’  4-  AA'.aB, 

Seconde  ligne....  (b.')BB'  — b A'  .b  B'  4-  e A’ . rB’  ■+•  A A"  (a  S‘), 

Troilicmc  ligne..  [(Sc’lcfl'  4- ( bc’)bA'  — ( .c')  c A’  )DD  '.  E E’, 

Quatrième  ligne.  [(»•').(«/ >4-(»e’>.  (te')  — («  e Mee')  JDD'.EE’  — l(be’)  tB'  + (bel  b A — Uc)cA 1 

(S D' .E E'  4-  V D . aE'b 

Faifons  , pour  abréger  , (bd). (ci')  -4-  (bc'). (bd)  '. 
•—  (a  d ) . (ce1)  = (i),  ôt  nous  aurons 


Quatrième  ligne.  (I)  DD'.  ££'  — [(  bc')cB  ’4-  (bt')bA'—(*c')tA'].(bD'.EE'  4 -DD'.aE  y, 

Cinquième  ligne.  (I)  (eD  ’ .EE  + DD'  .bE  ) — lbc).(ci‘).(bD'.  EE'  + DD'.aE'l  + llbc'ycB  4 -(bc')bA' 

a-ta'e'  ) c A'  1 . [ ib  e‘)  ££'  — b D'  .b  E 4-  c D' . n £ ' 4-  (at'l  DD'  1 , 


Sixième  ligne...  (i)  [_ e D'.e£’4-<tc)  DD  ) — 1 bc‘).  ( t e ) . [ — bD1 . cE‘+(ac’)DD  '}-[<tc  IcB  4-<  tel 

— lac'  )cA'] . [lbc')c E'+  lb  c'y  bD' — (uc')eD'}* 
fcftièmeligne...  ( I ) t-(er')  ,cE'+(cd)cD'+(bc')  eD’l-lbc')  .(ee').[-<te'Je£'4-lr.(  )bD‘+(aC)cD  l"> 
— (4  e).  (e/  ).[  (bc IcE'  + lbc  )bD'~  (ac')cD  ]4-  (I  ) llbc  )b  A — ( a c' )c  A’  J * 
i (I).  e D ' . e £'  — lbc').lce).bD'.cE'  + [lbc')bA'~-lac‘)cA''l.lbc')cE"ibF', 


en  omettant  les  termes  où  refteroient  DD', B'  ôc  A'  D' , qui, 
dans  le  calcul  des  lignes  fuivantes , difparoîtront , ou  fourniront 
des  termes  qui  difparoîtront  enluite. 

Htaoime  ligne, . t—  (t)  (ee'l 1 4-  ( b c'  ) . ( be) . (ce)  * ) — ( bc)  *.(  e e‘).  (»/’))  FF' 


— (')l-t  *‘)cE 4-(  c a')c O1 4- !6 c't  e©')4’Oe'l  • !*•')•  t—( b^lcE^  (cf)bD'+ 
t- Uff)-Ubc'  )i.E'  + (bc)bPlt  ~{*t')cD'  J — (f)  Hbc')bA'—  lac  )cA  J 


CF' 
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-♦-[(>)  (cc')cD'  — (bc ) .(cc'),bD"i+(bc’),(ct').((bc)bA'~(ac')cA')]bFl 
— (bc).l(i)cD’.cE'  — (bc').(cc).bZ>'.cIi'+  ((bc)  b A'—  (ac’)c  A'  ),(tt)lB'  3 ) 

tjeuvicme  ligne.  • • [ — (t  ) (c  .)<  + ( te'  ) .(bc  ).  (c  «’)  * — (bc)  * . (.«•)  .(«/'))  «F'  + t (O  ( *«’!•  < ‘.fl 

— (b  c').(bi’).  (ci' ).(«/’+  (bc  ) c f)‘)c F' 

+ («F).  [<«>  t (cï)cD'  + (bc  )cD'  ] — ( bc  ).  (ci')  . l(i d )bD  4-  (ac')iV') 

— (be').(cf).((bc)bD'  ~(ai)cD)  + (t)  [(».')  b A1—  (ac')cA':  J 

— (bt1)  ((!)  (ce')cD  — (bc').(ci'),bD‘  -h  (bc').(cc’)  .((bc)bA'  — (ac')cA') 

+ (bc).(cf'nWcD'—  (bc  Mil'  )bD'+  (bc1).  [(te  )bA'  — (a  S)cA‘)  J. 

en  omettant  les  termes  où  relierait  E'  dont  nous  n’avons  pas 
befoin. 

Avant  que  de  conclure  de  cette  neuvième  ligne , les  valeurs  de 
A , A' ; D ,D' , &c.  nous  ferons  remarquer  que  le  coefficient  de 
F' y ainfi  que  celui  de  A' , ont  pour  fadeur  commun  la  quantité 
- (U).(è*).(êê')+i,)  f*o+w-r*/'> 

Quant  à D' , quoiqu’il  ait  auffi  ce  même  fadeur  , cela  n’eft 

1>as  auffi  facile  à appercevoir  ; mais  voici  comment  on  parvient  à 
e découvrir. 


D’après  les  Théorèmes  expofés  (219)  on  a (b  c‘)  c — (bd Je 
(cd ) b = o;  fubffituant  dans  le  coefficient  des  termes  où  fe 
trouve  eD' , pour  ( bd  Je  fa  valeur  tirée  de  cette  dernière 
équation , on  aura  pour  la  totalité  des  coéfficiens  de  D ' , la 
quantité  fuivante 

— (h‘).(ce')c.(eJ')-\  + (ij.  (et1),  (ci') 

— i(bc')'.(cc‘).(ef)  I + ( bc’  ).(ac‘).(ct’).(cf)/ 

-t-  (te,).(be').(et')' \kD'  -+-  (t)  . ( i c ’) . (c  f)  > c 

-(i).(ct’)'  \ — (ae’).(ct')'.(tS)  \ 

*•  (ac').(ce')>  J A 

qui,  en  fubffituant  pour  ( a d ) . (c  d ) là  valeur  (bd) . (b  d) 
•+-(bd J . ( cd' ) — (tJ)  devient 


— X(bc')x.(ed).(cf) 

■+■  i(ic')'.(hc'),(ct')'  J* -D' 


(i).(et')  .(cd') 

-+•  (tcy.(cf).(cJ') 

— (tC).(ce')  .(tc').(cd')\  c £)f 

+ (')■(“')•(>*') 

+ (iC)'.(Cf').(it>) 

— (tc').(c').(ic'y 


l 

s 


C’eS-à-  dire  ; — . (cf)  •+-  (i)  . ( et' ) — ( ic').(tt').  (Ve';].  (ct')iD’ 

+ L PO*  •(«/';  + OJ.  ic’),(tt'),(ce')l  K'd'J  -e  (it')UZ)', 
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Faifant  donc,  pour  abréger,  (bc')'.  ( c f)  (\)  (c  é ) 

— (h<!  ).(bé).(c4)=*  ( a ),  on  aura  pour  conclure  les 
valeurs  de  A t A D , D1  ; F,  F ',  la  quantité  fui  van  te 

(O  (UeDc—  (“')']  F'  -t-(t(cd')  + (be’JJc  — x(ct')b)D< 

d’où  l’on  tire 


A'=(%)  .l(tc,)t-(ac')c],Z>'=(i).([(cJ')+  (t  x(c  e')b) , F’ = (i).[  (cf)c—  (ce' ) e]  / 

& par  conféquent 

A*=—(*)'l(bc')b'—  (a c'y],  D = — (*).(t(cJ')  + (bc,)]c'—i(ce';y],F=—(i).l(cf')c,-(cc')eTi 

Subftituant  ces  valeurs  dans  les  termes  reftans  dans  l’équadon- 
Ibmme , on  aura  l’équation  finale  fuivante 


C*c')' 

(aV).(bc') 


} 


x'  + (bc’).(kd') 

— » (ac').(c<t) 

— ( ie').(ac') 
•+■  i(a  b’),  (ce') 


-(««w;  j- 


•• 


laquelle  (220)  en  vertu  des  équations 


(ab1)  . (c  e')  —(ac'J  . (bc')  -+-  (bc').(ae')  = o , 

(bc')  . (de'  ) — (bd'),  (ce')  ■+■  ( c d' ) . (bc'  ) ■=  o , 

(bc')  . (ef)  - (b  e')  . (cf)  -f-  (c  e')  . (bf)  = o , 

peut  Être  changée  en  cette  autre 


x'  + (bc'),(bd‘) 

— x(ac').  (cd!) 
-h  (ai')  . (ce’) 

— (bc1)  .(ae>) 


*+(</')'  1 


qui  ne  diffère  de  celle  qu’on  trouve  par  les  formules  réfutantes 
de  la  méthode  ordinaire  d’élimination  , que  par  le  fadeur  ( 2 ) 
qui  échappe  a cette  méthode , & dont  il  faut  parler  actuellement. 

(286.)  Ce  fadeur  (2)  eft  précifément  celui  qui  exprime  dans 
quels  cas  l’équation  en  x peut  être  abaiflée  &.  réduite  au  troifième 
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degré , (ans  que  pour  cela  il  s’en  fuive  la  môme  choie  pour  l’é- 
quation en  y. 

Dans  le  cas  où  l’on  auroit  (ad)*  — (ab') . (b  c'  ) = o , l’é- 
quation en  x ne  feroit  que  du  troifième  degré  ; & il  en  feroit  de 
même  de  celle  en  y.  C’eft  le  feul  cas  que  l’on  connoiffe.  Mais  fi 
l’on  avoir  ( 2 ) = o , l’équation  en  * ne  feroit  aufli  que  du 
troifième  degré  ; & c’eft  ce  dont  la  méthode  ordinaire  d’élimi- 
nation n’avertit  point. 


Pour  fe  convaincre  que  dans  le  cas  où  l’on  aura  ( 2 ) ==  o , 
l’équation  ne  fera  que  du  troifième  degré , on  n’a  qu’à  chercher 
l’équation  finale  en  x,  en  n’employant  que  des  polynômes- multi- 
plicateurs du  premier  degré.  En  fuivant  les  mêmes  procédés  que 
ci-deflùs , on  arrivera  à Péquation  de  condition  ( 2 ) =0.  Donc 
en  effet  ce  fadeur  ( 2 ) eft  le  fyptôme  de  l’abaiffement  de  l’é- 
quation finale. 


( 2 g 7.  ) A cette  occafion  nous  ferons  une  remarque , tant 
pour  juftifier  ce  que  nous  avons  avancé  ( 275  ),  que  pour  éclaircir 
ce  que  nous  aurons  à dire  par  la  fuite. 

Nous  avons  dit  ( 279  ) que  l’équation  finale  trouvée  par  notre 
méthode , offrirait  toujours  deux  efpèces  de  fadeurs  , dont  l’une 
indiquerait  le  cas  où  l’équation  peut  être  abaiffée  , 6c  l’autre  fe- 
roit connoître  une  lolution  qui  a naturellement  lieu  par  l’ab- 
fence  de  quelques-uns  des  termes  des  équations  propofées. 

Dans  l’exemple  aue  nous  venons  de  traiter  , 6c  dans  celui  qui 
le  précédé , nous  n avons  rencontré  que  la  première  elpèce  de 
fadeur  : pourquoi  cela  ? C’eft  que  nous  avons  fait  ce  qu  il  falloic 
pour  éviter  le  fadeur , ou  les  fadeurs  de  la  fécondé  efpèce. 

En  effet , dans  l’exemple  aduel , nous  avons  réduit  la  queftion 
à calculer  feulement  dix  coëfficiens , quoique  fur  douze  que  ren- 
ferment les  deux  polynômes , il  n’y  en  ait  véritablement  qu’un 
qui  foit  du  nombre  de  ceux  que  ( 230  ) nous  appelions  inutiles 
à l’élimination.  Or  fi  nous  avions  calculé  fur  le  pied  de  onze 
coëfficiens  ; c’eft-à-dire  , fi  au  lieu  de  fuppofer  C = o , & 

C'=o,  comme  il  eft  permis,  mais  non  pas  indifpenfable  , nous 
euffions  feulement  fuppofé  C = o , 6c  calculé  la  valeur  de 
AA'BB'C'DD'EE'FF',  nous  aurions  trouvé  à l’équation 
finaJe,pour  fadeur,  le  coefficient  c' , lequel  fi  on  le  fuppofe  ==  0 , 
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n’indique  pas  que  l'équation  puiffe  s’abaiffer  ; mais  indique  une 
folution  de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  décrites  ( 279  ). 
Car  dans  le  cas  de  d <=  o . on  a y'  — , qui  fubftituée  dans 

l’autre  équation , y fatisfait  en  effet. 

Si  au  lieu  de  fuppofer  C — o,  & de  conferver  C'  pour  le 
faire  entrer  dans  le  calcul  général  de  A A'  B B' , ôcc.  nous  per- 
fiftons  à fuppofer  , comme  nous  l’avons  fait  ( 28;  ) Cb  -4- C'y 
= o ; mais  qu’en  même  temps , au  lieu  de  fupprimer  tout 
de  fuite,  f.'fic  C'  dans  tous  les  termes  où  ils  fe  recontrent, 
nous  procédions  au  calcul  de  AA'BB'ÇC'DD'EE'FF'  en 
faifant  ufage  des  onze  équations  que  nous  aurons  alors;  nous 
trouverons  à l’équation  finale,  pour  facteur  b quantité  b d — b'c , 
facteur  , à la  vérité , plus  compofé  qu’il  ne  doit  être  en  n’em- 
ployant que  le  nombre  de  coënîciens  utiles  à l’élimination  , mais 
qui  eft  une  répétition  variée  de  l’efpèce  de  fadeurs  dont  U 
s'agit.  En  effet , fi  l’on  appelle  E , 1 équation  finale  dégagée 
de  ce  fadeur  , l’équation  finale  qu’on  trouve  alors , eft  donc 
(bc'—b'c)  E = o. 


Or  en  faifant  C'  = o,  on  aurait  eu  c'  E = o.  En  faifant 
C = o,  on  trouvera  cE  — o;  l’équation  (b  c' — b'c  JE  =>  o 
peut  donc  être  cenfée  la  réunion  de  ces  deux -ci  bd  E = o , 
& — b'c  E — o ; or  ces  deux  équations  préfentent  ces  fix 
Cas  b— o,d=o,E  = ofb'  = o,c=o,  £ = o.  Et chacurj 
des  quatre cas£  = o,  c'  = o , b1  = o , c = 0 , eft  en  effet  le 
ligne  d’une  folution  de  la  nature  de  celle  mentionnée  ( 279  ) ; 
car  , par  exemple , b o , donne  dans  la  première  des  deux 


— ax1  cy 2 — dx  — ty — f 


9 qu». 


équations  propofées  x y — 
caufe  de  ax'  ■+■  cy'  -h  dx  ■+■  « y + / = o , n’eft  autre  que 
x y = -f-,  qui  fubftitué  dans  la  fécondé  , y fatisfait  en  effet. 

( 2 8 8-  ) On  voit  donc  que  fi  nous  n’avons  pas  trouvé  dans 
l’exemple  ci-deffus  & dans  celui  qui  le  précédé  , les  fadeurs  de  la 
féconde  efpèce  , c’eft  que  nous  les  avons  évités  : & comme  ils 
n’apprennent  rien  qu’on  ne  fâche  d’ailleurs , on  fait  toujours  bien 
de  s en  débarraffer  lorfqu’on  le  peut.  Je  dis , lorfqu’on  le  peut  ; 
car  quoique  cela  foit  poflible  le  plus  fouvent , cela  ne  l’eft 
cependant  pas  toujours , comme  nous  le  verrons  dans  peu. 

(289.)  Nous  avons  cru  devoir  développer  cet  examen  des 

fadeurs  , 
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facteurs , pour  préparer  le  Lecteur  au  parti  que  nous  prendrons 
quelquefois  de  préférer  de  calculer  quelques  coëfliciens  de  plus 
qu’il  n’eft  ablolument  nécelfaire.  Parce  qu’en  prenant  ce  parti , 
nous  aurons  pour  but  de  conferver  dans  le  calcul  une  fymmétrle 
qui  contribue  beaucoup  à le  faciliter  ; 6c  que  quelquefois  au 
contraire , en  préférant  le  plus  petit  nombre  de  coëfliciens , on' 
trouble  la  fymmétrie  , 6c  le  facteur  quoique  plus  fimple , eft 
moins  facile  à trouver.  Mais  dans  le  cas  où  l’on  calculera  avec 
plus  de  coëfliciens  qu’il  n’eft  néceffaire  pour  l’élimination , le 
fafteur  qu’on  trouvera  , ne  fera  que  renfermer,  d’une  manière  plus 
étendue,  ce  qu’auroit  exprimé  le  faéteur  trouvé  en  n’employant 
que  le  nombre  de  coëfliciens  utiles  à l’élimination. 

( 2 <po.)  Revenons  maintenant  à l’examen  du  facteur  ( 2 ).  Si 
dans  1 expreflion  de  ce  facteur , on  met , pour  ( 1 ) , fa  valeur 

( +(tS).(cd'), 

on  aura 

Donc  toutes  les  fois  qu’on  aura  entre  les  coëfliciens  des  deux  . 
équations  données  la  relation  exprimée  par  l’équation 

f tc').(cd<).(e,')  - (a c'). ('«’;*  H-  (i/ = o. 

l’équation  en  * ne  fera  que  du  troifième  degré.  On  l’aura 
en  employant  ainfi  que  nous  l’avons  déjà  dit , pour  polynomes- 
multiplicateurs , deux  polynômes  qui  foient  feulement  du  premier; 
degré. 

Ainfi  faifant  dans  l’équation-fomme , trouvée  ( 287  ) , 

A=  o,  A' = o,  = o,  2?'  = 0 , C=a  o,  C =*=  o, 

elle  fe  réduira  à la  forme 


Dax1  -4-  D b x*  y - f-  De  xyx  4-  Ecyi  = o, 
4-  E a -f-  E b 


4-  D dx%  4-  De  xy  4-  E e y% 
4-  Fa  -h  E il  Fa- 

4-  Fb 

•+*  D f x E f y 

4-  F d 4-  Fe 

; + Ff  • J-':- 


> 

. ;b  j 


\ ■ ;o 


ri  £ V.'J 


Hb 
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Et  les  termes  _y’,  xy’,  x'y , y' , x y donneront  pour  der-< 
nière  ligne,  ou  pour  déterminer  D , D';  E , E‘ ; F, F',  la  quantité 

— (c,‘).(bc’)bF’  — l-(bd).(b S) -h  (at’) . (et’)  j-  (bc').(td’)}cF' 

— l — ■+■  (ac')eD’  — (bc')cE’-\.(  bc'  ), 

laquelle  combinée  avec  l’équation  fournie  par  le  terme  y,  donne 
l’équation  de  condition 

(bc').(td')  .(et')  — (aS).(cey  + (b<?)*.(cDr=*  o, 

ainfi  que  nous  l’avons  annoncé  ; ôc  en  même  temps , donne 

F'=— (et').(be>\b  ■+■  [(bc‘)  .(be'J — (ac').(ce')  -+-  (bc') . (ed1  ) ] e , 

D'  = (bc').(bc')b  — (ae‘)  ,(bc'  )e, 

& par  conféquent 

F=  (be').et')b’—[(be').(bd)  — (ac') . (e  e’)  -f-  (b  e') 

D = — (be')'b1  -f  (ac'/^bc'Je1..  , 

Subftituant  dans  les  termes  reftaens  de  l’équadon-fomme , on  a 

fc-i»»1). (»«)**»  + ♦»«•)*.(» /)x>  + (»(>>.(»/■)*  —(»«■).(*«■>.{»/’)  = o, 

4-  — *(«•). Itd'l  — (te),  (ht'). Cf)  +(»»•).  <»»').<*/'» 

+ (ai)  .<»«;».(«'  j —(*«;).  («,<).  (ta1)  -r  if  «'.).»<»•>,  uf) 

— (*»').(»  .').(«<:)  •+• (»«’>. ira  ).(«/’  > 

+ (•«';*.  t«»'ï  —(te).  (ce)  .(<  o 

+ (»<’).(ca).jca) 

Si  on  multiplie  cette  demiere  équation  par  (ce') , & qu’enfui  te, 
«n  y fubftitue  au  lieu  àz  (ad),  (ce?)'  valeur 

(b  d)  .(cd').(cd)  + (b  c')  * . r c/7  . 

fournie  par  l’équation  de  condition , on  verra  facilement  qualora> 
l’équation  a pour  fà&eur  (bd).  Ce  faéteur  eft  le  fymptôme  auquel 
on  reconnoîrra  fi  l’équation  finale  , déjà  réductible  au  troifième 
degré  , eft  fufceptible  d’être  abaiffée  au  fécond, 

C’eft-à-dire,  que  fi  les  deux. équations 

(bc').(ed').(ct')  — (ac').(et')%+(be')*.(cf)  = o, 

& (bc')  = o , 

ont  lieu  à la  fois  ; ou  , ce  qui  revient  au  n}£n>e , fi  les  deux 
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équations 

(**)  • ( c * )'  — o, 
c & (bc')  = o, 

ont  lieu  à la  fois  ; l’équation  finale  fera  réductible  au  fécond 
degré. 

Or  l’équation  ( ac' ) .(c  c' )'  = o,  donne  ces  dèiix  cas, 
(c  d ) = o y &.  (ad  ) = o. 

Dans  le  premier  cas , il  eft  évident  que  fi  l’on  a tout  1 la 
Tois  (et!)  = o,  Sx.  (bd y | = o,  l’équation  finale  fera  en  effât 
du  fécond  degré.  Car  fi  après  avoir  multiplié  par  c h première 
des  deux  équadôns  donneès , on  en  retranche  la  fécondé  multi- 
pliée par  c,  on  aura  (a  d )x%  — - ( cd')x  — ( cf  ) = o. 

Dans  le  fécond  cas , fi  l’on  a tout  à la  fois  ( a c' ) ^ o , 
(bc'J  = o,  la  même  opération  donneroit 

(<d')x -h  (ce')y (cf)  = o { 

or  il  eft  évident  que  cette  équation  combinée  avec  une  dea 
deux  propofées,  ne  peut  encore  donner  qu’une  équation  du 
fécond  degré. 

(291.)  Nous  fommes  entrés , comme  on  le  voit  , dans  un 
allez  grand  détail  fur  les  deux  équatiôhè  qui  oht  fait  la  matière 
du  dernier  exemple  ; mais  cé  détail  nous  pàrbk  juftifié  par  les 
conféquences  quil  fournit  ; nous  laifibns  au  Leûeur  à e»  faire 
l’application  à 1 équation  en  ; il  eft  facile  devoir  que  les  confé- 
quences feront  analogues  , à la  vérité  , mais  non  pas  les  même*. 

Par  exemple , l’équation 

(b  d) . (c d') . (c  d)  — ( a d) . (ad)'  -4-  (b  d)' . (cfj'=  o 
qui  doit  avoir  lieu  pour  que  l’équation  eux;  puifle  être  abaifiée 
au  troifième  degré,  devient  1 •,  Vl  »A.j. 

— (a  b')  .(ad),  (ad')  -h  (ad),  (kd'J'.-V*  (ab')\  (af')=  o 

par  le  changement  de  a en  c,  de  o'  en  c',  de  d en  e^Bc.  dJ  en  e! 
changement  néceflaire  pour  appliquer  à l’équation  ai  . y , ce 
que  nous  avons  dit  de  l’équation  en  x.  On  voit  donc  que 
l’abaiflement  d’une  des  deux  équations , i\  entraîne  pas  nécefiave- 
jfieftf  l'àbailfement  dé  l’autre.-  - - '!l  I! u 

H h ij 
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(292.)  Prenons  maintenant , pour  exemple  , les  trois  équfï- 
tions  fui  van  tes 


ex*  4-  bxy  +'(ï(  4-  I lyx  4-  ty\  -h  f\x  = o , 

, . +F  +*/  +-*l 

"t-  l 

fï  * 4-  h' y 4-  k'\  = a r 

. 4*  /» 

g"x  4-  h"y  4-  k"i  = 0 r 

4-  l" 

La  forme  des  polynômes  - multiplicateurs  de  la  première  * 
fécondé , & troifième  équations , eft 

(x*y*\)T+l>  (xsy>i)T+**  (*,y*\)T+'i 

& comme  l’équation  finale  ne  doit  pas  ( 47  ) pafier  le  fécond 
degré,  ontpeut,  pour  plus  de  fimplicité,  fuppofer  T 4-  a=o. 

On  multipliera  donc  la  première  dquation  par  Z , ' ' 

; ' la  féconde  par  . . . . G’x  -4-  W y 4-  K’  % 4-  L’, 

, > la  troificmc  par  v ...  . C"x +H"y -b'K'\  -b  L"t- 


Ajoutant  les  trois  produits , on  aura  pour  équation-fomme  j 
l’équation  fuivante 

«11  r ’j  , ' ■ '1  " ••  ••  .P  >• 

Af»**4-  LAxy  4-  Lex\  4-  Uy'-f-  Lty-\  -b  Lf\x  =0, 

■t  I -4-  G 'g'  4-  C'A1  4- Cl'  4-  H‘k‘  -h  H‘k‘  4-  AT'*' 
i.  4-  C"g"  4-  C"A"  4-  C"k"  4!  H’ h"  4-  H"k"  4 - K"k" 

' 4-  Hrg'  4- A ’> g’ 

.ierr.'u.  , ^ g»  4.  a'V* 

4-  £#*  4-;£  Ay  -+-f*ï  . 

0 -•  4-  f 4-  a1’/' 

t.'  4-  c 4-  Jf"?1*  4- A "V> 

-bL’g’-bL’h’  -bL’k’ 

O ---  Jb'v’g’!' 4-  A"AU  4-' A”*** 

S II  ' 4-  -C  / ■ • . I : y . 'j  . ■>  **•.•  •'  •••'*  • 1 

V)  , H-  t/’l’  -I  • 

- " 4-  L"l" 

..  • « 

Préfentement,  le  nombrè  des  coèfficiens  inutiles  à l’élimination 

;;  : : t 


H A' 'A' 

4-  K"  A" 

■ 1 


•A . I •*.  -.V : *\ 


A •'  À *1 
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éft  ' 

Ar('*,y>l)T  + ,+  Ü(*>y>\)T+  '—N(x,y,ï)T+M(  x,yt\)T+ti 
c’eft-à-dire  , 

*x(*<y>\)~  1 -t-A'Cx,y.ï;°  — ) ‘st+i-osi. 

Il  y a donc  un  des  coefficiens  dont  nous  pouvons  difpofer  arbi- 
trairement ; mais  pour  conferver  la  fymmétrie  , au  lieu  d’en  fup- 
polèr  un  =•  o , je  forme  une  équation  arbitraire  qui  ait  un  égal 
rapport  avec  les  deux  équations  fymmétriques  ; je  fuppofe  , par 
exemple,  K'h1  -+-  K" h"  = o. 

Alors  , avec  cette  équation  , & celles  que  fournirent  les 
termes  ^,y^,yxtx'[i  xy , ^&_y,  en  procédera  au  calcul  de 
G' G" H' H" K' K" LL' L",  en  commençant  pour  plus  de  fa- 
cilité , par  K'K".t  pois  K'  K"  L , & confécutivemenc 
K 'K"LHH\  K' K"  L H fi' G G ' &c._K'R  "LH  H'  GG'L1  L". 

On  trouvera,  dès  la  quatrième  ligne  , que  (k'  h"  ) eft  fa  fleur 
commun;  fie  on  pourra-,  pour  Amplifier,  le  fupprimer. 

A la  dernière  ligne , on  trouvera  de  nouveau  pour  fafleur 
(k1  h")',  le  fupprknant  auflî , pour  fimplifier , on  aura  en  né- 
gligeant dans  le  calcul  de  cette  ligne  les  coëfficiens  H,  H';  K , K\ 
qui  n’entrent  point  dans  l’équation  finale,  la  quantité  fuivante 

■ If(h'r')  — k (k' A" )]h'LM  — [<r (W)-J(k'F)  -l-  * (k'k")]k'L"  -+-  (k‘h"/t 
-+-  [c(k'h" ) ■+■  -[«(■*’«"  j-  j(k'j’)  - * (k'h"w<y , 

d’où  l’on  tire 

L " = [ f(h't')  — k(k'h")]h’  — [e(h'ln)  — d(k’l")  -+-  * (k'Vy.V 

■C"  = [Cf*'*»;  *r 

t =s  ( *'  *"  ;* 

& par  conféquent  1 

— If(k’t')  — h(krh")ïh"  + r e(kT’)  — d(k'l)  + *f*'*';]*» 

— lc(k'K)  -H/'f*' g') ] A»  -t-  K (h’ g”)  — d(k!g ")  - »(k'k")jk", 

& fubftituant  dans  les  termes  reftans  de  l’équation-fomme , on  aura 
facilement  l’équation  finale, 

* * * . V * 1 
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(2p30  On  peut,  fans  doute , arriver  à cette  équation  finale 

Îar  une  voie  incomparablement  plus  courte  , en  déterminant , à 
aide  des  deux  dernières  équations , les  valeurs  de  y ôc  ^ ert  x , 
& les  fubftituant  dans  la  première. 

Mais  il  ne  s’agit  pas  encore  des  moyens  d’arriver  le  plus 
promptement  qu’il  eft  pofTible , à l’équation  finale  : notre  objet 
principal  eft  d’expofer  la  méthode  qui  conduit  à ne  rien  omettre 
de  ce  qui  peut  appartenir  aux  équations  propofées.  Or,  en  fuivant 
le  procède  le  plus  court,  on  ne  trouveroit  pas  dans  l’équation 
finale,  le  fadeur  (k'  h")  que  nous  venons  de  rencontrer  deux 
fois  dans  le  calcul  des  coëfficiens , ôc  qui  par  conféquent  donné 
(k' h")'  pour  fadeur  de  l’équation  finale:  il  s’agit  aduellemenc 
d’examiner  ce  qu’il  fignifie. 

Si  011  fuppofe  (k'  h" ) = o , alors  l’équation  finale  n’eft  que 
du  premier  degré  ; 6c  en  effet , fi  on  multiplie  la  fécondé  équa- 
tion  par  h"  , 6c  qu’on  en  retranche  la  troifième  multipliée 
par  h' , on  aura  (g1  h" ) x — (h'  V ) — 0 , qui  ne  peut  en  effet 
donner  qu’une  feule  valeur  pour  x. 

Quant  à ce  qu’on  trouve  (k1  h")  deux  fois  fadeur  , voici 
d’où  cela  vient. 

Si  au  lieu  de  fuppofer  arbitrairement , comme  nous  l’avonà 
fait,  K' A'  •+■  K" h"  = o,  nous  euffions  fuppofé  K'  = o , 
nous  aurions  trouvé  à l’équation  finale  , pouf  fadeur  (k1  h" ) K* 
qui  fe  décompofe  en  (k'h")  ôc  k" , dont  le  premier  a la  figni- 
ncation  que  nous  venons  de  voir  , 6c  dont  le  fécond  a la 
fignification  que  nous  avons  expliquée  ( 279  ôc  287  ).  Mais  en 
formant  l’équation  arbitraire  K'  h'  -+-  K"  h"  = o,  nous  errt-? 
ployons  un  coefficient  de  plus  que  nous  n’y  femmes  obligés  ; 
nous  avons  néceffairement  un  fadeur  plus  fort  d’une  dimenfion  ; 
c’eft  le  fadeur  ( k‘  h" ) , mais  qui , comme  nous  l’avons  dit  (287), 
renferme  avec  plus  d’étendue  , tout  ce  qu’auroit  dit  le  fadeur 
( k'  h"  )k".  En  effet  le  fadeur  (k'h").  (k'h")  eft  l’affem- 
blage  de  (k‘ h" ) . k' h"  6c  de  — (k1  h") .k" h'i  orcèux*ci  indi- 
quent pour  k'=*  0,  A"=ï  d,  A"*=*  o , de*  felutions  de 

la  nature  de  celles  que  nous  avons  décrite»!  279  6c  287).  Il  les 
préfente  d’une  manière  plus  étendue  que  le  fadeur  (k'  h"  J k!'. 
Mais  comme  on  a le  fadeur  (k'  h-')  A"  en  fuppofânt  K'  = o{ 
on  aurait  le  fadeur  ( k‘h")k't  en  fuppofaht  A"=*=  o ; on  aurait 
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le  faâeur  (k' h")  h ",  en  fuppofant  H'  = o ; ôc  ainfi  de  fuite. 

Tout  cela  confirme  donc  parfaitement  ce  que  nous  avons  dit 
jufqu’ici  de  la  nature  des  facteurs  de  l’équation  finale. 

| 

Remarques  générales  fur  les  Symptômes  auxquels  on  peut 

reconnaître  la  poffibilité  de  1 abaijfement  de  l’équation 
finale , SC  fur  la  manière  de  déterminer  ces  Symptômes. 

( 2 <p4-  ) U réfulte  de  ce  que  nous  avons  dit  jufqu’ici , que  les 
fymptomes  auxquels  on  peut  reconnoître  la  poffibilité  de  l’a- 

bainement  de  l’équation  finale  , font  de  deux  fortes  : l’une  qui  . 

a lieu , lorfque  l’équation  finale  a un  faûeur  commun  à tous  fes 
termes  ; & l’autre  qui  a lieu , lorfque  dans  l’équation  finale  dé- 
gagée de  ce  fa£teur  commun  , le  coefficient  total  de  la  plus 
haute  puiflance  de  l’inconnue  peut  devenir  zéro  , par  des  relations 
particulières  entre  les  coëfficien»  des  équations  finales. 

(2950  U paroîtroit  donc  que  pour  connoître  les  conditions 
de  la  poffibilité  de  l’abaiffement  de  1 équation  finale , en  vertu  de 
l’une  ou  de  l’autre  de  ces  deux  caufes , il  faudrait  procéder  au 
calcul  de  l’équation  finale  générale  ; ôc  que  ce  ne  pourrait  ôtre 
que  par  l’infpeélion  de  cette  équation  qu’on  pourrait  juger  , tant 
par  le  faûeur  commun  à tous  fes  termes  , que  par  les  coëffi- 
ciens  de  la  plu»  haute  puiffimce  de  l’inconnue  , ôc  des  puiflance  s 
immédiatement  inférieures , fi  l’abaifTement  eft  poffible. 

( 296.)  Mais  pour  connoître  les  fymptomes  de  la  première 
efpèce,  il  n’eft  pas  néceffaire  de  déterminer  l’équation  finale  gé- 
nérale : c’eft-à-dire , qu’on  peut  déterminer  le  fréteur  commun  à 
tous  fes  termes , fans  connoître  cette  équation  même.  Quant 
aux  fymptomes  de  la  fécondé  efpèce , nous  en  parlerons  après 
avoirenfeigné  la  manière  générale  de  déterminer  le  fa&eur  dont 
il;  s’agit. 

(-2  97.)'  Suppofons  donc  que  les  équations  propofées  foient. 
repréfentées  par  les  équations  fuivantes 

(u  . . . n)‘  = o , 

(u. ..  nj’1  — o t 

=>  0.  ' ' 
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Les  polynômes -multiplicateurs  néceflâires  pour  arriver  $ 
l’dquation  finale  feront 

/'u...n;T+‘'+‘“  + 4:c- 

fu  . . . n JT+  ' 

(u.  ..n)T+l+  *'  + *“■ 

&c. 

Concevant  qu’on  ait  réduit  ces  polynômes  au  plus  petit  nombre 
de  termes  poflible  , par  les  moyens  que  nous  donnerons  dans 
peu  ; il  ne  refteroir  autre  chofe  à faire  pour  arriver  à l’équation 
finale,  que  déformer  lequation-fomme,  comme  nous  l’avons  fait 
dans  les  exemples  précédera , de  calculer  les  coëfficiens  indé* 
terminés. 

Or  fi  l’équation  finale  eft  fufceptible  d’abaiflement , cela  peut 
arriver  de  deux  manières  ; ou  parce  que  tous  les  coëfficiens  indé- 
terminés qui  entreront  dans  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation- 
fomme  feront  chacun  = o;  ou  parce  que  les  relations  des  coëf- 
ficiens déterminés  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de 
chacune  des  équations  propofées,  feront  telles  qu’en  égalant  à 
zéro  chacun  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation- 
fomme  , à l’exception  de  celui  qui  doit  compofer  la  plus  haute 
puiflimce  de  l’équation  finale , il  en  réfultera  néceflairement  l’a- 
néantilTement  de  cette  plus  haute  puiffance. 

Pans  le  premier  cas,  il  eft  évident , que  par  la  fuppofition  mêmey 
la  forme  des  polynomes-multiplicateurs  eft  réduite  à 

(u...n)T+,+r  + «c-'- 

(ur..  n)T+<  + r 

(u...n)T+'  + ‘ 

&c. 

(29g.)  Donc  réciproquement  fi  on  veut  favoir  à quelle 
condition  l’équation  finale  peut  être  abaifTée  d’un  degré  , on 
formera  l’équation- fomme  en  n’employant  pour  polynôme»; 
multiplicateurs , que  les  polynômes  j 

(U  . . . + ' ta.  - 1. 

(u...'nJT+t  +«"  + «“•-'• 

’ +t' + 

ôte.  * *• • Alors  | 
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Alors,  comme  on  aura  un  coefficient  indéterminé  de  moine 
qu’il  n’eft  néceflaire  pour  faire  difparoître  tous  les  termes  qu’on  a 
à faire  difparoître  , on  fera  conduit  à une  équation  de  condition 
qui  fera  le  fymptôme  demandé  , fi  elle  n’a  qu’un  feul  fadeur  5 & 
qui , fi  elle  a plufieurs  fadeurs , indiquera  différens  cas  où  l’a- 
baiffement  peut  avoir  lieu  ; ou  bien  fera  telle  que  quelques-uns  de 
ces  fadeurs  indiqueront  les  cas  d’abaiffement , tandis  que  d’autres 
indiqueront  des  /blutions  particulières  , telles  que  celles  dont 
nous  avons  parlé  (279  & 287).  Mais  cette  équation  de  condi- 
tion renfermera  toujours  le  fadeur , ou  les  fadeurs  , qui  font  le 
fymptôme  de  l’abaifTement. 

( 2 990  Quant  à cé  que  nous  difons  que  dans  l’équation* 
fomme  formée  par  les  polynômes  - multiplicateurs 
( u ..  . n)  r + *'  + «*+*«..-  i f 

il  n’y  aura  qu’un  coefficient  indéterminé  de  moins  qu’il  nef 
néceflaire  pour  faire  difparoître  tous  les  termes  qu’on  a à faire  dit 
paraître  : voici  comment  on  peut  s’en  convaincre. 

Ne  fuppofons  pour  plus  de  fimplicité , que  trois  inconnues  : le 
nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation- 
fomme,  ferait  N( u ...  2 JT  + ' +,'  + r s’il  s’agifloit  de  l’é- 
quation finale  générale. 

Le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  du  premier 
polynôme- multiplicateur  , diminué  du  nombre  des  coefficient 
inutiles  à l’élimination  , ferait 


,T+t"  T+f 

• %)  — N(u...  x) 


■N(u...  t) 


T , 


Le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  du  fécond 
polynome-multiplicateur  , diminué  du  nombre  des  coëfficiçns 
inutiles  à l’élimination,  ferait 


N(u  , 


T + t+t" 

..x)  T —N(u. 


»; 


T + t 


Le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  du  troifième 
polynome-multiplicateur , ferait  N (u. ..  2 J T + * + 

Cela  pofé  , je  dis  qu’on  a l’équation  fuivante 

W V(u...i)T+,+,+,'=Nru...l)T+'+,'-V(u...i)T+,'-AX«-.-*)T+' 


T T-ht  + t" 

■ N(u,,  .1  ) N'u.  ..1  ) — N'u 


.T+t  X,,  .T+«+«' 

■x)  -t-A r(u,..x)  f 

I» 
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c’eft-à-dire , que  le  nombre  total  des  termes  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  l’équation-fomme  générale , eft  précifément  égal  au 
nombre  de  coëfficiens  utiles  fourni  par  chacune  des  plus  hautes 
dimenfions  des  trois  polynomes-multiplicateurs. 

' En  effet,  l’équation  (A J peut  être  écrite  ainll 


ç’eft  - à - dire  , 
• d d N ( u , . . 


T+t+f+t * 


AT+,*"+,l 


bu  di# 


r+«+r+  f 


or  ( 12  ) d>w(u...t) 


K*')— 

. . . ( T+ *,T ‘ ,f  ' ) eflen  effet  = o; 


r+i+i+i" 


Donc  puifque  les  plus  hautes  dimenfions  des  trois  polynomes- 
multiplicateurs  ne  fourniffent  qu’autant  de  coëfficiens  utiles  qu’il 
7 a de  termes  dans  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme  , 
ils  ne  donnent  qu’un  coëfficient  de  plus  qu’il  n'y  a de  ter- 
mes à faire  difparoître  dans  cette  aimenfion  pour  le  calcul 
général  de  l’équadon  finale  ; donc  lorfqu’on  fuppofe  tous  ces 
coëfficiens  égaux  à zéro , il  n’y  a;ira  dans  l’équation-fomme  refi 
tante,  qu’un  coëfficient  de  moins  qu’il  n’eft  néceffaire. 


( 300.)  Ainfi  pour  trouver  l’équation  de  condition  qui 
donne  lieu  à l’abaiffement  de  l’équation  finale  , & qui  correfpond 
au  facteur  commun  à tous  les  termes  de  l’équation  , il  ne  s’agit 
donc  que  de  multiplier  chacune  des  équations-propofées , par  un 
polynôme  d’une  aimenfion  moindre  d’une  unité  que  celle  qui 
conviendrait  à l’équation  finale  générale.  Alors  égalant  à zéro 
chacun  des  termes  de  l’équation-fomme  , autres  que  ceux  qui  ne 
renferment  que  l’inconnue  de  l’équation  finale  , on  fera  conduit 
à l'équation  de  condition  qui  donne  les  fymptômes  d’abaifTement 
de  la  première  efpèce.  Et  la  quantité  qui  compofe  cette  équation 
de  condition  , fera  en  même  temps  le  fadeur  commun  à tous  les 
termes  de  l'équation  finale  générale. 
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(301.)  En  forte  que  , fi  lorfque  les  coëfficiens  des  équations 
propofées  font  numériques , on  procédoit  au  calcul  de  l’équation 
finale , on  trouverait  que  dans  la  dernière  des  lignes  qui  ( ip8  ) 
fervent  au  calcul  des  coëfficiens  indéterminés  , tous  les  termes 
deviendraient  zéro , dans  le  cas  de  la  pofiibilité  de  l’abaiffement. 
Donc  réciproquement , fi  dans  le  calcul  des  lignes  , la  dernière 
devient  zéro , c’eft  une  preuve  que  l’équation  peut  être  abaiffée 
d’un  degré , & qu’on  doit , pour  avoir  l’équation  finale , employer 
des  polynômes  dont  la  dimenfion  foit  moindre  d’une  unité  , que 
dans  le  cas  où  l’équation  finale  n’eft  pas  fufceptible  d’abaiffement. 

En  effet,  puifque  la  dernière  ligne  devient  zéro  , c’eft  une 
preuve  { 20 y ) que  parmi  toutes  les  équations  employées  au  calcul 
des  lignes  , il  y en  a une  qui  n’exprime  rien  qui  ne  foit  compris 
dans  toutes  les  autres  ; donc  parmi  les  coëfficiens  indéterminés  „ 
il  y en  a un  d’arbitraire.  Or  fi,  comme  on  en  eft  le  maître , on 
le  prend  dans  la  plus  haute  dimenfion  , & fi  on  le  fuppofè  = o ; 
alors  n’ayant  plus  dans  cette  plus  haute  dimenfion  qu  autant  de 
coëfficiens  utiles , qu’on  a de  termes  à faire  difparoître  ; & les 
équations  pour  l’anéantiffement  de  ces  termes , étant  toutes  fans 
aucun  terme  abfolument  connu  , chacun  des  coëfficiens  de  chaque 
plus  haute  dimenfion , fera  néceffairement  = o ( 20 6 ).  Donc 
en  effet , pour  arriver  à l’équation  finale  , il  fuffira  d’employer 
des  polynomes-multiplicateurs  d’une  dimenfion  moindre  d’une 
unité , que  celle  qu’ils  auroient  pour  pouvoir  donner  l’équation 
finale  générale. 

Si  le  degré  de  l’équation  finale  eft  fufceptible  d’être  abaiffé 
de  deux  unités  ; un  raifonnement  femblable  fait  voir  qu’on 
parviendra  à cette  équation  finale  , en  employant  des  polynomes- 
multiplicateurs  d’une  dimenfion  moindre  de  deux  unités  que  celle 
qui  leur  conviendrait  , pour  pouvoir  donner  l’équation  finale 
générale  : ôc  ainfi  de  fuite.  Et  réciproquement , en  employant 
des  polynômes  - multiplicateurs  d’une  dimenfion  moindre  de  deux 
unités , & procédant  au  calcul  des  lignes , on  aura  les  deux 
équations  de  condition  néceffaires  pour  que  l’équation  finale 
puiffe  être  d’un  degré  moindre  de  deux  unités  , que  l’équation, 
finale  générale. 

_ Sur  quoi  il  faut  obferver  que  l’une  de  ces  équations  de  condi- 
tion qui  fembleroit  peut-être  d’abord  devoir  être  précifément  la' 
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même  que  dans  le  cas  de  l’abaiflement  d’un  degré  feulement , ne 
fera  cependant  pas  la  même  en  apparence , mais  feulement  quant 
au  fonds.  Elle  fera  cette  équation  combinée  avec  h fécondé  , 
laquelle  fera  le  faûeur  commun  à tous  les  termes  de  l’équation 
finale  abailTée  d’un  degré  feulement,  & le  fymptôme  de  la  pofli- 
bilité  de  fou  abaiflement  ultérieur  ; c’eft  ce  dont  nous  avons  vu 
un  exemple  ( 290  ). 

(302.)  Puifque  les  polynômes-multiplicateurs  font  d’autant 
plus  fimples  que  l’équation  finale  eft  plus  fufceptible  d’abaiflement, 
il  s’enfuit  que  le  calcul  des  équations  de  condition  néceflaires 
pour  la  poflibilité  de  cet  abaiflement , fera  d’autant  plus  facile  , 
qu’il  y aura  lieu  à un  plus  grand  abaiflement. 

(303  ).  U n’en  eft  pas  de  même  des  fymptômes  d’abaiffement 
de  la  fécondé  efpèce.  A l’exception  du  fymptôme  de  l’abaiflement 
d’un  degré  feulement,  dans  l’équation  finale,  il  y aura  toujours; 
pour  déterminer  les  fymptômes  d’abaiflement  ultérieur , fi  non 
autant  de  calcul  à faire  que  pour  avoir  l’équation  finale,  du  moins 
un  calcul  dépendant  prefque  de  tous  les  coëfficiens  indéterminés. 

Voyons  d’abord  ce  qui  regarde  le  fymptôme  d’abaiflement  d’un 
degré  feulement. 

Puifque,  félon  que  nous  venons  de  le  voir  (2  99),  le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  polynomes- 
multiplicateurs  , eft  précifément  égal  au  nombre  des  termes  de  la 
plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme  , il  s’enfuit  que  fi  pour 
connoître  le  cas  de  l’abaiflement  d'un  degré  dans  l’équation  finale, 
nous  égalons  à zéro  chacun  des  termes  de  la  plus  haute  dimen- 
fion de  l’équation -femme,  nous  ferons  conduits  ( 206 & 213  ) à 
trouver  chaque  coefficient  = o , ou  à une  équation  de  condition 
entre  les  coëfficiens  de  chaque  plus  haute  dimenfion  des  équa- 
tions propofées.  Le  premier  cas  étant  celui  que  nous  avons  exa- 
miné, il  ne  peut  donc  être  queftion  que  du  fécond  ; on  multipliera 
donc  la  plus  haute  dimenfion  feulement  de  chaque  équation  , par 
la  plus  naute  dimenfion  feulement  de  fen  polynome-multipfica- 
teur,  & ayant  ajouté  tous  les  produits;  dans  la  femme,  qui  fera 
la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme  , on  égalera  à zéro 
chaque  terme  affeélé  d’une,  ou  de  plufieurs  des  inconnues  ; & pro- 
cédant au  calcul  des  lignes , la  dernière  ligne  fera  l’équation  de 
condition  demandée. 


Digitized  by  Google 


ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  25  * 

: Par  exemple , fi  on  a les  deux  équations 

a **  -+-  b xy  -H  (y*  = o 1 
y-  d x + <y 

f 

a'  xx  -+-  i'xy  -+■  f ’jr*  — o S 
-+•  d'x  •+■  t'y 

On  multipliera  d’une  part  a x*  b xy  cy*  par 
-i- B xy  ■+■  C/*,  & de  l’autre  part  a!xx  ~+-  b'  xy  d y\ 

par  A'xx  -+•  B' xy  -+-  C'_y  * ; la  fomme  des  produits  fera 

A ax*  •+•  A b x>y-t-  A cxxyx  -+-  Bt  xy'  y-  C c y* 

•b- A'a'  y-  A' b'  y-  A'e'  y-B'c'  -t-  C'f' 

•y-  JB  a -y-  B b y-  C b 

y-  B' a'  y-  B' y y.  C' b\ 

H-  C a 
y-  C'a * 

fàifant  attention  qu’il  y a un  coefficient  inutile , & le  déterminant* 
Comme  on  a fait  ( a8y  ) , on  aura  C = o , & C'  ==a  0. 

.On  aura  donc  à calculer  les  équations  fuivantes 

A * A 1 a1  za:  o 9 

(|  Ab  A*  b1  Ma  ■+•  S'a'  = o , 

A c -f-  A'*'  -b  B b ± M'b'  = o, 

Mc  ■+■  M"  c1  o. 

On  aura  donc  comme  il  fuit. 

Première  ligne a A'  B B' 

Seconde  ligne.  < . . . (a  b')  B B ' — a A ' aB' 

Troifième  ligne...  . (ab’)bB' — (ac')aB’  -h  aA'(ab') 

Quatrième  ligne.  ...  (a  b') .(  b c')  — ( a c‘)x  , 

e’eft  le  fymptôme  de  la  poffibilité  de  la  réduûion  de  l’équatiort 
finale  au  troifième  degré. 

En  effet,  fi  l’on  compare  avec  l’équation:  finale  trouvée  (28 y), 
on  verra  que  (a  b'). (bd)  — (ad)'  eft  le  coefficient  de  X* 
flans  l’équation  finale , laquelle  fera  donc  réduite  au  troifième. 
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degré,  fi  l’on  a (ab').(bc')  — (a.c')x  — o.  On  trouvera 
de  même , pour  un  nombre  quelconque  d’équations , l’équation 
de  condition  néceffaire  pour  que  l’équation  finale  perde  lôn 
premier  terme  feulement  , fie  le  réduife  par  conféquent  à un 
degré  moindre  d’une  unité. 

( 304O  Quant  aux  équations  de  condition  néceffaires  pour 
l’évanouiffement  des  termes  qui  fuivent  immédiatement  le  premier, 
il  ne  paroît  pas  qu’il  y ait  de  voie  plus  courte  pour  les  obtenir  , 
que  de  procéder  abfolument  au  calcul  de  l’équation  finale,  comme 
nous  l’avons  fait  (a8y).  On  obfèrvera  feulement  que , félonie 
terme  pour  lequel  on  veut  avoir  cette  équation  de  condition  , on 
n’aura  a calculer  qu’un  certain  nombre  de  cocfficiens , fie  que  par 
conféquent  on  pourra  Amplifier  le  calcul , d’après  ce  qui  a été 
dit  (201). 

Par  exemple  , fi  je  voulois  avoir  l’équation  de  condition  né- 
ceflaire pour  que  le  fécond  terme  de  l’équation  finale  trouvée 
( 28 y ) difparoifle  , fans  connoître  d’ailleurs  cette  équation  finale , 
je  remarquerais  que  le  terme  x ’ dans  l’équation- fomme  , efl 
(Ad  -+-  A' i'  ■+■  D a -f-  D' a!)  jc*  ; enforte  que  je  n’ai  befoin 
de  calculer  que  A ,A' , D ,D' , c’eft-à-dire  feulement  A'  fie  D 
calcul  que  je  Amplifierais , en  ayant  égard  à ce  qui  a été  dit  (201). 

(305.)  Mais  fi  les  équations  de  condition  qui  font  perdre  à 
l’équation  finale  fes  termes  les  plus  élevés  , ne  peuvent  être  dé- 
terminées que  par  un  calcul  dont  le  travail  eft  peu  différent  de 
celui  de  l’équation  finale  , il  s’en  faut  bien  <jue  ces  équations  de 
condition  foient  aufli  importantes  à connoître  que  celles  qui 
déterminent  les  fymptômes  d’abaiffement  de  la  première  efpècc. 

En  effet , dans  le  cas  où  l’équation  eft  fufceptible  d’abaiffement 
par  i’anéantiffement  des  cocfficiens  des  termes  fupérieurs  de  l’é- 
quation finale  générale  , on  n’a  point  à craindre  que  l’équation 
finale  calculée  fans  cette  connoiflance  , fe  trouve  plus  élevée 
qu'il  ne  convient.  Le  calcul  la  donnera  immédiatement  toute 
mutilée  des  termes  qu’elle  doit  perdre. 

Mais  dans  le  cas  où  l’équation  finale  eft  fufceptible  d’abaifle- 
ment , parce  que  le  faffeur  commun  à tous  fes  termes  eft  zéro  ; 
l’équation  finale  dégagée  de  ce  facteur  , ayant  tous  les  termes 
dont  l’équation  finale  générale  eft  fufceptible  , ne  fait  rien 
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connoître  de  la  poffibilité  de  cet  abaiffement  : en  forte  qu’en 
employant  une  méthode  qui  éviteroit  ce  fadeur  , on  feroit  in» 
duit  en  erreur  fur  le  véritable  nombre  des  racines  utiles  à la 
qucftion.  Ce  fadeur  eft  donc  important  à connoître  : ou  du 
moins  la  méthode  qui  fait  paffer  nécelîâirement  par  ce  fadeur  , 
eft  donc  feule  généralement  sûre. 

A parler  exadement , on  n’a  pas  befoin  de  favoir  antérieure- 
ment , fi  ce  fadeur  eft  zéro  ou  non , parce  aue  la  fuite  du  calcul 
le  fera  connoître,  ainfi  que  nous  l’avons  obfervé  (301).  Mais 
comme  les  polynomes-multiplicateurs  doivent  être  plus  fimples 
dans  ce  cas,  que  pour  l’équation  finale  générale  ; il  eft  utile  d’avoir 
des  moyens  de  s’en  alsûrer  avant  que  de  procéder  au  calcul 
de  l’équation  finale. 

Au  contraire , lorfque  l’abaiffement  ne  doit  avoir  lieu  que  par 
la  deftrudion  des  coëfficiens  des  termes  les  plus  élevés  de  l’équa- 
tion finale , les  polynomes-multiplicateurs  ne  reftent  pas  moins 
du  même  degré  que  pour  l’équation  finale  générale,  en  forte 
qu’on  ne  gagne  rien , pour  le  calcul , à en  être  inftruit  d’avance. 

Mo)  'en  de  diminuer  considérablement  le  nombre  des  coef- 
ficient employés  a t élimination.  Simplifications  qui  en 
réfultent  dans  la  forme  des  Polynomes-multiplicateurs. 

( 3 O 6.)  Nous  avons  enfeigné  précédemment  à déterminer  le 
nombre  des  coëfficiens  inutiles  à l’élimination  , & nous  avons 
donné  aux  autres  le  nom  de  Coëfficiens  utiles  , parce  que  ce 
n’eft  qu’en  employant  ces  coëfficiens  utiles  qu’on  peut  être  alsûré 
d’arriver  à la  connoiffance  de  tout  ce  qui  peut  appartenir  aux 
équations  propofées , foit  en  les  confidérant  de  la  manière  la  plus 
générale , foit  en  les  confidérant  par  rapport  aux  relations  parti- 
culières qui  peuvent  avoir  lieu  entre  leurs  coëfficiens  déterminés. 

Mais  les  exemples  précédens  font  aflez  connoître  que  les  coëf- 
ficiens que  nous  appelions  utiles , ne  font  pas  toujours  indifpen- 
fables  pour  avoir  fur  les  équations  propofées , toutes  les  connoif 
fances  qui  peuvent  importer.  En  effet  , plus  on  admettra  de 
coëfficiens  indéterminés , & plus  l’équation  finale  acquerera  de 
fa  tieurs  de  la  nature  de  ceux  que  nous  avons  obfervés  jufqu’ici. 
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Or  comme  les  fâ&eurs  nouveaux  , introduits  par  l'augmentation 
du  nombre  des  coefficiens  indéterminés  , ne  font  que  la  répliqué 
de  ce  que  lignifient  ceux  qu’on  obtiendroit  avec  le  plus  petit 
nombre  de  coefficiens  poffible , ou  n'expriment  que  des  folutions 
de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  décrites  ( 275  & 287  ) , 6c 
par  conféquent , n’expriment , alors , rien  qu’on  ne  fâche  d’avance  ; 
c’cft  donc  perfectionner  la  méthode,  que  de  faire  connoître  le 
moyen  de  donner  l’exclulion , lorfque  cela  eft  poffible  , aux  coëf- 
ficiens  qui  peuvent  introduire  de  pareils  fadeurs  : or  cela  l’eft 
dans  un  très-grand  nombre  de  cas , quoique  cela  ne  le  foit  pas 
toujours , ainli  que  nous  en  avons  vu  un  exemple  ( 292  ). 

(307.)  Pour  bien  faire  entendre  ce  dont  il  s’agit , prenons 
d’abord  un  exemple. 

. Suppofons  qu’il  foit  queffion  de  trouver  l’équation  finale  en  xf 
réfultante  de  trois  équations  de  cette  forme  (x,y,  \)'  =0. 

On  peut  (224)  prendre  pour  polynôme -multiplicateur  de 
chacune,  un  polynôme  de  cette  forme  f x ,y , ^ ) T~k'  4.  Mais 
comme  ( 47  ) le  degré  de  l’équation  finale  ne  doit  pas  palier 
le  huitième , on  voit  qu’on  ne  peut  pas  généralement  luppofer  T 
plus  petit  que  2 ; enforte  que  le  polynôme  du  degré  le  moins 
élevé  qu’il  foit  permis  d’employer  eft  ( x , y , \)  s. 

Mais  qu’arriverolt-il  fi  , fans  donner  à l’équation,  un  degré 
plus  élevé  que  8 , on  admettoit  en  général  le  polynoine 
(x  ,y , 1)  T + 4 ? Le  voici. 

Tous  les  coefficiens  des  dimenfions  fupérieures  à 6 , dans 
chaque  polynome-multiplicateur  , feroient  chacun  = o,  ou  du 
moins  on  pourrait  toujours  les  fuppofer  chacun  = o. 

En  effet  , la  dimenfion  fupérieure  T -t-  4 des  trois  poly- 
nômes - multiplicateurs , fournirait  un  nombre  de  coefficiens 
*=  3 Nfx  , y)T+\ 

Mais  , fur  ce  nombre  , il  y en  aurait  (231)  un  nombre 
= 3 N ( x ,y)  T+  1 — N(x  ,yj  T qui  feroient  inutiles  à l’éf 
liinination  ; donc  pour  faire  difparoître  tous  les  termes  de  la 
plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme  , c’eft-à-dire,  tous  les 
termes  de  la  dimenfion  T -+-  6 , on  aurait  un  nombre  de  coefficiens 

= x ,y  )T  r*-N  ( x,  y)T‘ 
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Or  le  nombre  des  termes  de  cette  dimenfion  de  l’équation- 
fomme , eft  N( x ,y  ) T + 6 ; la  différence  de  ces  deux  nombres 
de  termes , ferait  donc 

Ar(*,y;T+<—  l#(*,y)T+*+l  N(x,y)T+t  — N(x,  y)T* 
c’eft  - à - dire  , 

t N(*ty)T+i—  N(*  >y  )T+*—N(*-y  + 

-l#(*,y)T+*-#(*.y)T+t-#(*,y)T+  V#f*,yjT]»  . 
ouji  N(x,y)T+s.. . (,J  ,),  c’eft-à-dire  , =»  o. 

Donc  pour  faire  difparoître , comme  il  eft  néceffaire  , dans 
chaque  dimenfion  de  l’équation-fomme , fupérieure  à la  huitième, 
tous  les  termes  de  cette  dimenfion,  on  n’auroit  précifément 
ou’autant  de  cocfficiens  indéterminés  qu’il  y a de  termes  à faire 
aifparoître  ; donc  ( 2 1 3 ) chacun  de  ces  coëfficiens  ferait  = o , 
ou  du  moins  pourrait  Être  fuppofé  = o. 

En  les  admettant , on  ne  ferait  que  donner  aux  termes  de  l’é- 
quation-fomme , pour  faûeur , la  quantité  qui  formerait  l’équa- 
tion de  condition  réfultante  des  équations  particulières  fournies  en 
égalant  à zéro  les  termes  des  dimenfions  fupérieures  à la  huitième. 

On  peut  donc , 6c  on  doit  pour  la  fimplicité  , fe  borner  pour 
chaque  polynomc-multipIicateur  des  équations  dont  il  s’agit , à la 
forme  (x  ,y , \)‘  : 6c  ce  qu’une  forme  plus  élevée  ferait 
çonnoître  de  plus , ne  feroient  que  des  folutions  de  la  nature  de 
celles  décrites  ( 279  6c  287  ) , ou  des  répétitions  de  ce  que  cette 
forme  la  plus  (impie  jufqu’à  préfent , ferait  çonnoître. 

Mais  la  forme  f x , y ,\)  * n’eft  pas  encore  la  plus  fimple 
qu’il  foit  poflible.  En  partant  de  cette  forme , on  trouverait  (231  £r 
fuiv.)  que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  à l’élimination  , eft 

3 N (*  > y > l)‘  — ? A'  fx , y y 1)*  -h  N (x , y , ÿ * , 

c’eft-à-dire  1^7;  6c  cela  eft,  en  effet.  Mais  ces  cocfficiens  , 
utiles  dans  le  fens  que  nous  venons  d’expliquer  ci-deffus , ne  font 
pas  tous  indifpenfables  ; il  y en  a un  affez  grand  nombre  qui 
n’auroient  d’autre  effet  fur  l’équation  finale  , que  de  lui  donner 
des  faveurs  qui  n’indiqueraient  que  des  folutions  de  la  nature 
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de  celles  décrites  (27 p & 287) , ou  qui  ne  feroient  que  la  répé- 
tition de  ce  que  diraient  les  fadeurs  de  l’équation  finale  trouvée 
avec  le  plus  petit  nombre  de  coëfficiens  poffible. 

Pour  connoître  ces  nouveaux  termes  auxquels  on  peut  donner 
l’exclufion , je  prends  d’abord  les  termes  de  l’équation-fomme  où 
y & 1 montent  enfemble  ou  féparément  à la  dimenfion  8.  Leur 
nombre  eft  N (y)*.  Le  nombre  de  coëfficiens  que  les  trois  poly- 
nômes -multiplicateurs  auront  introduits  dans  ces  termes  de  la 
dimenfions  8,  çft  j N (y J s i mais  fur  ce  nombre  , il  y en  a 
d’inutiles,  au  nombre  de  3 A f (y  J*  — N (y  )'i  donc  pour  faire 
difparoître  le  nombre  N ( y ) 1 des  termes  où_y  & ^ dans  l’équa- 
tion- fomme  montent  à la  dimenfion  8 , on  a un  nombre  de 
coëfficiens  = 3 N (y  )*  — iN(y)*~ f-  N (y  ) * ; c’eft-à-dire , que 
pour  éliminer  neuf termes  on  a 12  — t y -t-  3 ou  neuf  coëfficiens 
feulement  ; donc  (213)  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  = o. 
Donc  on  peut  le  dilpenfer  d’admettre  dans  chacun  des  polyno- 
mes-multiplicateurs , les  termes  où  y & ^ montent  enfemble  ou 
féparément  à la  dimenfion  6.  Donc  cette  forme  peut  Être  réduite 

Si  on  analyfe,  de  même,  les  termes  de  l’équation- fomme  où 
y 6c  7 pourront  monter  enfemble  à la  dimenfion  7 , d’après  la 
nouvelle  forme  des  polynomes-multiplicateurs  ; on  verra  que  leur 
nombre  eft  que  les  polynômes  y introduiront  , un 

nombre  de  coëfficiens  utiles  , exprimé  par  6 N (y)*  — 6 N (y)' 
-f-  2 N ( y)'  ; on  n’aura  donc  pour  faire  difparoître  les  feize  termes 
où  y fie  £ dans  l’équation-fomme  , montent  enfemble  à la  di- 
menfion 7 , qu’un  nombre  de  coëfficiens  = 36  — 24  -+-  4 = îtf } 
donc  (213)  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  = o. 

La  forme  des  polynomes-multiplicateurs  peut  donc  être  ré- 
duite à lx(y, 

On  verra  de  même  que  pour  vingt-un  termes  où  y & ç mon- 
teront enfemble  ou  féparément  a la  dimenfion  6 dans  l’é— 
quation-fomme  réfultante  de  cette  nouvelle  forme , on  n’aura 
qu’un  nombre  de  coëfficiens  utiles  exprimé  par 

S>N(yJ*  — 9 ^ (y)'  -4-  3 N(y)°  — ^$  — 27  ■+■  J =>21  ; 
donc  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  = 0.  La  forme  des  poly- 
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nomes-multiplicateurs  peut  donc  être  réduite  à [ x , (y  , [J  ’ ] *, 

Pareillement , pour  vingt-quatre  termes  où  y ôc  r monte- 
ront enfetnble  ou  féparément  à la  dimenfion  y dans  l'equatlon- 
fomme  réfultante  de  cette  nouvelle  forme  , on  n’aura  qu’un 
•nombre  de  coëfficiens 

= 12  N (y)  1 — 12  N (y)'  -4-4  N (y)"  =48  — 24-4-0  = 24; 

donc  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  = o.  La  forme  des  poly- 
nomes-multiplicateurs  peut  donc  être  réduite  à C x,{y, 

C’eft-là  la  forme  la  plus  fimple  , eu  égard  à la  dimenfion 
totale  de  * , y fie  ^ , 6c  a la  dimenfion  totale  de  y fie  nous 
verrons  par  la  fuite  qu’elle  peut  être  encore  réduite  i mais  eh 
l’employant  , le  nombre  de  coëfficiens  qui  , dans  la  forme 
( x ,y , 1)  ‘ , wroit  été  de  IJ7,  ne  fera  plus  que  de  87. 

( 3 O 8 - ) En  général , foient  r , r7,  r77,  fiée.  les  expofans  du  degré 
de  chacune  des  équations  que  , pour  plus  de  fimpliciré  , nous 
confidérons  comme  complettes  : fie  foit  D le  degré  de  l’équa- 
tion finale , que  ( 47  ) nous  favons  être  —tt’t"  ficc. 

Soient  (u.  ..n)T~‘  le  polynôme -multiplicateur  de  la  ptrç* 
mière  équation. 

( u. . , n)T ~ celui  de  la  fécondé , 
celui  de  la  troifième  ; 

fie  ainfi  de  fuite. 


Ayant  égard  au  nombre  de  termes  qu’on  peut  faire  difparoîtrtf 
dans  le  premier  de  ces  polynômes , à l'aide  des  n — 1 dernièrei 
équations  , on  aura 


pour  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  premier  polynôme» 
multiplicateur.  ■ 

Par  la  même  raifon  t » 

fera  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  fécond  polynorne-mul* 
tiplicateur. 

K.k  ij i * 1 : 
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</■-}[ a . . . n)T~' ) fera  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  du  troifième  polynome-multiplicateur. 

, . Et  ainfi  de  fuite. 

Donc  pour  obtenir  l’équation  finale,  on  a en  tout  , un 
nombre  de  coëfficiens 

-+  d*  *[J V(u.  ..a/-*"  3..  .(fTkc.)  ■+■  &c. 

f • • . 

Or  le  nombre  des  termes  à faire  difparoître  dans  l’équation* 
fomme , pour  avoir  cette  équation  finale  , eft  N(u. . ,n)T — D — i ; 
il  faut  donc  qu’on  ait 

' d"-1  ] (,-T, *.*<■) 

*+•  d*  *lN(u...n)T  ' J ...  ( r7.#  k‘c  ) + ®tc,  — tf 

Veft  - à - dire  , 

(A)...  (,.>tT“/««  ) 

[tr(u...n)T~'y...  (..f/T*,) 

V-  J*"ïtJVfu..i.jT“'"}...  (^7*1)  — &c-=  ^ = tt't/'tna 

quelque  foie  T. 


Ceft-à-dire , que  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de 
i’équation-fomme , & le  nombre  des  coëfficiens  utiles  de  tous  les 
$>oly nomes-multiplicateurs , eft  égale  à l’expofant  D ou  1 1' t"  &c. 
du  degré  de  l’équation  finale. 

Obfervons,  cependant,  que  lorfque  nous  difons  que  cette  éga- 
lité doit  avoir  lieu  quelque  foit  T,  cela  doit  s’entendre  quelleque 
foit  la  valeur  de  T au-deffus  de  t t!  t"  &c. 

Concevons  donc , maintenant , qu’on  prenne  T plus  grand  que 
f J' t"  §cç.  d’une  quantité  quelconque  q. 
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Alors  le  nombre  des  termes  de  l’équation-fomme  augmentera  de 
'i[N  ; & le  nombre  total  des  coëfficiens 

utiles  des  polynomes-multiplicateurs  augmentera  de 


«-!  T- t t T — l \ / T— \ 

rffrf  [JVCB...I»;  ]•••  [N(u...n)  ! (•, ('.Sic./ 

. |«  i 2*^ j/1  » i T\ 


On  aura  donc  (12),  à caufe  de  l’équation  ( A ) 

T l T\  n-l  T-«  / T — « \ 

iN(u...n)T..\t)-d(i  [ N(u...n ) 

m-  d (d  [Arfu...nJ  ]•••(  Sic.  ) 

. _ 3 T— i"  / x — 1»  \ 

d(  d [A T ( u . . , ,n  ) J"’  \ i^&c.  / 4 


(0 


Donc  on  n’aura, pour  faire  difparoltre  les  termes  des  dimenfions 
fupérieures  à t tf  t"  Ôcc.  dans  l’équation-fomme  J on  n’aura  , 
dis-je , qu’un  nombre  de  coëfficiens  précifément  égal  au  nombre 
de  ces  termes;  donc  (213)  on  pourra  fuppofer  chacun  de  ees 
coëfficiens  t=  o. 

. Donc  il  feroit  fuperflu  d’admettre  pour  polynomes-multiplica- 
teurs des  équations  ’propofées , des  polynômes  plus  élevés  que 
N(u...n)n~‘,  N(u. . . n)D~‘  f N(u  . . . nJD~‘" , ôcc.  ref- 
peûivement. 

( 3090  Avant  que  de  palier  à l’examen  des  autres  termes 
qu’on  peut  encore  rejeter , arrêtons-nous  un  moment  pour  faire 
voir  que  l’expreffion  de  D que  préfente  l’équation  (A)  que  nous 
Tenons  de  rencontra- , ne  diffère  point , au  fonds  , de  celle  que 
nous  avons  trouvée  ( 46  ) ; c’eft-à-dire  , ne  diffère  point  de 

dn N (u  . . .nJT  . . . ( f t.Tt-,  ic  ),  quoiqu’il  ne  paroiffe  pas  ainfi 

à l’infpeûion.  Un  exemple  fuffira. 

Suppofons  qu’il  n’y  ait  que  trois  équations  ; alors  l’équation 
( A ) devient 


N (u.. 


T . T—  1 / T— » \ 

• î / — d d [JY  ( U.  . . } ) )"■(  ) 

t— «'  / r — «■  \ T—t" 

d[N(u...})  J...  V «”  . = D‘ 


e. 
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Or  i/  (u... j;r—  1 :=  J [// (u...i)T]...  i 

oa  » donc 

— </  [ Arfu...  j )T  *]...(  r,»'  ) = Dà 

Mais 

, on  a donc 

dd[N(u...i)T]...(tTy)- Tt~l)  =Di 

e’eft-à-dire,  d' lN(u...  3J1"}  . . . (.JT,..)  = Z?. 

Et  comme  il  eft  aifé  de  voir  que  le  rationnement  eft  le  môme 

Four  toute  autre  valeur  de  n,  il  s’enfuit  donc  généralement  que 
équation  ( A ),  n’eft  au  fonds,  que  l’équation 

^)=D. 

(31O.)  Venons  maintenant  aux  autres  termes  qu’on  peut 
omettre  dans  les  polynômes- multiplicateurs. 

Suppolbns  encore , pour  plus  de  fimplicité , que  les  équation* 
proposées  foient  des  équations  complettes , dont  les  degrés  foienp 
refpedivement  t,  r7,  &c. 

Pour  connoitre  les  termes  de  l’équation-fomme , qui , dans  leur 
totalité , ne  renfermeront  que  précifément  autant  de  coëfïiciens 
utiles  qu’il  y aura  d’équations  pour  les  déterminer , je  remarque 
que  s’il  y a en  effet  de  femblables  termes , l’équation  - fomme  après 
leur  fupprellion,  fera  de  la  forme  [_u  ,(x . . .n — \ )B . ..n']T  i 
c’eft-à-aire , que  u étant  l’inconnue  relativement  à laquelle  on  veut 
avoir  l’équation  finale , les  autres  inconnues  au  nombre  de  n — 1, 
ne  pafferont  pas  enfemble  ou  féparément  la  dimenfion  B. 

Mais  au  lieu  de  fuppofer  à B là  plus  petite  valeur  poiïîble  , 
fuppofons  lui  généralement  une  autre  valeur  quelconque  entre 
cette  plus  petite  valeur , fit  T. 
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«■  Alors  , d’après  tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  premier 
Livre,  on  trouvera  facilement  i.°  que  le  premier  polynôme- 

multiplicateur  fera. . . • [u } (x . , • n — i 1 • • . n ] '• 

Que  le  fécond  fera. . [u,  (x.  . . n — i)B~ * . . . n 3T— * • 

Que  le  troifième  fera  [ u, (x.  . . n — iJB~‘ . . . n] r— * ; 
êc  ainfi  de  fuite. 

2.°  Que  le  nombre  des  coëfficicns  utiles  du  premier  polynome- 
multiplicateur  fera 

d*~' ( N£Uf(x . ..n — \) B-‘. • • n] T~‘J' . • 

Que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  fécond  polynome-mul- 
tiplicateur  fera 

d~ '(Nlu , (x. . . , n- ./ . . . . . n] ) .. . ( 

Que  le  nombre  des  coefficiens  utiles  du  troifième  polynôme- 
multiplicateur  fera 

d-i(N[ui(x...n—  \)B~  ) » 

6c  ainfi  de  fuite. 

D’où  , en  raifonnant  comme  nous  l’avons  fait  (308)  , on 
conclura 

a T n—  1 B-t  T-t  ( T-t  . B-t  » 

\J)...JV[u/x...n—  1)  ...n]  —a  (Ar[u,(x...n—i)  ...»] 

„ _ 1 B — «'  T — «'  f T~  \ 

— d (N[u,(x...n—t)  ...n] 

— d 1(Ar[u,(x...n  — l)  ■■  ...n]  J ••  • \ «".«te.  j — &£•  — -O* 

Concevons  maintenant  que  T reliant  le  mène , on  fafle  va- 
rier B d’une  quantité  quelconque  q y alors  on  aura 


f C) 


IB  T n-1  B-i  T-t  / T—t  . B — * \ -v 

N[K,(*...I-1J  —d  ^[^(*...11-1)  ••y»)  * ' * V*  I VT|  *’»  / I /J\ 

n-i  B-t  T-t  ( T—t  . B-«’  \ n-j  B-«’  T-«*  (T-t", B-«*\  l" 

-a  B£o,(*.-ii-i)  -\i  ',  1", fcc. Y, Stc./ ~ * // ) 

Obfervons  à préfent  que  la  valeur  de  B n’étant  point  alTujétie 
ici  , comme  l’eft  celle  de  T qui  ne  peut  pas  être  au-delfous 
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de  t 1!  t"  6cc.  il  n’y  a d’autre  condition  pour  B , finon  qud 
l’équation  (C)  ait  lieu.  Or  cette  condition  aura  toujours  lieu 
jufqu’à  5 = r-4-r/-4-t"-4-  t'"  ■+•  &c.  — n -4-  2. 

E11  effet , il  faut  pour  que  l’équation  ( C)  ait  lieu  que  l’ex- 
preffion  de  N ( x ...  n — 1 )B~ *,  celles  de  N (x . . . n — 
de  N(x . ..n  — 1 )B~‘~,t  ôcc.  celles  de  N ( x ..  ./1  — 1 
dçN(x...n — 1 ôcc.  celles  de  N(x...n—  i)B~,~,'~,"~*,ttc. 

foient  toutes  des  nombres  entiers  pofitifs  ; or  fi  on  fe  rappelle  qu’en 


général^*.. .n—i)B~'  = + ^ 

on  verra  que  cette  exprefiion  fera  un  nombre  entier  pofitif  jufi 
qu’à  B — r ■+■  n — 1 = o , c’eft-à-dire,  jufqu’à  r = B ■+■  n — 1. 

Mais  la  plus  grande  valeur  a£hiçlle  de 
ôcc.  -4-  q ; on  a donc  B = t -f-  t’-h  f -t-  ôcc.  -*-q  — n-h  t 


Or  la  plus  petite  valeur  qu’on  puiffe  fuppofer  à q , eft  q = 1 j 
on  a donc  B =>  t -+■  r'  -4—  f"  r'"  —4—  ôcc.  — a -+-  2 ; c’eft  la 
plus  petite  valeur  qu’on  puiffe  fuppofer  à B , pour  que  B foie 
encore  fufceptible  de  diminution. 


Donc  fi  on  funpofe  B = t -4-  t!  ■+■  r"  -f-  d"  -4-  ôcc.  — n -f-  1 , 
B ne  fera  plus  fufceptible  d’abaiffement  ; ôc  en  le  fuppofant  plus 
grand  , on  ne  ferait  qu’introduire  des  coefficiens  fuperflus. 

( 3 I X.)  Donc  dans  les  équations  complectes  (il . . . n)  ‘ = 0 , 
(u  . . ,n)‘  = o , (u . . . njr  = o , ôcc.  Il  fuffit  de  prendre  pour 
polynomes-multiplicaceurs , les  polynômes 


l“,(x 


n t I 


+ — »+•  f _ Or-i 

) •••«] 


[ u,  (x  . , . n — 1) 


, + i n+  l 


l.*n] 


D — f 


lu,(x. 


.n  — 


« + «'  + &£.  — . + 1 Dr-t" 

) Ml"]  » 


8fc. 


(3l2.)  Ainfi  dans  les  équations  complettes  à deux  in- 
connues, par  exemple;  les  deux  polynomes-multiplicateurs  les 
plus  fimples , feront  généralement 

( xD~l ty‘~' )D~r‘ } ôc  (x , y'-' )»-*'. 

Dans  les  équations  complettes  à trois  inconnues , les  trois 

polynomes-i 
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poIynomes-multiplicateurs  les  plus  fimples , quant  à la  dimenfion 
totale  des  trois  inconnues  , 6c  à la  dimenfion  totale  des  deux 
inconnues  à éliminer , feront 

C xD~',(y,  x) [**>-’,  (y,  , 

C xD-‘',  (y,V'+,'-1lD~r-  ■ 

(313O  II  fera  prefque  toujours  poffible  de  rejetter  encorê 
d’autres  termes  dans  chaque  polynome-multiplicateur.  Mais  pour 
déterminer  ces  termes , on  fe  conduira  comme  nous  l’expliquerons 
dans  peu. 

( 3 140  Remarquons  que  fi  toutes  les  équations  propofées 
étoient  du  premier  degré , alors  les  polynomes-multiplicateur9 
feroient  tous  de  la  forme  [ u°,  (x . . . n — 1 ,1 0 ] 0 j c’eft-à-dire , 
qu’il  fuffiroit  de  multiplier  chaque  équation  par  un  feul  coeffi- 
cient indéterminé.  Et  il  eft  évident  qu’en  effet  cela  doit  être  ainfi. 

(3l  5-)  Concluons  auffi  que  fi  les  équations  propofées  ne 
font  pas  complettes  ; mais  fi  elles  font  incomplettes  de  la  forme 
[ ua,  (x . . . n — 1 Jb . . . n]‘  = o,  b étant  la  plus  haute  di- 
menfion à laquelle  les  n — 1 inconnues  qu’il  s’agit  d’éliminer  , 
peuvent  monter  enfemble  ou  féparément;  concluons,  dis -je, 
que  lî  D repréfente  le  degré  de  1 équation  finale  , le  polynome- 
multiplicateur  de  chacune  des  équations  propofées  ne  peut , fan $ 
fuperfluicé,  être  pris  plus  compofé  que 

[bd— >(x...n- : 

[uD-*\  (x . . . n — 1 ) * + »'+»".««•  .n]  T— 

luD—",(x...  n—  + \..nlT—%  6rc, 

refpecfivement. 

Quant  à la  valeur  de  T,  on  la  déterminera , en  obfervant  qu’elle 
(doit  fatisfàire  aux  inégalités  fuivantes 

D — a +1' + 4" -4-  V"  -4-  &C.  — n -H  I > T — t , 

D — a!  +1  + 1"- »-  b'" -t-  8tc.  — n -t-  « > T — 

D — a"  -4-  b -4-  y -t-  -4-  &c.  — n ■+-  i > T — t"  , 

D — a'"-4-  b -4-  b'  -4-  *"  &c.  — n + i > T — t"'  i 

te  ainfi  de  fuite.  • ü 

» *' 


Digitized  by  Google 


a 66  EQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

Ç’eft-à-dire,  qu’on  prendra  T égal  à la  plus  petite  des  quantité» 

Z>  -h  t — a -fi' H-  &C.  — n -C  1 , 

D 4-  ï -«'+!+  1-  &e.  — n -c  i , 

B + i"  - /+>  + J’  + i"’-+-  &c.  — n -c  i , 

Z>  -t-  «"*  — a'”-»-  * + »'  + ("+fa.-«+i,  8cc. 

En  le  prenant  plus  grand , on  aurait  un  polynôme  qui  ne  ferait 
qu’en  apparence  du  degré  T ; & en  le  prenant  plus  petit , il 
arriverait  quelquefois  qu’il  n’auroit  pas  une  allez  grande  généra- 
lité , & que  les  polynomes-multiplicateurs  ne  fatisferoient  , par 
conséquent,  pas  à la  queflion. 

(3  I 6.)  Dans  les  autres  polynômes  incomplets  , on  pourra 
toujours  aufli  réduire  confidérablement  le  nombre  des  cocfficiens  ; 
& on  pourrait  même  leur  appliquer  généralement  ce  que  nous 
venons  de  dire. 

Mais  pour  ne  pas  être  expofé  à tomber  dans  l’erreur  fiir  le  vé- 
ritable nombre  de  cocfficiens  utiles  à l’élimination  que  les  poly- 
nomes-multiplicateurs , ainfi  réduits  , fèmbleroient  offrir , il 
faudra  fe  guider  d’après  ce  que  nous  dirons  dans  peu  , à l’occa- 
fion  des  équations  ae  la  forme  [ x (y , ' ] * =as  o. 

En  effet , après  avoir  ainfi  tronqué  la  forme  générale  que  l’on 
devrott  naturellement  donner  aux  polynomes-multiplicateurs  , 
d’ajprès  ce  que  nous  avons  dit  (231  & Juiv.) , la  nouvelle  forme 
qu  ils  prennent , n’eft  fouvent  plus  propre  à faire  juger  du  plus 
grand  nombre  de  termes  qu’il  foit  poflïble  de  faire  difparoître  dans 
chacun , & par  conféquent  du  nombre  de  cocfficiens  ou  du 
nombre  d’équations  arbitraires , ni  dans  la  totalité  de  l’équation- 
fomme , ni  dans  chacune  de  fes  dimenfions.  On  pourrait  être 
expofé  à avoir  plus  de  cocfficiens  qu’on  n’en  a befoin.  A la 
vérité , par  la  connoiffance  du  degré  de  l’équation  finale  , on 
verrait  bien  combien  on  en  a de  trop  , & par  conféquent  com- 
bien on  peut  former  d’équations  arbitraires  , au  total  ; mais  il 
faut  favoir  de  plus  combien  on  en  peut  former  pour  chaque  di- 
menfion  de  l’équation  - fomme  ; car  fi  on  en  formoit  plus , pour 
une  dimenfion  quelconque , qu’il  n’eft  permis  d’après  ce  que  nous 
avons  dit  jufqu’ici , on  arriverait  à une  équation  finale  qui  ferait 
ou  identique  , ou  fauffe.  Mais  la  remarque  à laquelle  nous 
renvoyons , permettra  de  faire  ufage  des  Amplifications  dont  nous 
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parlons , en  donnant  les  moyens  de  reconnoître  combien  il 
refte  de  coëfficiens  arbitraires  dans  l’équation-fomme  réfultante 
des  polynomes-multiplicateurs , ainfi  réduits , ôc  à quelles  dimetu 
fions  ils  appartiennent. 

Continuation  des  Applications  , &c. 

(3  I7-)  Propofons-nous  de  déterminer  généralement  les  poly-' 
nomes-multiplicateurs  les  plus  Amples , des  équations  incom- 
plettes  du  premier  ordre , à deux  inconnues  , repréfentées  par 
( x“  1yt)‘=  o , 6c  (xa',yi'),‘  = o. 

Selon  ce  qui  a été  dit  ( 23  j ) , la  forme  la  plus  générale  du 
polynome-multiplicateur  de  la  première,  eü  fxA+" ,yA+‘ 

6c  celle  du  polynôme  - multiplicateur  de  la  fécondé  , eft 
( xA  + ‘ y yA  + “JT+‘. 

Soit  D le  degré  de  l’équation  finale , que  nous  favons  ( 62  J 
avoir  pour  valeur 

(,-a  a')  - 

on  aura  donc  A -+-  a •+■  a1  = D , 6c  par  conféquenc 
A = D — a — a';  c’eft  la  plus  petite  valeur  qu’on  puiiTe  fup< 
pofer  à A. 

A l’égard  de  A ; puilque  a efl  la  plus  hàute  dimenfion  à la- 
quelle y monte  dans  la  première  équation  ; 6c  a'  la  plus  haute 

dimenfion  de^  dans  la  fécondé  ; il  fuffira  conformément  à ce  qui 
a été  oblèrvé  ( 3 1 y ) , de  fuppofer  A -+•  a'  = a'  — 1 , ou 

A -4-  a = a — 1 ; c’eft-à-dire , A = — 1. 

Les  deux  polynômes  - multiplicateurs  deviendront  donc 
( xD-‘,y?'-,)T  + ‘ ' 6c  (xD~*' ,yt~ ’)  T+t.  Il  refte  donc  Si 
déterminer  T.  Or  fuivant  ce  qui  a été  dit  ( j 1 j ) , il  faut  prendre 
T égal  à la  plus  petite  des  deux  valeurs  , comprifes  dans  le* 
deux  inégalités  fuivantes 

D — a + a'  — 1 T -t-  é , 

D — a!  a — 1 > T t , 
ou  T<D  — a — r'-f-a'  — 1 ôc  T<^D  — a'  — r-4-a— « 1; 

L1  \) 


Digitized  by  Google 


>é8  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

On  prendra  donc 


T=D  — a — /'-*■  a' — i , ou  T = D — a!  — t-ba—i 
félon  que 


D — a — r'  -4 -a!  — 


’{  1 

tou>  / 


<C  q -D  — a'  — f •+•  a — i ; 


ç’eft-à-dire,  félon  que 

a'  •+•  a'  — t'  r <-j  a -+■  a •—  t ; 
tou  > J 


5 > '.i 


& l’on  aura  les  polynomes-multiplicateurs  aufli  fimples  qu’il  eff 
poiïible  de  les  avoir  généralement. 

! ( 3 1 8- ) Si  l’on  le  rappelle  l’exemple  que  nous  avons  donné 
(281),  on  verra  qu’en  y appliquant  ce  que  nous  venons  de  dire  , 
on  auroit  T=  — 1 ; en  forte  que  chaque  polynôme  - multipli- 
cateur convenable  à cet  exemple , feroit  ( x c’eft-à-dire, 

^x  -f.  B.  Ceft  en  effet  le  plus  fimple  auquel  nous  foyons 
parvenus  ( 281  ). 

(3  *9’)  Si  on  fuppofe  que  les  deux  équations  propofées 
«nent  de  la  forme  ( x')y*Jt  ==  o;  on  aura^ x *}yj*  pour  la 
forme  des  deux  polynomes-multiplicateurs  : fie  f x7,y’  J’  =0 
fera  la  forme  de  1 équation-fomme.  Mais  la  dimenfion  fupérieure 
de  cette  équation  ayant  deux  termes  à anéantir , & chaque  po- 
lynôme ne  fourniffant  pour  cela  qu’un  coefficient , chacun  de  ces 
deux  cocfficiens  fora  = o ; en  forte  que  la  forme  de  chaque 
polynome-multiplicateur  peut  Être  réduite  à (xs , y )s.  Mais 
cette  réduction  , comme  on  le  voit , eft  particulière  fie  dépen- 
dante de  l’examen  de  l’équation-fomme  : on  ne  foroit  point  affez 
autorifé  à la  faire  antérieurement  à cet  examen  , ainli  qu’on  va 
le  voir  par  l’exemple  fuivant. 

Suppofons  que  les  deux  équations  propofées  foient  de  la  forme 
fx’  , y* )6  = o.  Le  degré  de  l’équation  finale  fera  18  , 6c 
la  forme  des  polynomes-multiplicateurs , conformément  à ce  qui 
a été  dit  ( jiy  ),  fera  ( x",y')'7  ; & c’eft  la  forme  la  plus 
limple  qu’il  foit  poffible  d’employer.  L’équation-fomme  n’aura 
qu’un  terme  dans  fa  dimenfion  fupérieure  à laquelle  chaque 
polynôme  - multiplicateur  fournira  un  coefficient  ; il  n’arrivera 
donc  pas  , comme  dans  le  cas  précédent , que  chaque  coefficient 
(bit  néceflairement  = o,  Si  on  prenoit  la  forme  ( x' 7 } y' ) “ , on 
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trouverait  moins  de  coëfficiens  indéterminés  qu’il  n’eft  néceflaire 
pour  l’élimination. 

On  voit  donc  que  quoiqu’il  foit  quelquefois  poflîble  de  dimi- 
nuer la  dimenfion  totale  des  polynomes-multiplicateurs  , au-delà 
de  ce  qui  a été  dit , on  ne  peut  fe  le  permettre  arbitrairement. 
C’eft  une  réduétion  accidentelle , & dont  on  ne  peut  juger  que 
par  l’examen  de  l’équation-fomme. 

(320.)  Prenons,  pour  nouvel  exemple  , de  ce  que  nous 
avons  dit  julqu’ici , trois  équations  de  cette  forme 

ax1  -t-  b xy  -I-  e x \ = o 
■+■  d x -i-  e y ■+•  / l 

■+■  g 

& propolons-nous  d’avoir  l’équation  en  x. 

La  forme  générale  de  chacun  des  polynômes  -multiplicateurs,  efî 
(231  & fuiv.  ).  Mais  en  vertu  de  ce  que  nous 
avons  dit  (311),  on  doit  prendre  la  forme  beaucoup  plus  fimple 

[ * * (y  > l)  9 ü T+  4 ou  (x)  T+  4*  Et  comme  l’équation  finale 
( 13 1 ) ne  doit  être  que  du  quatrième  degré,  on  aura  ( x)\ 
pour  la  forme  la  plus  fimple  de  chaque  polynome-multiplicateur. 

Concevons  donc  qu’on  multiplie  chaque  équation  par  un 
polynôme  de  la  forme  Ax%  -+-  B x -4-  C , & qu’on  ajoute  le? 
jtrois  produits  ; l’équation-fomme  fera  de  la  forme 

A a x'  A b xi  y /ci1;  — o , 

•b- Al  dx'  -4-  A e x*y  4-  Afx*\ 

£ a + il  + i: 

I 

-f -Agx%~\-  B t xy  ■+■  Bfx\ 

+ B d -f-  C b ^ C c 
C a 

•+■  Sgx  4-  Cty  'J-  C/l 
■+■  Ci 

■+■  C g 

Ici  il  n’y  a aucun  coefficient  inutile  ; parce  que , quoiqu’ori 
puifle  bien  par  exemple  dans  le  polynôme  Ax'  -t-  Bx  -t-  C,  faire 
difparoître  deux  termes  à l’aide  des  deux  dernières  équations, 
on  ne  le  pourrait  néanmoins  qu’en  en  introduifant  de  nouveaux, 
ce  qui  anéantirait  la  forme  que  nous  avons  fait  voir  convenir  au 
polynôme  - multiplicateur. 
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Il  n’eft  donc  plus  queftion  que  de  calculer  la  valeur  d* 
A A' A"  B B' B"  CC'  C". 

Nous  aurons  donc  comme  il  fuit , en  parcourant  fuçceffivemenÇ 
x\»x'y,  x\,  x'y,  XI,  xy  , \ Sx.  y. 

Première  ligne.».,  c A'  A". 

Seconde  ligne — ( bc')A"BB'B " [àcaufc  de  (et1)  = — (te1)  ]. 

Troiüème  ligne...  — ( bc'f"  ) B B’ B"  4-  (bc’)A"cB'B". 

Quatrième  ligne..  [ — ( bc'fjbB'B"  -t-  (bc'e")c  B’B"  4-  ( bc'  )A"  (bc")  B"]C  C’  C".  ' 

Cinquième  ligne..  [ — (b  c’f"  J.  (if)  B"  4-  (bc'e").(cf  ) B"  — (bc'f")  .(b  t?)  A"]C  CC1* 
4-  [ — ( bc'fjbB'B"  ( b c'e" )c B' B"  -t-  (bc')A"(bc')B")cC'C". 
Sixième  ligne......  [ ( bc'f")  .(bt'f  ")  — (be'e") . (c  tf")  )CCÇ"  — [ — (b  c'/") . (b  f)  B" 

( be'e"  ).  (cf')B"  — (bc'f")  . ( b c'  )A“  J * C'C  -t-  (~(bcf").(be’)B" 

4-  ( be'e"  J . (et1  ) B"  — (be'e")  . (b  c'  )A“]c  C'C  — (—(bc'fjbB’B" 

4-  (be'e" )cB'B"  4-  (bc’)A"(be‘ )B"\(bc‘)C". 

Septième  ligne—  [ (bc'f)  .(bt'f)  — (bc'e").(ee'f")]fC'C"  4-  f-  (bc’f)  . (bf)  B " 

-h  (be'e")  , ef')B"  - (bc'f)  . (bc1)  4"  1 (AT  JC"  - C-  (bc'f) . (be')B" 

-t-  (b c’e") . (c e‘)B"  — f#  e' c")  . (b  c')  A"].( cf  ) C"  , 

en  omettant  les  termes  où  refteroient  B' B"  & A" B"  qui  difpai 
roîtroient  à la  fin. 

Huitième  ligne [(bc'f  ). (bt'f  ")  — (b  c'e")  .(cef")  ] . (ef)C"+  [—  (b  c'f).(b  f)B" 

-b- (be'e").  ( cf)B"  — (bcf").(bc’)A"l.(bef)  -(-(bc'f).(bt’)B'< 

4-  (be'e" ).(ce')B"  — (be'e")- (bc1  )A").(e e‘f")i 

d’où  l’on  tire 

A"  = ( b'ce").(ce'f").(bc')  - (bc’f)‘(be'f").(bc') 

£"  = - (bc'e").(ce'f").(ce')  + (bc'e")  .(be'f").(cf')-(t c'f")  .(b  e'f")  . (b  f) 
+ (bc'f").  (cef  ).(bt') 

C = [ (b  c'e"  ) . ( c e'f")  - ( b c'f"  ).(  b e'f"  JJ.fr f). 

Mais  d’après  ce  qui  a été  dit  ( a 1 8 ) , on  a 
f * Ce")f—  (b  c'f"  ) < -K  (b  eff  ) c - (ce'f"  ) b = <3 , 

8c  (be'e") f — (bc'f"  )e  4-  (be'f)c'—  (c  e'f"  )b'  = o, 

d’où  en  multipliant  la  première  de  ces  deux  équations  pv/7»  la 
féconde  par/,  ôc  retranchant,  on  tire 

(be'f).(cf)  = (ce‘fu).(bf)  4-  (bCf).(ef). I 

Multipliant  pareillement  la  première  par  d , la  fécondé  pare,  fie 
retranchant , on  a 

(cef).  (be')e=—  (bc’e").(ef)  4,  (bt'f). (ce'  J, 
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■ Subftituant  dans  la  valeur  de  B" , elle  fe  change  en  cette  autre 

£"  = l(ic't").(ce'f")-  (> S /").(* ‘T')]  Uif)  - 

Donc  faifant,pour  abréger/^  c re").(c  Sf)  — (b  c'f'J.fb  ef") = ( 1 ), 
on  a 

A"=( IHtc')  ")  fA'  = —(  1»  fSe  •>  ^ fA=( t)(»'e") 

= ( 1)  £<»/>-<«’>  1/*  patcOnCquenr^  = [(*/’)— (c«")]  % 4:  J B = (!)  tlbf  ) — 

C-  =(!)(«/*)  J (£'=—(  J (C  = <i)(«r). 

Subftituant  dans  les  termes  reftans  de  l’équation-fomrne , on  a 

(i)  X [ (aVt")x*  -+-  (*«'<*">'  -H  (tc‘f)x*  (ifg")K  + (‘fg")}- o. 
faiy'j  -i- 

- (ac'e»)  — (ct’g*)  +(d<'f") 

Cette  équation,  abftraflion  faite  du  fa£leur  ( i ) , eut  été  très- 
facile  à trouver,  en  fubftituant,  tout  Amplement,  dans  l’une  des 
trois  équations  propofées , les  valeurs  dey  & \ tirées  des  deux 
autres  ; mais , ainfi  que  nous  l’avons  dit , nous  traiterons  plus  bas 
des  moyens  les  plus  expéditifs  pour  arriver  à l’équation  finale  , 
dégagée  de  ces  fortes  de  facteurs , autant  qu’il  eft  poflible.  Ce 
qui  nous  importe , 6c  fait  ici  notre  objet , c’eft  le  fa&eur  ( i ). 

Or  ce  faâeur  eft , ainfi  que  nous  l’avons  déjà  annoncé  plufieurs 
fois , le  fymptéme  auquel  on  peut  reconnoîcre  le  cas  où  l’équa- 
tion pourra  être  abaiffée  au  troifième  degré  ; c’eft-à-dire , que  cet 
abaiilement  aura  lieu  , fi  l’on  a 

( x ) ou  (b  c'c") . ( edf")  — (b  c'f")  . (b  ef")  = o.  ’ 

C’eft  ce  qu’il  eft  facile  de  confirmer , en  prenant  pour  poly- 
nomes-multiplicateurs  des  équations  propofées , des  polynômes 
de  cette  forme  B x -4-  C ; alors  on  arrivera,  par  le  calcul  des 
lignes  , à l’équation  de  condition 

(bee').(cc'f")  — (bc'f").(bef")  = o. 

(321.)  L’équation  eny  ou  en  quoiqu’aufït  du  quatrième 
degré , ne  fera  pas  à beaucoup  près  auffi  fimple  ; mais  comme 
notre  objet  n’eft  pas  tant  ici  de  faire  du  calcul , que  d’expofef 
la  méthode  pour  en  faire , nous  nous  difpenferons  d’autant  plus 
Volontiers  d’entrer  dans  ce  détail  , que  nous  donnerons  par  la 
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fuite , une  méthode  beaucoup  plus  courte  pour  arriver  à l’und 
ou  à l’autre  de  ces  deux  équations. 

Attentions  \quil  faut  avoir,  lorfque , pour  les  équations 
incomplettes  , on  emploie  des  poly nomes-multiplicateurs 
d’une  forme  plus  fimple  que  la  forme  générale  déter- 
minée (231  & fuiv.  ). 

(3  2 2-)  Nous  avons , dans  l’exemple  précédent  , réduit  S 
i*,(y,l)nT+'  la  forme  de  chaque  polynôme • multiplica. 
teur  , 6c  enfuite  à ( x ) \ 

Mais  dans  la  forme  générale  [jc,  (y,  T+l  ] T+4,  fi  en 
partant  de  la  connoiflance  antérieure  que  nous  avons  , que  l’é- 
quation finale  ne  doit  être  que  du  quatrième  degré , nous  avions 
d’abord  réduit  cette  forme  à [ x,  (y,  l)  7+ l Jl , 6c  enfuite 
à [x,(y,iJ‘]‘  ou  (x >y ,\)* > parce  que  T ne  peut  plus 

avoir  de  valeur  plus  grande  que  zéro  ; alors  il  eft  facile  de  voir 
que  les  trois  polynomes-multiplicateurs  fourniroient  trente  coëfc 
ficiens , fur  lefquels  il  y en  auroit  trois  dont  on  pourrait  difpofer 
arbitrairement;  en  forte  qu’on  auroit  en  tout  vingt-fept  coëffi- 
ciens  pour  l’élimination.  Or  comme  l’équation-fomme  ne  ren-; 
ferme  que  vingt-cinq  termes  affedés  de  y 6c  ^ , il  en  réfulte  qu’il 
y a un  coefficient  de  plus  qu’il  n’eft  néceffaire  ; d’où  l’on 

fourrait  être  tenté  de  croire  qu’on  pourrait  l’employer  à abaifleç 
équation  d’un  degré. 

Cette  perfuafion  paroîtroit  d’autant  plus  fondée , qu’on  ne  peut 
en  effet , à l’aide  des  équations  proposées  , foire  difparoître  plus 
de  trois  coëfficiens  dans  les  polynomes-multiplicateurs  ; fovoir 
deux  dans  le  premier , 6c  un  dans  le  fécond.  En  multipliant  la 
fécondé  6c  la  troifième  équations  par  A 6c  A'  refpe&ivement 
& les  ajoutant  au  premier  polynome-multiplicateur , il  eft  vifible 
qu'on  ne  peut  y difpofer  que  de  deux  termes.  Pareillement  en 
multipliant  la  troifième  équation  par  A",  6c  ajoutant  au  fécond 
polynôme  - multiplicateur , on  ne  peut , dans  celui-ci , difpofer 
que  d’un  feul  terme, 

£n  vain  même  , pour  en  foire  difparoître  un  plus  grand 

nombrq 


Digitized  by  Google 


ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  27? 

Nombre  dans  le  premier , tenteroit-on  de  lui  ajouter  les  produits 
de  chacune  des  deux  dernières  équations  par  des  polynômes  plus 
élevés,  avec  la  condition  d’anéantir  à l’aide  des  coefficiens  in- 
déterminés , les  nouveaux  termes  qu’on  introduirait  : on  ne  trou- 
verait jamais  la  poffibilité  de  lui  ôter  plus  de  deux  termes. 

Il  paraîtrait  donc  que  l'on  a en  effet  vingt-fept  coefficiens  utiles 
à l’élimination,  & que  par  conféquent  l’équation  finale  pourrait 
être  abaiffée  au  troifième  degré. 

Pour  réfoudre  cette  difficulté,  il  fout  obferver  qu’on  ne  peut 
s’arrêter  à la  forme  (x3y}^)',  qu’après  s’être  alluré  de  deux 
chofes  ; la  première  , c’en  que  chacun  des  coëfficiens  des  di- 
menfions  lupérieures  de  chacun  des  polynomes-multiplicateurs  de 
formes  plus  élevées , eft  zéro  : la  fécondé  que  l’anéantiffement 
de  chacun  de  ces  coefficiens , ne  fuppofe  pas  tacitement  celui  de 
quelqu’un  des  termes  du  polynôme  reliant  ( x ,y,  \)  *. 

Prenons  donc  un  polynôme  plus  élevé , par  exemple  , le  po- 
lynôme [ x , (y , 1 J ’ , pour  premier  polynome-multiplicateur. 

On  peut , à l’aide  des  deux  dernières  équations  , faire  difoa- 
roître  huit  termes  dans  ce  polynôme , favoir  fix  dans  la  dimenfion 
3,  & deux  dans  la  totalité  des  fuivantes.  Mais  fi  on  en  anéantiffoit 
fix  dans  la  dimenfion  3 , on  contredirait  la  fuppofidon  que  le 
polynôme  eft  du  troifième  degré  ; il  fout  concevoir  qu’on  en 
anéantit  feulement  cinq  dans  la  dimenfion  3 , 6c  les  trois  autres 
dans  la  totalité  des  dimenfions  inférieures  ; c’eft-à-dire  , dans 
le  polynôme  (x  , y , tl)'. 

Dans  le  fécond  polynôme  où  l’on  ne  peut , à l’aide  de  la 
dernière  équation , faire  difparoître  que  trois  termes  dans  la  di- 
menfion 3 , ôc  un  dans  la  totalité  des  autres  dimenfions , il  reliera 
trois  termes  dans  la  dimenfion  fupérieure. 

Et  comme  il  n'y  a point  d’équation  pour  faire  difparoître 
aucun  terme  dans  le  troifième  polynome-multiplicateur , on  aura 
donc  en  tout  , dans  les  dimenfions  fupérieures  des  trois  poly- 
nomes-multiplicateurs , dix  coefficiens  ; c’eft-à-dire , précifemenc 
autant  qu’il  y aura  de  termes  à foire  difparoître  dans  la  dimen- 
fion y de  l’équation  produit  ; donc  chacun  de  ces  coefficiens  fera 
égal  à zéro. 

Mais  en  confervant  un  terme  dans  la  dimenfion  3 du  premier 

M m 
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polynome-multiplicateur,  nous  venons  de  voir  qu’on  devenoîc  le 
maître  de  difpofer  d’un  terme  de  plus  dans  fes  dimenfions  infé- 
rieures quicompofent  le  polynôme  (x,y , rj*  ; donc  en  effets 
ainfi  que  nous  l’avons  fait  preffentir  ci-deflus  , l’anéantiffement 
des  dimenfions  fupérieures  des  polynomes-multiplicateurs  , fup- 
pofe  tacitement  celui  d’un  des  termes  d’une  des  dimenfions  infé- 
rieures de  l’un  de  ces  polynômes.  Donc,  dans  l’objet  dont  il 
B’agit , en  prenant  pour  polynomes-multiplicateurs  des  polynômes- 
de  la  forme  ( x,y  quoiqu’il  femble  d’abord  qu’on  ait  vingt- 

fept  coëfficiens  utiles  à l’élimination  , il  n’y  en  a véritablement 
que  vingt-fix  ; & en  employant  le  vingt-feptieme  à l’anéantiffe- 
ment  du  terme  x4 , on  n arriverait  qu’à  une  équation  identique  t 
ou  à une  équadon  fauffe  : voye^  ( 250  ). 

(3î3*)  On  peut  obferver  ici  la  confirmation  & la  preuve 
de  ce  que  nous  avons  dit  ( 23 5 ) ; favoir  que  fi  l’on  ne  peut  dans 
chaque  dimenfion  d’un  polynôme  ou  d’une  équation  difpofer  ar- 
bitrairement de  plus  de  coëfficiens  que  nous  ne  l’avons  tnt  alors  , 
on  peut  en  même  temps  difpofer  arbitrairement  d’un  moindre 
nombre  , & porter  les  autres  conditions  arbitraires  , fur  des 
coëfficiens  des  dimenfions  inférieures. 

En  effet , s’il  étoit  néceffaire  de  faire  difparoître  dans  la  pre- 
mière dimenfion , par  exemple,  du  premier  polynôme -multipli- 
cateur , autant  de  termes  que  les  autres  équadons  donnent  lieu 
de  le  faire , non-feulement  la  chofe  feroit  fouvent  impoffible  ; 
mais  encore  il  arriveroit  fouvent  qu’il  ne  refteroit  plus  affez  des 
coëfficiens  indéterminés  pour  anéantir  les  termes  de  l’équation- 
produit. 

Suppofons , par  exemple  , qu’on  prit  l x , (y , l)'  3*  pour  la 
forme  des  polynomes-multiplicateurs  dans  l’exemple  dont  il  vient 
d’être  aueftion  ; il  faudroit  donc  faire  difparoître  dans  la  plus 
haute  dimenfion  du  premier  polynome-multiplicateur , onze  ter- 
mes ; mais  il  n’en  a que  dix. 

Si  on  les  fàifoit  difparoître  tous , il  ne  refteroit  plus  de  la  part 
ides  dimenfions  fupérieures  des  deux  autres  polynomes-multiplica- 
teurs , que  fix  coëfficiens , puifqu’on  en  pourrait  auffi  faire  dit 
paraître  fix  dans  le  fécond.  Or  l’équation-produit  auroit  dix  termes 
f»  anéantir. 
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H 24.)  Cette  remarque  nous  conduit  à une  obfervation  im- 
portante fur  l’ufage  des  polynômes -multiplicateurs  d’une  forme 
plus  fimple  que  la  forme  générale  expofée  ( 224  ) ; fur  leur  ufage 
dans  les  équations  incomplettes. 

Les  polynomes-multiplicateurs  de  ces  fortes  d’équations  , peu- 
vent fans  doute,  comme  ceux  des  équations  complettes , Être  pris 
beaucoup  plus  fimples  que  ceux  que  préfente  immédiatement  la 
forme  générale-  Mais  on  s’expoferoit  à tomber  fouvent  dans  des 
difficultés  pareilles  à celle  dont  nous  venons  de  parler  à l’occafioiji 
de  l’exemple  précédent,  fi  on  adoptoit  la  forme  plus  fimple  fur  la 
confidération  feule  du  degré  de  l’équation  finale.  On  s’expoferoit 
à trouver  ou  trop  de  cocfficiens , comme  dans  ce  même  exemple  ; 
ou  trop  peu , comme  nous  en  avons  vu  un  exemple  (31 9 ).  Or 
dans  le  premier  cas  on  peut  être  induit  en  erreur  lur  l’amploi  des 
cocfficiens  furnuméraires  ; & dans  le  fécond  cas , on  manque  fon 
but. 

( 3 2 J • ) Voici  donc  la  marche  qu’il  convient  d’obferver , pour 
employer  avec  fureté  les  polynômes  plus  fimples  qui  peuvent 
fe  préfenter. 

On  commencera  par  déterminer , lèlon  ce  qui  a été  dit  (224)1 
la  forme  la  plus  générale  que  ces  polynômes  puiflent  avoir.  Oa 
déterminera  enfuite , par  la  connoifiance  du  degré  de  l’équation 
finale , le  plus  haut  expofant  de  l’inconnue  dont  il  s’agit  d’avoir 
l’équation  ; on  déterminera  , dis-je  , le  plus  haut  expolant  qu’elle 
doit  avoir  dans  chaque  polynome-multiplicateur. 

Quant  aux  plus  hauts  expofans  des  autres  inconnues  & de  leurs 
combinaifons  deux  à deux  , &c.  ils  font  beaucoup  plus  arbitraires  ; 
mais  ils  font  aflujettis  aux  conditions  ( 8 3 & ailleurs  ) de  l’exi£ 
tence  des  polynomes-multiplicateurs,  & de  tous  leurs  dérivés 
qui  concourent  à l’expreffion  du  nombre  des  coëfficiens  arbi- 
traires , ainfi  qu’à  celles  de  la  forme  dans  laquelle  tous  ces 
polynômes  doivent  être  pris  ( 1 20  & fuiv.  ).  On  prendra  donc 
pour  chacun  de  ces  expofans  indéterminés , la  plus  petite  valeur 
qui  puiiTe  fatisfaire  à ces  conditions. 

Cela  pofé,  commençant  par  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équa- 
tion-fomme  , il  peut  arriver  deux  cas  ; elle  peut  être  plus  grande 

J[ue  D , D étant  le  degré  de  l’équadon  finale  ; & elle  peut  être 
éulement  = D. 

M m ij 
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Dans  le  fécond  cas , il  n’y  a rien  à attendre  pour  la  diminunoiï 
de  la  dimenfion  totale  d’aucun  des  polynomes-multiplicateurs. 

Dans  le  premier  cas,  au  contraire,  il  arrivera  très-fbuvent  que 
les  polynomes-multiplicateurs  pourront  être  pris  d’une  dinienfiorv 
moins  élevée  : fie  voici  à quoi  on  le  reconnoîtra. 

On  déterminera  d’une  part  le  nombre  des  termes  de  la  plu? 
haute  dimenfion  de  l’équation-fomme  ; ce  qui  fera  facile  en  faifant 
varier  de  — i , l’expreflion  générale  du  nombre  des  termes  de 
cette  équation. 

On  déterminera  , de  même , le  nombre  de  coëfîiciens  utiles  à' 
Télimination  qui  peuvent  être  fournis  par  la  plus  haute  dimenfion 
de  chacun  des  polynomes-multiplicateurs.  Alors  fi  la  fomme  des 
nombres  de  ces  coëfficiens  utiles , eft  plus  grande  que  le  nombre 
'des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme,  il  ne 
pourra  y avoir  lieu  â aucun  abaifTement  de  la  dimenfion  totale 
.d’aucun  des  polynomes-multiplicateurs  ÿ mais  fi  la  fomme  des 
nombres  de  coëfficiens  utiles  de  chaque  plus  haute  dimenfion  des 
polynomes-multiplicateurs  , eft  plus  petite  que  le  nombre  des 
termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme , ou  lui  eft 
feulement  égale  ; alors  on  peut  abaiffer  d’une  unité  la  dimenfion 
totale  de  chacun  des  polynomes-multiplicateurs. 

S’il  y a égalité , il  n’y  aura  pas  autre  chofe  à obferver  , pour 
palier  à l’examen  de  la  dimenfion  luivante , lequel  fe  fera  absolu- 
ment de  la  même  manière. 

Mais  fi  la  fomme  des  nombres  des  coëfficiens  utiles  de  la  plus 
haute  dimenfion  de  chaque  polynome-multiplicateur  , eft  plus 
petite  que  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de 
i’équaaon-fomme  : c’eft  une  preuve  de  la  furabondance  des  coëf- 
ficiens que  nous  appelions  inutiles  à l’élimination  j fie  comme  , 
ainfi  que  nous  l’avons  dit  ( 236  fie  323  ),  il  n’y  a pas  d’obligation 
à les  employer  tous  dans  cette  dimenfion , on  doit  feindre  que 
fur  le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  à l’élimination  , dans  cette 
'dimenfion,  on  en  emploie,  comme  utiles,  un  nombre  égal  à celui 
qui  peut  completter  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  di- 
menfion de  l'équation-fomme. 

Par  exemple , fi  IV  eft  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  l’équation-fomme,  N1  la  fournie  des  nombres  des 
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JMëfficiens  utiles  de  chaque  plus  haute  dimenfion  des  polynômes- 
multiplicateurs  i 6c  If"  la  fomme  des  nombres  des  coëfficiens 
inutiles  de  chaque  plus  haute  dimenfion  de  ces  mêmes  polynô- 
mes. Si , comme  nous  le  fuppofons,  N'  •<  N ; au  lieu  de  le 
regarder  comme  ayant  un  nombre  N"  de  coëfficiens  inutiles  dans 
la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme , on  fuppofera  qu’on 
n’en  a qu’un  nombre  =»  N"  — ( N — N' J — N"  -4-  N1  — N,  6c 
que  les  N — N'  autres  font  utiles  à l’élimination  : & comme 
alors  on  fe  trouvera  avoir  autant  de  coëfficiens  que  de  termes 
à faire  difoaroître  ; chaque  coefficient  étant  alors  = o (213), 
il  en  réfulte  que  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque  polynome- 
multiplicateur  peut  être  diminuée  d’une  unité. 

Mais  comme , fur  N"  équations  arbitraires , on  ne  fera  cenf<$ 
en  avoir  encore  formé  qu’un  nombre  = N"  -+-  N'  — N , il 
reliera  en  laveur  des  dimenfions  inférieures  de  l’équation-fomme 
un  nombre  N — N'  d’équations  arbitraires  à former. 

On  procédera  donc  à l’examen  de  la  dimenfion  lûivante  de 
l’équation-fomme , en  raifonnnant  de  la  même  manière , & tenant 
compte  des  équations  arbitraires  qui  relient  fur  la  première. 

Et  fi  d’après  cet  examen  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque 
poly nome-multiplicateur  peut  encore  être  abaiffée  d’une  unité , 
on  obfervera  de  tenir  compte  en  même  temps  du  nombre  total 
d’équations  arbitraires  que  les  deux  dimenfions  fupérieures  de 
l’équation-fomme  auront  laiflées  à former. 

On  continuera  cet  examen  jufqu’à  ce  que  la  totalité  du  nombre 
'des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  a&uelle  de  chaque 
•polynôme  - multiplicateur  devienne  plus  grande  que  le  nombre 
des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  aêhielle  de  l’équation- 
fomme  ; à moins  que  dans  le  cours  de  cet  examen  , cette 
plus  haute  dimenfion  de  l’équation-lbmme , ne  devînt  égale  au 
degré  de  l’équation  finale.  Alors,  dans  l’un  & dans  l’autre  cas  , 
on  fera  arrivé  aux  polynômes  les  moins  élevés  qu’il  foit  poffible 
de  prendre  pour  polynomes-multiplicateurs.  Je  dis  aux  polynômes 
les  moins  élevés , ôc  non  pas  aux  polynômes  les  plus  fimplej  ; 
car  ils  pourront  encore  être  fufceptioles  de  perdre  plufieurs  de 
leurs  termes , ainfi  que  nous  allons  le  voir. 

( 3 2 6-  ) On  pourra  donc , pour  procéder  à l’élimination  , le 
borner  à employer  des  polynômes  de  h dimenfion  qu’on  aura 
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ainfi  déterminée  ; mais  en  même  temps  , pour  ne  pas  être  in- 
duit en  erreur , par  la  nouvelle  forme  qu’ils  auront , fur  le 
véritable  nombre  de  cocfficiens  inutiles  qui  leur  reliera , ou  fur 
le  véritable  nombre  d’équations  arbitraires  qu’on  pourra  former, 
il  faudra  avoir  foin  de  tenir  compte  du  nombre  de  ces  équa- 
tions arbitraires  fournies  par  les  dimenfions  omifes , & qui  n’ont 
point  encore  été  employées. 

(327.)  Après  avoir  ainfi  déterminé  la  dimenfion  totale  la 
plus  fimple  qu’on  puifle  donner  aux  polynomes-multiplicateurs  ; 
pour  connoître  les  autres  termes  qu  on  peut  leur  faire  perdre 
encore,  il  faudra  faire  relativement  à la  dimenfion  totale  des n — 1 
inconnues  qu’on  a à éliminer,  le  même  examen  que  nous  ve- 
nons de  faire  relativement  à la  dimenfion  totale  des  n inconnues  ; 
& lorfque  par  cet  examen  on  aura  pareillement  déterminé  1a 
valeur  de  la  plus  baffe  dimenfion  totale  qu’on  puiffe  donner  à 
ces  n — 1 inconnues , on  procédera  à un  pareil  examen  relati- 
vement à la  dimenfion  totale  des  n — 2 inconnues  qui  montent 
à la  plus  haute  des  dimenfions  formées  par  les  combinaifons  de 
ces  inconnues  n — 2 à n — 2 ; puis  à un  femblable  examen  fur 
la  dimenfion  totale  des  n — 3 de  ces  mêmes  n — 1 inconnues  ,■ 
qui  montent  à la  plus  haute  des  dimenfions  formées  par  les  com- 
binaifons de  ces  inconnues  n — 3 à n — 3.  Par-là  on  déter- 
minera, avant  toute  opération  pour  l’élimination,  les  polynômes 
les  plus  fimples  qu’il  foit  poffible  d'employer  ; & tenant  compte, 
à mefure , des  équations  arbitraires  qui  font  cenfées  n’avoir  pas 
été  employées  , on  n’aura  plus  à craindre  d’être  trompé  par  la 
forme  nouvelle  des  polynomes-multiplicateurs  , fur  le  véritable 
nombre  d’équations  arbitraires  qu’il  fera  encore  polfible  de  former, 
Eclairciifons  cela  par  quelques  exemples, 

Continuation  des  Applications , &c. 

(31g.)  Propofons  - nous  de  déterminer  la  forme  la  plus 
fimple  des  polynomes-multiplicateurs  propres  à l’élimination  dans 
trois  équations  de  cette  forme 

a xy  H-  b x ^ -4-  c y £ — O 
■4-  d*  * «J'  + 

*+■  S 
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f’eft-à-dire , dans  trois  équations  de  la  forme  ( x',y',  \'f  = o. 

Cette  forme  eft  celle  dont  (130)  nous  avons  enfeigné  à dé- 
terminer le  degré  de  l’équation  finale  ; & ce  degré  eft 
S — 1 — 1 — 1 = J. 

Conformément  à qui  a été  dit  ( 224  ) , je  prends  d’abord 
(xA+'i  y*+l>  ï"  + *JT+*  pour  la  forme  de  chaque  poly- 
nome-multiplicateur. 

(xA+1  ,yA+  + j&T xA  ,yA,  tff  )T  feront  celles 
des  polynômes  qui,  par  le  nombre  de  leurs  termes,  concourent 
à l’exprefïïon  du  nombre  des  coëfficiens  arbitraires. 

Or  tous  ces  polynômes  devant  Être  de  même  forme  & ( tOJ  ) 
de  la  forme  des  équations  propofées , on  doit  avoir 

A + A > r , A ■+■  A>  T,  A + A ■>  T i 

^+i+^  + i>r+>,  i<+i+y<+i>r+»,><+i+^+i>r+ii 

i " r M 

8c  ainfi  de  fuite  ; c’eft-à-dire , que  toutes  ces  inégalités  doivent 
avoir  lieu  , ou  que  , tout  au  plus,  doivent-elles  être  des  égalités. 

Maintenant  , puifque  le  degré  de  l’équation  finale  eft  y , je 
vois  que  je  ne  puis  fuppofer  Æ- < 2 ; je  fuppofe  donc  A = 23 
d’où  je  vois  que  T ne  peut  pas  être  fuppofé  < 2 ; je  fuppofe  donc 
T 0=3  2. 

A l'égard  de  A 8c  A , comme  on  doit  avoir  A -3-  A > T t 
ou  tout  au  plus  = T = 2 , je  vois  que  je  ne  puis  fuppofer  à A & A 

une  valeur  plus  petite  , pour  chacun , que  1 i je  fais  donc 
A — 1 , & A 1. 

Ainfi  la  forme  générale  la  plus  fimple  , fans  confidérer  ce  que 
les  coëfficiens  arbitraires  peuvent  permettre  d’y  fimplifier , eft 
( x*>y  *>  \ ' J6  pour  chaque  polynome-multiplicateur. 

Préfentement  , pour  connoître  fi  cette  forme  peut  être  fim- 

Îilifiée  tant  pour  la  dimenfion  totale  6 du  polynôme , que  pour 
a dimenfion  totale  6 des  deux  inconnues  y & 7 , & pour  leur 
dimenfion  particulières  3 & 3 , je  procède  conformément  à ce 
qui  a été  ait  ( 325  & fuiv.  ) , comme  il  fuit. 

La  forme  de  l’équation-fomme  étant  (*’ ty*)l*)*  = 0 , la 
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dimenfion  8 aura  dix-neuf  termes.  Mais  le  nombre  des  coëfficîen# 
utiles  de  la  dimenfion  6 des  trois  polynomes-multiplicateurs  eft  dix- 
neuf;  on  a donc  autant  de  coëfficiens  utiles  qu’il  y a de  termes  à 
faire  dilparoître  ; chacun  de  ces  coëfficiens  fera  donc  = o. 

La  forme  des  polynomes-multiplicateurs  peut  donc  être  réduite 

En  examinant  de  même  la  dimenfion  7 de  l’équation-fomme  * 
on  trouvera  qu’elle  a vingt-un  termes  ; 6c  la  dimenfion  y des 
trois  polynomes-multiplicateurs  donne  vingt-un  coëfficiens  utiles  ; 
donc  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  = o ; donc  la  forme  de 
çhaque  polynôme- multiplicateur  peut  être  réduite  à (x*,y  \ 

Si  on  examine  de  même  la  dimenfion  6 de  l’équation-fomme  , 
on  trouvera  vingt-un  termes  ; 6c  la  dimenfion  4 des  trois  poly- 
nomes-multiplicateurs donne  vingt-deux  coëfficiens  ; donc  cha- 
cun n eft  pas  néceflairement  = o ; donc  l’excédent  peut  être 
utile  pour  l’anéantiflêment  des  termes  des  dimenfions  inférieures  ; 
donc  la  dimenfion  4 ne  peut  être  abaifiée.  La  forme  la  plu9 
fimple,  quant  à la  dimenfion  totale , eft  donc  (x*,yi,  ^ J*. 

Il  faut  donc  a&uellement  examiner  la  forme  )*  de> 

polynomes-multiplicateurs , relativement  à la  plus  haute  di- 
menfion 4 , à laquelle  puiflent  s’élever  les  deux  inconnues_y  6c  ^ 
qui  font  à éliminer, 

La  forme  de  l’équation -fomme  étant  à préfent  ( ,y* >1*  )‘ 
ne  peut  donner  que  trois  termes  en  y 6c  ^ purs  , qui  foient  de  la 
dimenfion  6,  Mais  les  trois  polynomes-multiplicateurs  n’ont  qu’un 
feul  coëfficient  utile  , parmi  ceux  des  termes  en  y ôc  ç purs 
qui  font  de  la  dimenfion  4 , ôc  les  8 autres  font  arbitraires.  On 
peut  donc  ( 32 y ) dans  chacun  des  polynomes-multiplicateurs  , 
fupprimer  les  termes  oùy  6c  ç montent  enfemble  à la  dimenfion  4, 
en  concevant  que  fur  les  huit  équations  arbitraires  qu’on  pourroit 
former,  on  n’en  forme  que  fix;  alors  il  reliera  à tenir  compte 
des  deux  autres  équations  arbitraires  , dans  l’équation-fomme  , 
ce  que  l’on  fera  de  la  manière  fuivante. 

La  forme  des  polynomes-multiplicateurs  eft  donc  [x4,  fy',l')'  ] 4j 
6c  celle  de  l’équation-fomme,  eft  par  conféquent  [x’,  (y*,  *. 

• Le  nombre  des  termes  oh,  dans  celle-ci  , y ôc  r monteront 

enfemble 
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fcnfemble  à la  dimenfion  y , eft  huit  ; & le  nombre  des  coëfficiens 
utiles  des  termes  des  polynomes-multiplicateurs  où ôc  £ montent 
à la  dimenfion  3,  eft  douze  ; mais  comme  il  y a deux  équations  arbi- 
traires qui  n’ont  pas  été  employées , on  peut  diminuer  de  2 ce 
nombre  de  coëfficiens  utiles , qui  par-là  (è  réduit  à dix  ; & comme 
il  eft  plus  grand  que  le  nombre'  des  termes  8 qu’on  a à faire  difpa- 
roître , il  faut  en  conclure  ( 32?  ) , qu’on  ne  peut  abaiiïer  da- 
vantage la  dimenfion  totale  de  y 6c  £ , à moins  que  ce  ne  foit  par 
l’abaiflement  dont  la  dimenfion  particulière  de  chacun  pourroic 
être  fufceptible , ce  qui  refte  à examiner. 

On  peut  donc  prendre  [*♦,  (y*,  ïV*3  Pour  forme  de 
chaque  polvnome-multiplicateur  , en  fe  fouvenant  qu’on  peut  y 
difpofer  arbitrairement  de  deux  coëfficiens  de  plus  qu’il  ne  fe 
prefenteroit  naturellement. 

* £ 

La  forme  de  l’équation-fomme  étant  à préfent 
il  y aura  cinq  termes  en  ; & pour  les  faire  difparoître  , les 
polynomes-multiplicateurs  fourniront  fix  coëfficiens  utiles  ; mais 
comme  il  nous  refte  deux  équations  arbitraires  qui  n’ont  point  été 
employées  , ne  comptons  donc  que  fur  quatre  coëfficiens  utiles  ; 
alors  (327)  nous  conclurons  , comme  ci-deflus  , qu’on  peut 
exclure  les  termes  dans  chacun  des  polynomes-multiplicateurs; 
& nous  aurons  encore  à tenir  compte  d’une  équation  arbitraire. 

Or  il  eû  clair  qu’en  raifonnant  de  même  pour  y* , nous 
verrons  qu’y  comprife  l’équation  arbitraire  qui  nous  refte  , nous 
aurons  autant  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  en  y*  à faire 
difparoître  ; donc  on  peut  réduire  la  forme  des  polynomes-multii 
plicateurs  à [a:4  ( y *,  •£) ’ J \ 

Dans  cet  état  de  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs  , on 
peut  encore  abaiflër  la  dimenfion  totale  de  y & £ 

En  effet , dans  l’équation-fomme  qui  fera  de  la  forme 
[ac*,  (y’,  x'Js]  6,  il  n’y  aura  que  quatre  termes  où  ^ 6c  ^ puiP 
lent  monter  enfemble  à la  dimenfion  y ; mais  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  des  termes  qui  peuvent  donner  ceux-là  , fe 
trouvera  être  zéro  , avec  douze  coëfficiens  inutiles  ; donc  fi  on 
conçoit  ( 32y  ) que  des  douze  équations  arbitraires  on  n’en 
forme  que  huit , on  pourra  réduire  la  forme [ (y*,?)’  à k 
forme  [ x4,  (y'}  £)  ’ ] 4,  en  confervant  la  mémoire  qu’il  y aura  daa» 
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les  trois  polynomes-multiplicateurs , quatre  coëfficiens  arbitraire# 
au-delà  de  ce  que  leur  forme  nouvelle  préfente  naturellement. 

Et  fi  l’on  examine  , comme  nous  venons  de  le  faire  ci-deflus  „ 
s’il  elf  poflible  d’abaiffer  la  dimenfion  particulière  de  ç,  on  verra 
que  l’équation-fomme  qui  fera  de  la  forme  [ x’,  (y1,  ^',1 4 ] " , aura 
fept  termes  en  : que  les  polynomes-multiplicateurs  donneront , 
pour  ceux-ci,  neuf  coëfficiens  utiles  ; mais  comme  il  refte  quatre 
coëfficiens  ou  quatre  équations  arbitraires , on  ne  doit  compter 
que  cinq  coëfficiens  utiles  ; donc  on  peut  fupprimer  , fie  dans 
la  forme  [ x%  (je*, tV']4  qui  en  réfultera  , il  y aura  encore 
deux  coëfficiens  arbitraires  au-delà  de  ce  qu’elle  préfente  natu- 
rellement. 

Et  comme  dans  un  femblable  examen  poury* , on  aura  fepe 
termes  enjy’  dans  l’équation-fomme,  avec  neuf  coëfficiens  utiles 
de  la  part  des  polynomes-multiplicateurs , fur  lefquels  il  faut  etT 
déduire  deux  pour  les  deux  équations  arbitraires  qui  relient  à em- 
ployer i on  voit  dpnc  aulfi  qu’on  peut  fupprimer  y'  ; & que  par 
conféquent  les  polynomes-multiplicateurs  peuvent  être  réduits  à 
la  forme  }%Ÿ* 

On  peuc  encore  arriver  à une  forme  plus  fimple  : en  effet  , 
l’équation-fomme  y d’après  la  forme  que  nous  venons  de  déter- 
miner, fera  fx* , (y',\l  )*  Ÿ — o , laquelle  aura  trois  termes 
feulement  où  y & ç monteront  enfemble  à la  dimenfion  4.  Mais 
les  termes  des  polynomes-multiplicateurs  qui  les  auront  fournis  , 
n’auront  aucun  coefficient  utile  à l’élimination  ; & ces  coëffi- 
ciens qui  feront  au  nombre  de  neuf,  feront  tous  arbitraires  ; dono 
fi  on  conçoit  qu’on  en  détermine  feulement  fix  par  des  équations 
arbitraires , & qu’on  en  emploie  trois  à l’anéannffement  des  trois 
termes  dont  il  s’agit , chacun  de  ces  coëfficiens  fera  = o , & 
la  forme  des  polynomes-multiplicateurs  pourra  être  réduite  à 
C y J 1 J4,  avec  trois  coëfficiens  arbitraires , ou  trois  équa- 

tions arbitraires  dans  l’équation-  fomrne. 

\ Enfin  pour  la  forme  la  plus  fimple  qu’il  foit  poflible  d’em-i 
ployer,  on  aura  [ x*ty' , 2[0}4  ou  Amplement  (x*,y  ‘)\ 

Car  en  prenant  la  forme  C \’ ) ' 3 4>  l’équarion-fonimO 

«fui  feroit  de  la  forme  Car',  (y'}  0 1 aura  neuf  termes 
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en  i‘.  Or  pour  ces  neuf  termes , les  trois  polynomes-multiplica- 
teurs  fournirent  douze  cocfficiens  utiles  ; mais  comme  , alnii  que 
nous  venons  de  le  dire , il  refte  trois  cocfficiens  arbitraires  ; fi 
on  détermine  trois  de  ces  douze  coëfficiens  par  trois  équations 
arbitraires , on  n’aura  que  neuf  cocfficiens  pour  faire  difparoître 
les  neuf  termes  en  ; donc  chacun  de  ces  douze  coëfficiens 
peut  être  fuppofé  = o ; donc  on  peut  encore  fupprimer  les 
termes  en  ^ dans  chacun  des  trois  polynomes-multipiicateurs  ; 
donc  leur  forme  peut  être  réduite  à (x*  ,y'J* , ôc  c’eft  la  plus 
ftmplc  ; car  les  termes  en dans  l’équation-fomme , étant  auffi  au 
nombrede  neuf,  pour  lefquels  les  polynomes-multipiicateurs  four- 
niront douze  coëfficiens  utiles , on  n’a  plus  la  liberté  de  fuppofer 
aucun  coefficient  = o. 

(329.)  Nous  avons  vu  ci-deffus  (320)  que  pour  trois 
équations  de  cette  forme  L x y fy  ‘ = o , le  polynome- 

multiplicateur  de  la  forme  la  plus  fimple , étoit  ( x )'.  Mais  (322) 
nous  avons  vu  qu’on  pourroit  prendre  aufli  , pour  polynome- 
multiplicateur  , un  polynôme  de  la  forme  ( x yy  y en  ob- 

fervant  toutes  fois  qu’on  auroit  alors  la  liberté  de  former,  dans 
l’équation-fomme , une  équation  arbitraire  par  de-là  le  nombre  3 
de  celles  que  la  forme  (x ,yy  \)  * donne  naturellement. 

Pufqu’il  refte  un  coefficient  arbitraire  , il  y a lieu  de  préfumer, 
que  cette  forme  eft  encore  réductible  3 fie  cela  eft  en  effet. 

Car  l’équation-fomme  , qui  fera  de  la  forme  [x, 
aura  huit  termes  où  y fie  ^ monteront  à la  dimenfion  3 , foie 
enfemble , foit  féparément.  Or  les  termes  des  trois  polynomes- 
multipiicateurs  , qui  fourniffent  ces  huit  termes  , donneront  neuf 
cocfficiens  utiles,  lefquels  à caufe  de  l’équation  arbitraire  dont 
nous  venons  de  parler , peuvent  être  réduits  à huit  ; donc  n’ayant 
qu’autant  de  cocfficiens  qu’il  y a de  termes  à faire  difparoître  t 
chacun  de  ces  coëfficiens  fera  = o ; donc  on  peut  réduire  la 
forme  (x,  y,^J'z  b forme  [ x,  fyy  ] *;  fie  comme  nous 
avons  vu  ( 31  y ) que  celle-ci  pouvoit  être  réduite  à (x)‘,  voilà 
donc  les  différentes  formes  de  polynomes-multipiicateurs  qui 
fembloient  fe  préfenter , ramenées  à une  feule. 

(3  3 O.)  Nous  avons  ( 307)  réduit  à [x,  (y,  {J’]s  la  formé 
des  polynômes  - multiplicateurs  des  trois  équations  de  la  forme 

Nn  ij 
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(x,y,l)2  = o.  Cette  forme  ix ,(y , \J'Y  peut  encore, 
ainfi  que  nous  l’avons  dit , être  réduite. 

En  effet , l’équation-fomme , qui  fera  de  la  forme  [x,  (y 
aura  cinq  termes  en  ; mais  les  termes  des  trois  polynomes- 
multiplicateurs,  qui  donneront  ces  termes  en  ne  fourniront 
aucun  coefficient  utile , mais  feulement  quinze  coëfficiens  arbi- 
traires ; donc  fi  on  conçoit  qu’on  n’en  détermine  arbitrairement 
que  dix , & qu’on  emploie  les  cinq  autres  à la  deftruclion  des 
termes  en  , chacun  de  ces  quinze  coëfficiens  fera  = o ; 6c 
par  conféquent  la  forme  [ * , (y , \)  ’ ] 4 pourra  être  réduite 
à [ x,  (y',  l' J *]“  avec  cinq  coëfficiens  arbitraires  fur  la  totalité 
des  trois  polynomes-multiplicateurs. 

Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  ces  cinq  coëfficiens 
arbitraires  qui  relient , & qui  donneront  cinq  équations  arbi- 
traires à former  dans  l’équation-fomme , ne  font  pas  cependant 
tellement  arbitraires  qu’on  puilTe  prendre  ces  cinq  équations 
par-tout  où  l’on  voudra  dans  réquation-fomme.  En  fe  rappellanc 
ce  que  nous  avàns  dit  (234),  on  verra  qu’on  ne  peut  former 

Îu’une  feule  équation  arbitraire  dans  la  plus  haute  dimenfion  de 
équation-fomme  ; une  feule  dans  la  dimenfion  fiiivante  , fi  l’on  en 
a déjà  formé  une  dans  la  dimenfion  fupérieure  ; ou  deux  feule- 
ment , fi  l’on  n’en  a pas  formé  dans  cette  dimenfion  fupérieure  : 
une  feule  dans  la  troifième  dimenfion  en  defeendant , fi  l’on  en  a 
formé  dans  chacune  des  deux  fupérieures , ou  trois  fi  l’on  n’y 
en  a pas  formé , & ainfi  de  fuite. 

• Si  dans  la  vue  de  Amplifier  tout  d'un  coup  le  calcul  , on 
prenoit  la  forme  [*,  (y* y ] * Pour  celle  des  polynomes- 
multiplicateurs  des  équations  de  la  forme  fx,y — o , 
fans  avoir  fait  l’examen  que  nous  venons  ae  faire  ; on  trou- 
verait donc  cinq  coëfficiens  de  plus  que  l’on  n’en  a befoin. 
D’après  l’obfervation  que  nous  avons  faite  ( 322  ) , on  ne  pourrait 

Î)lus  être  tenté  d’en  employer  aucun  à la  dellrudion  des  termes 
es  plus  élevés  de  l’équation  finale  ; & l’on  fauroit  bien  qu’il  faut 
les  déterminer  par  toute  autre  équation  arbitraire  ; mais  on  voit 
que  cet  arbitraire  n’eft  pas  illimité  ; & fi  l’on  alloit  former  dans 
une  des  dimenfions  fupérieures  de  l’équation-fomme  , plus  d’é- 
quations arbitraires  que  nous  ne  venons  de  le  dire , quoiqu’eu 
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moindre  nombre  qu’on  n’a  de  coëfficiens  arbitraires,  on  man- 
querait l’équation  finale , & l’on  n’arriverait  qu’à  une  équation 
identique , ou  à une  équation  fauffe. 

(331*)  ®n  peut  juger  par  ces  obfervations  , fi  la  Théorie 

Î|ue  nous  donnons  usuellement , importoit  à la  perfe&ion  & à 
ureté  de  l’Analyfe  algébrique  ; & ce  qu’on  doit  penfer  des  (blu- 
tions où  employant  la  méthode  des  coëfficiens  indéterminés , ou 
fe  contenterait  de  faire  voir  qu’on  a plus  de  coëfficiens  qu’on  n’en 
a befoin  pour  la  folution  dont  il  s’agit. 

( 3 3 2 • ) Après  avoir  donné  les  exemples  que  nous  avons 
préfentés  jufqu’ici , tant  fur  la  manière  de  calculer  la  valeur  des 
coëfficiens  des  poiynomes-multiplicateurs , que  fur  celle  de  les 
réduire  au  plus  petit  nombre  poffible , il  ne  refte  plus  qu’à 
donner  un  exemple  de  la  manière  de  déterminer  ces  mêmes  poly- 
nomes-multiplicateurs , dans  le  cas  où  l’expreffion  générale  du 
nombre  de  leurs  termes  eft  fufceptible  de  plufieurs  formes  diffé- 
rentes, ainfi  que  nous  avons  vu  (120  & Juiv.). 

(3  3 3*)  Prenons  donc  pour  exemple  les  trois  équations 
fuivantes 

fy\  — 0 î 

+ ix  + k y -t-  1 1 
•+•  m 

c'*l  & Ôj 

•4-  h'  x -H  k! y -4-  /'  ^ 

-+-  m' 

-+-  h"x  -+•  k!'y  -4-  = 0 , 

-+-  m" 

Ces  équations  rapportées  à la  forme  expofée  ( 82  ),  font  de$  1 
formes  fuivantes 

C ( x\y') \ ( *l>  l'J (y\  ‘ = O, 

U*'*ÿ  t — °i 
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appartenir  à une  même  quelconque  des  formes  expofées  ( 1 20  & 
Juv.),  peuvent  appartenir  indifféremment  à toutes.  Prenons -le» 
donc  dans  la  première  forme  ( 1 20  ) , comme  s’ils  ne  pouvoient 
appartenir  qu’à  cette  forme. 

Les  conditions  qui  déterminent  cette  forme  ( en  faifent  atten- 
tion que  ce  que  nous  y appelions  C,  eft  ici  T)  font 


T—B<B—Ai  T—B<B—A;  T—B<B—A. 


Puifque  l’équation-produit  , ôc  tous  les  autres  polynômes  ci- 
deffus  doivent  tomber  dans  cette  même  forme , on  aura  donc 
comme  il  fuit 

T+J  -B-J< B + 4-/J-};  T+  f-B-4  <?+4— jf-ïl 

c’eft-à-dire  , 


T—  B l <B  — A;  T-B-bl  <B  — A;  T—  B < B — A, 
Pareillement 

T-i  + i<J  — A -4-i;  T—B-t-  i <-*  — Ai  T — B <B—A 

T—B+i<B  — Ai  T — B-+-  ><B  — A -t- 1 ; T—S+i<B—A+t 

T—B-i-iCB—A-t-ii  T—B  + t<B  — A+\;  T-B-\-i<B—A  + i 

T — B <B  — Ai  T — B <B  — Ai  T — B <B  — A 

T—  — A+ti  T— B+t<B  — Ai  T — B <_B—A 

T — B <B  — A;  T — B < B — A;  T — B <B—  A 

* •*  * * « !» 

T — B \<.P — A j T—  B-h  i<B—  A+  i T — B <B  — A. 

t * 

Toutes  ces  inégalités  qui  , comme  il  eft  aifé  de  le  voir , là 
réduiront  toujours  à trois  , pour  les  équations  à trois  inconnues, 
fe  réduifent  ici  aux  trois  fuivantes 


T — B <JB  — A — i;  T—  B<B  — A—  i;  T — JB  <B  — A. 

Donc  pourvu  que  les  quantités  T,  B,  B,  B,AyA y A 

fatisfaffent  à cet  trois  inégalités  , l’équation-produit  , ôc  les  fept 

tous  à une  même  forme  , 


autres 
ainfi  qu 


polynômes  appartiendront 
n’il  eft  néceffaire. 


On  peut  donc  prendre  arbitrairement  pour  ces  quantités , tel» 
•ombres  que  l’on  voudra , pourvu  i qu’ils  fàdsfkifent  à ces 


* 

\ 
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conditions  ; 2.0  Qu’ils  fatisfaflent  aulfi  aux  conditions  générale* 
de  l’exiftence  des  polynômes  mentionnées  (83  ) ; j.°  Enfin  que 
A -4-  3 ne  foit  pas  plus  petit  que  3 ( fi  c’eft  l’équation  en  x 
qu'on  veut  avoir,  puifque  l’équation  finale  doit  être  du  troU 
fième  degré. 

Or  pour  que  les  conditions  générales  de  l’exiftence  de  tous  ces 
polynômes  foient  fatisfaites  , il  fuffit  qu’elles  le  foient  fur  le 
polynôme 

(*A>  (y**  l-J"1 

Cela  pofé , comme  les  inégalités  ci-deffus  comprennent  aulli 
* le  cas  d’égalité  , je  fuppofe  tout  de  fuite 

T—  S = B — A — 1 ; T—B  = B—A—i;  T—  B = B — A 1 

» m f t ,g  ** 

& j*en  tire 

T — — 1 B + A ~~~~  A — A — 1 ; B * B *4-  A — A 1 y B — B -4-  A ^ A ^ 1 ■ 

Je  fuppofe  arbitrairement  A — A = A , 6c  j’ai 

T = iB—  A *-  »,  B — B — 1,  B = B — 1 ; 

Et  comme  la  plus  petite  valeur  de  A qui  puiflê  afluelle- 
ment  fatisfaire  à l’exiftence  du  polynôme  dont  il  vient  d’être 
queftion  , eft  A = 2 ; je  fuppofe  donc  A = A*=*A  = 2i 

alors  la  plus  petite  valeur  que  je  puiffe  donner  à B fans  manquer 
aux  conditions  de  l’exiftence  du  polynôme  , eft  B — ^ t 
j’ai  donc 

, î‘=4,  B=4,fi=E),fi=sj,s4  — i,  A=zi,  A = 

& le  polynôme  - générateur  devient 

c (*'>y')\(x',ï)\(y>ï)'Ÿ' 

Cela  pofé  , l’équation-produit  , 6c  les  fept  polynômes  cli 
dejTus,  prendront  donc  les  formes  fuivantes 

C(x’,y'/,  (x\  (y',  °s 

U*\y*)**  (x*,  x.4/>  (y*i  t4/]’  . 

C fx*,y*J  I 
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tC»*, y*/»  (»*y  ï) 


U*', y')  y (*'>  iV 
U*' y y')' y (*',  ï) 
t (x',y'/,  (*',  V) 
C (x',y')\  (x\  i') 


6 y 


, (y* y VJ  \ 

> ÉrSivV 

> (y'>  l'/lt 
, (y’>ï/\ 
y (y%,i*)'l 


U*'>y')  y (»'y  VJ  y y ï)  3 ’ 


D’après  lefquelles  & ce  qui  a été  dit  ( ?2J  ù fuiv. ) , il  eft  aifé 
à préfent  de  déterminer  avec  fureté  les  formes  plus  (impies  que 
peuvent  avoir  les  trois  polynomes-multiplicateurs. 

On  trouvera,  par  exemple,  que  la  plus  haute  dimenfion  de 
l’équation-fomme , aura  dix  termes  à faire  difparoître  ; & que  la 
totalité  des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de 
chaque  polynome-multiplicateur , ne  fera  que  de  dix , fur  vingt- 
quatre  coëfficiens  au  total  ; dqnc  quifqu’on  n’a  qu’autant  de  coëf- 
ficiens utiles  qu’il  y a de  termes  à faire  difparoître  ; fi  on  fuppofe 
'd’ailleurs  = o chacun  des  quatorze  coëfficiens  arbitraires , chacun 
des  dix  coëfficiens  utiles  fera  auffi  = 0.  Donc  la  dimenfion  totale 
de  chaque  polynome-multiplicateur  , peut  être  diminuée  d’une 
unité.  Mais  fi  on  examine  de  même  la  dimenfion  fuivante  de 
l’équation- fomme , on  trouvera  qu’elle  a dix-huit' termes  pour  la 
deftruâion  defquels  on  aura  dix  - neuf  coëfficiens  utiles  ; donc 
la  dimenfion  totale  ne  peut  plus  être  abaiflée  , à moins  que 
ce  ne  foit  d’après  l’abaiffement  de  la  dimenfion  totale  de 
y & ç,  ou  d’après  l’abaiffement  particulier  de  chacun.  On  fera 
pareil  examen  relativement  à la  dimenfion  totale  de^  ôc  \ , puis 
enfin  relativement  à y , & relativement  à ainfi  qu’on  l’a  vu 
ci-devant. 

( 3 340  Or*  voit  par-là  que  quand  les  équations  propofées  ne 
tombent  pas  toutes  dans  une  même  forme  , celle  des  polynomes- 
multiplicateurs  fe  préfente  d’une  manière  plus  compofée  : eri 
effet  dans  l’exemple  donné  ( 528)  où  l’équation  finale  doit  être 
du  cinquième  degré , tandis  que , dans  celui-ci , elle  ne  doit  être; 
que  du  troifième  , nous  fommes  arrivés  bien  plus  promptetnenç  6c 


1 
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bien  plus  facilement  à la  forme  générale , & à la  forme  la  plus 
réduite  des  polynomes-multiplicateurs,  parce  que  les  équations 
propofées  étoient  toutes  de  même  forme  : & cependant  les  équa- 
tions dont  il  s’agit  à préfent , ne  font  que  des  cas  particuliers 
de  celles  dont  il  s’agifïoit  alors. 

Quoique  les  polynomes-multiplicateurs  fe  préfontent , dans  le 
cas  afluel , d’une  manière  bien  plus  compofée  que  dans  l’autre  , 
il  n’en  eft  pas  moins  vrai  qu’ils  font  fulceptibles  d’être  réduits 
à une  forme  plus  fimple  que  ceux  du  cas  précédent.  Mais  pour 
arriver  à cette  forme  plus  fimple , il  faut  néceflairement  partir 
d’une  forme  qui  ne  peut  être  déterminée  avec  fureté  qu’en 
fuivant  le  procédé  dont  nous  venons  de  donner  un  exemple. 
Ce  n’eft  qu’en  partant  de  cette  forme  générale  qu’on  fera  afluré  , 
à chaque  pas , au  vrai  nombre  de  cocniciens  arbitraires  qui  en- 
treront fucceffivement  dans  toutes  les  formes  de  plus  en  plus 
fimples  par  lefquelles  on  arrivera  enfin  à la  plus  fimple  de  toutes. 

En  partant  fubitement  d’une  forme  plus  fimple  ; par  exemple , 
d’une  forme  plus  fimple  que  celle  que  nous  avons  déterminée 
( 328  );  il  femble  qu’on  ne  pourrait  courir  aucun  rifque  de  s’é- 
garer , puifque  les  équations  aûuelles  n’étant  que  des  cas  parti- 
culiers de  celles  dont  il  s’agiffoit  alors , les  polynômes  doivent  eft 
effet  être  plus  fimples , ou  du  moins  tout  au  plus  aufl)  compofés. 


Mais  il  faut  bien  remarquer  qu’en  partant  de  cette  forme  , 
on  ne  forait  plus  afluré  que  la  forme  des  polynômes  qui  ex- 
priment le  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  , fût  celle  qui 
exprime  leur  plus  grand  nombre;  & alors  n’ayant  rien  pour 

rider , on  pourrait  arriver  ou  à une  équation  finale  fauffe , ou 
une  équation  identique. 


( 3 3 5"  • ) On  v°it  donc  que  fi  pour  arriver  à l’équation  finale  , 
on  veut  opérer  fur  les  équations  telles  qu’elles  font  propofées, 
il  n’y  a aucune  fureté  à le  faire  autrement  que  nous  ne  le  pref- 
crivons.  Il  faut  abfblument  connoître  le  degré  de  l’équation 
finale , & la  forme  générale  des  polynômes  - multiplicateurs  de 
chaque  équation , ainfi  que  des  polynômes  qui , par  le  nombre  de 
leurs  termes , expriment  celui  des  équations  arbitraires  que  l’on 
pourra  former. 

(336*)  Au  refte,  on  peut , fi  on  le  veut , fe  difpenfor  de 
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pafler  par  ces  formes  plus  compofées , en  calculant  l'équation 
finale  réfultante  de  pareil  nombre  d’équations  de  même  forme  , 
& d’une  forme  à comprendre  les  équations  propofées.  Par 
exemple , dans  le  cas  préfent  , on  pourroit  calculer  l’équation 
finale  réfultante  de  trois  équations  de  cette  forme 

(y,  i1/-  o, 
(*'»y)\  (x'y  l'/t  (y1  > f/  = o» 
l(*'»y)'  9 (x'y  f/y  (yx  y °- 

Ccvle-ci  comprendroit  fùrement  l’équation  finale  cherchée , 
comme  un  cas  particulier , & la  donnerait  par  la  comparaifon 
des  coëfficiens  ae  ces  dernières  équations , avec  les  cocfficiens 
des  équations  propofées.  Mais  il  arriverait  prefque  toujours  que 
cette  équation  finale  ferait  d’un  degré  plus  élevé  quelle  ne  doit 
être.  A la  vérité  , nous  favons , d’après  ce  qui  a été  dit  ( 294  & 
fuiv.) , à quels  caraftères  on  reconnoîtra  fi  l’abaiffement  peut 
avoir  lieu  , & quels  moyens  il  faut  employer  pour  y parvenir  ; 
en  forte  qu’à  la  rigueur  , on  peut  par  ce  moyen  arriver  à l’équa- 
tion finale  la  plus  baffe  pour  les  trois  équations  dont  il  s’agit. 

Mais  fi  l’on  y fait  bien  attention  , pn  verra  que  ce  ferait  s’a- 
bufer  que  d’avoir  recours  à ce  moyen  , comme  plus  fimple. 

En  effet , on  ne  parviendrait  à l’équation  finale  la  plus  baffe  , 
qu’après  avoir  exécuté  tout  au  long  le  calcul  de  l’élimination  , 
& cela  fur  des  équations  «plus  compofées  que  les  équations  pro- 
pofées : travail  dont  on  doit  à prefent  fentir  toute  îa  longueur , 
& qu’on  ne  doitfe  déterminer  à entreprendre  que  lorfqu’on  s’eft 
afluré  qu’on  n’aura  à calculer  que  des  quantités  indifpenfables 
pour  le  réfultat. 

Au  lieu  que  l’examen  de  la  véritable  forme  des  polynomes- 
tnultiplicateurs , de  la  forme  la  plus  fimple  à employer  pour  les 
équations  propofées , telles  qu’elles  font , n’exige  qu’une  énumé- 
ration méthodique,  & par  un  procédé  certain,  du  nombre  des 
termes  de  l’équation-fomme , des  polynomes-multiplicateurs , & 
des  polynômes  qui , par  le  nombre  de  leurs  termes  , expriment 
celui  des  termes  qu’on  peut  faire  difparoître.  Enumération  qui 
donne  l’exclufion  à plufieurs  termes  de  ces  polynômes  , fan» 
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qu’on  ait  befoin  de  procéder  au  calcul  de  l’équation-fomme.' 

( 3 370  On  voit  donc  par-là , que  la  recherche  du  degré  de 
l’équation  finale  , n’eft  rien  moins  qu’une  recherche  de  pure  fpé- 
culation  dans  la  Théorie  des  équations.  Indépendamment  de  l’u- 
tilité qu’elle  peut  avoir  dans  tous  les  cas  où  il  eft  moins  queftion 
de  la  valeur  des  racines , que  de  leur  nombre  , & ces  cas  ne 
font  pas  rares  ( Voye^,  par  exemple , 48),  on  voit  ici  que  la 
forme  qu’on  doit  donner  aux  polynomes-multiplicateurs  pour 
arriver  avec  fureté  à l’équation  finale,  dépend  abfolument  de 
la  connoiffance  antérieure  du  degré  de  l’équation  finale.  Tant 
qu’on  n’aura  pas  cette  connoiffance  , on  aura  des  coëfficiens  arbi- 
traires à la  vérité  , mais  qui  ne  feront  pas  tellement  arbitraires 
qu’on  ne  puifle  fe  tromper  dans  les  déterminations  qu’on  en  feroit. 

Des  Equations  ou  le  nombre  des  inconnues  ejl  moindre 
d’une  unité , que  le  nombre  de  ces  équations.  Procédé  le 
plus  expéditif  pour  arriver  a l’équation  finale  réfultante 
d’un  nombre  quelconque  d’équations  à pareil  nombre 
ét  inconnues. 

( 3 3 S-)  Lorsque  le  nombre  des  équations  furpaffe  celui  des 
inconnues , d’une  unité , alors  l’équation  finale  eft  une  équation 
de  condition  entre  les  coëfficiens  des  équations  propofées.  Mais 
cette  équation  de  condition  peut  être  plus  ou  moins  fimple , félon 
le  procédé  qu’on  emploiera  pour  y arrivar.  Celui  que  nous  allons 
donner , & qui  eft  une  fuite  de  ce  que  nous  avons  dit  jufqu’ici  , 
nous  paraît  le  plus  fimple.  Il  eft , en  même  temps , la  méthode 
la  plus  expéditive  pour  arriver  à l’équation  finale  réfultante  d’ua 
nombre  quelconque  d’équations  à pareil  nombre  d’inconnues. 

En  effet , lorfque  le  nombre  des  inconnues  eft  le  même  que 
celui  des  équations , on  peut  toujours  en  repréfentant  par  une 
feule  lettre  la  totalité  des  termes  en  x ( fi  c'eft  par  rapport  à x 
qu’on  veut  avoir  l’équation  finale  ) qui  affeâent  une  même 
puiffance  ou  un  même  produit  des  autres  inconnues  ; on  peut 
toujours  , dis-je  , donner  à la  queftion  la  forme  d’une  queftion 
où  le  nombre  des  inconnues  eft  moindre  d’une  unité  que  le 
nombre  des  équations. 
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Par  exemple , fi  l’on  a l'équation 

a ac*  4-  bxy  4-  cy%  -4-  dx  4-  ey  4-  / =s  o. 

En  faifant  c = A,  b x c — B , ax’  + Jx  +/=  C* 
On  peut  mettre  l’équation  fous  cette  forme 

Ay*  -4“  Fy  -4*  C = o , 

c’eft-à-dire  lôus  la  forme  d’un  équation  à une  feule  inconnue. 

Si  l’on  a l’équation  à trois  inconnues 

aX'  b xy  4-  c jc  ^ 4-  4-e>'£4-/\*=0; 

-h  g x ■+;  h y 4-  A ç 
-4-  / 


En  faifant  d = A,  e = B , f — C^bx^rh^D* 
cx-+-k  = E,  a x'  -\-gx  -+~  l — F , on  peut  mettre 
cette  équation  fous  la  forme  fuivante 

A y'  -4-  4-  =*»  o, 

4-  D y 4-_  F \ 

4-  F 

c’eft-à-dire , fous  la  forme  d’une  équation  à deux  inconnues. 

En  prenant  ce  parti , on  abrège  confidérablement  les  calculs 
que  notre  première  méthode  exige  , parce  qu’on  a un  bien 
moindre  nombre  de  coëfiiciens  à calculer.  Mais  avant  que  de 
préfenter  cela  tout-à-fâit  à l’avantage  de  cette  fécondé  méthode, 
il  efi  utile  de  débuter  par  la  comparaifon  de  l’une  & de  l’autre. 

(339.)  En  laiflant  aux  équations  tout  leur  développement 
naturel , on  efi  toujours  fur  par  la  première  méthode  de  ne  jamais 
excéder  le  degré  auquel  l’éauation  finale  doit  monter  , même 
lorfque  des  relations  particulières  entre  les  coëfficiens , 
donner  lieu  à l’abailTement  de  l’équation  générale.  On 
cet  avantage  , à la  vérité  , que  par  le  calcul  d’un  très-grand 
nombre  de  coëfficiens.  Mais  lorfque , par  les  procédés  que  nous 
avons  fait  connoître  , on  a réduit  ces  coëfficiens  au  plus  petit 
pombre  poflible , on  efi  alluré  de  trouver  dans  le  réfultat  j 
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non-feulement  l'équation  finale  qui  a lieu  , abftradion  faite  de 
toute  relation  particulière  entre  les  coëfficiens , mais  encore  tous 
les  fymptouKrt  Çui  peuvent  indiquer  la  poffibilité  de  l’abaiflement 
çle  cette  équation  , ce  qu’aucune  méthode  n’a  donné  jufqu’à 
préfent.  En  un  mot , on  trouve  dans  le  réfultat  tout  ce  qu’il  y a 
a connoître  fur  les  équations  propofées , & l’on  évite , ainfi  que 
nous  l’avons  vu  ( 28a) , de  donner  à l’équation  finale  des  racines 
qui  ne  peuvent  appartenir  à la  queftion  , inconvénient  auquel  on 
eft  expofé  dans  la  méthode  ordinaire  pour  les  équations  a deux 
inconnues,  & qui  ferait  encore  plus  grand  dans  l’application  de 
cette  méthode  a un  plus  grand  nombre  d’inconnues  , quand 
même  on  auroit  des  moyens  d’éviter  que  cette  application  n’a- 
joutât au  degré  général  de  l’équation  finale.  En  un  mot , notre 
première  méthode  envifagée  analytiquement,  eft , ce  me  femble  , 
auffi  parfaite  qu’il  eft  poffible. 

Mais  du  côté  de  la  pratique  ; c’eft-à-dire , à confidérer  la  com- 
modité & la  célérité  des  calculs , la  féconde  préfente  de  très- 

frands  avantages.  N’employant  qu’un  nombre  de  coëfficiens 
eaucoup  moins  cgnfidérable , f£s  réfultats  feront  plus  fimples  , 
ainfi  que  les  moyens  pour  les  obtenir.  En  fuppofant  que  les 
équations  propofées  n’aient  entre  leurs  coëfficiens  aucune  rela- 
tion qui  donne  lieu  à l’abaiffement  de  l’équation  finale,  elle 
donnera  cette  équation  finale  de  la  manière  la  plus  expéditive  qu’il 
paraît  poffible  de  l’obtenir. 

Nous  difons  de  la  manière  la  plus  expéditive  qu’il  paraît  poffible 
de  l’obtenir,  ôc  non  pas  toujours  l’équation  la  plus  fimple  qu’il  foie 
poffible.  En  effet,  quoique  les  réfultats  de  cette  fécondé  méchode 
comparés  à ceux  que  l’on  tenterait  d’obtenir  par  la  méthode  d’élimi- 
nation fucceffive,  foient  immenfément  moins  compofés,  & dégagés 
des  fadeurs  exceffivement  compliqués  ôc  étrangers  à la  queftion , 
auxquels  cette  dernière  conduit  fans  pouvoir  d’ailleurs  les  faire 
reconnoître  ; elle  ne  fera  pas  néanmoins  généralement  exempte 
de  donner  à l’équation  finale  un  ou  plufieurs  fadeurs.  Ces  fac- 
teurs , à la  vérité , ne  feront  pas  étrangers  à la  queftion  ; mais 
ils  n’indiqueront  prefque  toujours  que  des  folutions  de  la  nature 
de  celles  que  nous  avons  fait  connoître  ( 279  ôc  287  ) ; en  forte 
que  ne  procurant  fur  la  queftion  que  des  lumières  fouvent  faciles 
à prévoir , il  ferait  à délirer  fans  doute  qu’ils  ne  fe  mêlaffent  pas 
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4 la  queftion  générale.  Mais  quoiqu’on  puiffe  éviter  ces  fa&eurs 
dans  plufieurs  cas,  6c  qu’en  particulier  on  le  puiffe  toujours  lorP 
qu’il  n’y  a que  deux  équations  , il  patoit  fort  douteux  qu’on 
puiffe  avoir  une  méthode  générale  pour  arriver  à l’équation  finale 
d’un  nombre  quelconque  d’équations , fans  avoir  de  ces  fadeurs 
parafites  ; dès  qu’il  eft  queftion  de  méthodes  générales , la  nature 
de  l’Analyfe  appelle  indifféremment  les  folutions  générales  , & 
les  folutions  particulières  ; 6c  voilà  la  caufe  qui  peut  faire  douter 
que  dans  cette  fécondé  méthode , on  parvienne  à éviter  géné- 
ralement les  fadeurs  dont  il  s’agit. 

Mais  fi  d’un  côté  il  ne  paroît  pas  poffible  d’éviter  généralement 
ces  fadeurs , du  moins  arrivera-t-il  fort  fouvent  qu  ils  fe  mani- 
fefteront  avant  la  fin  du  calcul , comme  nous  en  avons  déjà  eu 
des  exemples  , 6c  comme  nous  en  aurons  encore.  Alors  on 
pourra  les  extraire , 6c  fimplifier  par-là  le  refte  du  calcul.  Dans  le 
petit  nombre  de  cas  où  le  fadeur  n’arrivera  qu’avec  l’équation 
finale,  il  pourra  être  plus  difficile  de  le  diftingoer  ; nous  en 
donnerons  cependant  les  moyens. 

Voilà , ce  me  femble  , tout  ce  qu’on  peut  délirer  fur  cette 
fécondé  méthode  d’élimination  : ou  qu’elle  évite  les  fadeurs  qu’il 
n’eft  point  important  de  calculer  ; ou  fi  elle  ne  peut  les  éviter  , 
qu’elle  les  fàffe  connoître  , en  forte  qu’on  puifTe  les  extraire  de 
l’équation  finale. 

Des  P oly nomes-multiplicateurs  propres  à l'élimination 
dans  cette  fécondé  méthode. 

( 340.)  ,Ce  que  nous  avons  dit  de  la  forme  générale  des 
polynomes-multiplicateurs  dans  les  équations,  lorfque  leur  nombre 
eft  égal  à celui  des  inconnues , s’applique  également  dans  le  cas 
où  le  nombre  des  inconnues  eft  moindre  d’une  unité  que  le 
nombre  des  équations. 

Cette  forme  doit  toujours  être  telle  que  l’expreffion  du  degré 
«de  l’équation  finale  foit  une  différencielle  exade  d’un  ordre  égal 
au  nombre  des  équations:  Or  dans  le  cas  où  l’on  a une  équation 
dfe  plus  qu’il  n’y  a d’inconnues , le  réfultat  de  l’élimination  devant 
être  une  équation  de  condition , c’eft-à-dire , ne  renfermer  aucune 
des  inconnues  , le  degré  de  l'équation  finale  doit  être  zéro. 
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C’eft  auffi  ce  qui  aura  toujours  lieu,  en  prenant  la  forme  de! 
polynomes-multiplicateurs  telle  que  nous  le  difons.  Car  fi  l'on 
a , par  exemple , trois  inconnues  & quatre  équations  repréfen- 
tées  par 

= o, 

( U...3)11  = o, 

(u...  3j‘  =*  o, 

(u...  o. 


Leurs  polynomes-multiplicateurs  refpeûifs  feront 
(u. . . 3 )T  + *■  + *"+ 

(u  . . . J )T  +•  + ‘ + ‘"i 
(u...3)T  + , + ‘+1’. 

Le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  premier  fera 

d' N(  u ...  3)  T+>'+  •"+«". . . ( T+/+ ). 

Le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  fecond  fera  x 

; d'NCu...3jT+,+ ‘+<\ . . ( r+;.+;;+*'  ). 

Le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  troifième  fera 

d N('u...3jT+t+t+t'...(T+,V'+,'f). 

Et  enfin  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  du  quatrième  fera 

N (u  . ..  3JT+  1 + 

Puis  donc  que  le  nombre  des  termes  à faire  difparqître  , eft  le 
nombre  total  des  termes  de  l’équation-fomme , moins  un  , il 
fout  que 

...  .r+H-r+rf’+i*  T+t+t’+c  / r+»'+«  +i"\' 


i'N(u...  i) 


T+  «+!"+«'» 


/ r + ! + r'  + \ 

•••V  «"•  / 


T+ « + «’+«" 


..  » .t / / T+t+t  +t  '\ 

&4N(u.,.i)  ) +N(u,.. }) 

Or  cette  équation  , ainfi  que  nous  en  avons  déjà  eu  des 

exemples 
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exemples  (305)  peut  être  ramenée  à celle-ci 


d*  N(u  = o ; 


équation  qui  a évidemment  lieu,  puifque  N(u... 3 JT+‘+  « +«’+«■ 
n’eft  qu’une  fonction  de  trois  dimenfions  ( 1 2 ôc  39  ). 

( 3 4 1 • ) Quant  aux  équations  incomplettes , la  forme  géné- 
rale que  nous  avons  enfeigné  à déterminer , lorfque  le  nombre 
des  inconnues  eft  égal  à celui  des  équations  , conviendra  encore 
également , lorfque  le  nombre  des  inconnues  fera  moindre  d’une 
unité  que  le  nombre  des  équations  : mais  il  faut  ajouter  quelques 
obfervations. 


( 3 4 2.  ) Si  l’on  fe  rappelle  ce  que  nous  avons  dit  ( 84  & fuiv.  ), 
on  pourrait  penfer  que  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs 
n’étant  pas  unique , on  auroit  befoin  aufli  pour  le  cas  a&uel 
de  vérifications  femblables  à celles  qui  ont  été  prefcrites  ( 1 20  Cf 
fuiv.  ) pour  s’afTurer  entre  toutes  les  différentes  formes , quelle 
eft  celle , ou  quelles  font  celles , qu’on  peut  admettre  ou  qu’on 
doit  rejetter.  Il  faut  donc  faire  voir  que  dans  le  cas  préfent  , 
toutes  les  différentes  formes  expofées  (120  b fuiv.),  6c  toutes 
celles  qui  pourront  avoir  lieu  dans  toutes  les  autres  équations  t 
feront  toutes  admifTibles.  Il  n’y  aura  d’autres  conditions  à fatis- 
foire , fi  non  que  tous  les  polynomes-multiplicateurs  des  équa- 
tions propoGfes , l’équation-fomme  , ôc  tous  les  polynômes  qui  , 
par  le  nombre  de  leurs  termes , expriment  celui  des  termes  qu’on 
peut  faire  difparoître  dans  chaque  polynôme  - multiplicateur  , 
appartiennent  tous  à unç  même  forme,  peu  importe  d’ailleurs 
laquelle. 

(343*)  En  effet , fi  pour  plus  de  fimplicité,  nous  ne  confidé- 
rons , comme  nous  l’avons  fait  ( Livre  premier)  qu’un  feul  polynôme- 
multiplicateur;  l’exprefliondu  nombre  des  termes  reftans  après  en 
avoir  fait  difparoître  tous  ceux  qu’il  eft  polTible  d’en  faire  difpa- 
roître , à l’aide  de  toutes  les  équations , autres  que  celle  donc 
nous  confidérons  a&uellement  le  polynome-multiplicateur  , fera 
une  différentielle  exa&e  de  l’ordre  n , n •+•  1 étant  le  nombre 
rotai  des  équations. 

Par  la  même  raifon , l’exprefiion  du  nombre  des  termes  reftans* 
en  admettant  les  termes  dintrodudion  fictive  ( 1 10  ) , fera  aufli 
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une  différentielle  exaSe  de  l’ordre  n ; donc  la  différence  entre  le 
nombre  des  termes  reftans  fans  introduûion  fiûive , & le  nombre 
des  termes  reftans  en  vertu  de  l’introdu&ion  fi&ive , fera  une 
différentielle  exaâe  de  l’ordre  n -+-  i.  Mais  comme  le  nombre 
des  inconnues  eft  n , la  dimenfion  totale  des  variables  qui  entrent 
dans  l’exprelïion  de  ce  nombre  de  termes,  ne  peut  aufli  être 
que  n ; donc  cette  dernière  différentielle  fera  = o ; donc  l’in- 
troduâion  fiâive  ne  fera  pas  difparoître  plus  de  termes  qu’on  n’en 
feroit  difparoître  fans  elle  ; fie  comme  ce  raifonnement  eft  appli- 
cable à chacune  des  formes  dont  peut  être  fufceptible  l’expreflion 
du  nombre  des  termes , on  peut  prendre  le  polynome-muldpli- 
cateur  dans  telle  de  ces  formes  que  Ion  voudra. 

Donc  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs  n’eft  affujétie  par 
aucune  des  conditions  mentionnées  ( 120  ù Juiv.). 

(3  44-)  Il  n’y  a donc  d’autres  conditions  àobferverque  de 
prendre  tous  les  polynomes-multiplicateurs  dans  une  même  quel* 
conque  des  formes  mentionnées  (120  & fuiv.  ),  ôc  d’affujétir  à cette 
même  forme,  l’équation-fomme , & tous  les  polynômes  qui , par 
le  nombre  de  leurs  termes , expriment  celui  des  termes  qu’on  peut 
faire  difparoître  dans  chacun  des  polynomes-multiplicateurs. 

Procédé  de  la  Méthode. 

<34fO  Non-seulement  on  imitera  pour  déterminer  la 
forme  générale  des  polynomes-multiplicateurs , ce  qui  a été  lait 
( 224  ) pour  le  cas  où  le  nombre  des  équations  étoit  égal  à celui 
des  inconnues;  mais  on  fe  conformera  encore  au  procédé  que 
nous  avons  prefcrit  ( jo 6 &fuiv.  ) dans  le  même  cas,  pour  réduire 
ces  polynomes-multiplicateurs  à la  forme  la  plus  fimple  , c’eft- 
à-dire,  au  plus  petit  nombre  de  termes  poffible. 

Et  dans  le  cas  où  l’expreftion  du  nombre  des  termes  de  la 
forme  qu’on  aura  adoptée , fera  elle-même  fufceptible  de  plufteurs 
formes  différentes  , on  prendra  arbitrairement  l’une  quelconque 
de  ces  formes , & on  y affujédra  tous  les  différens  polynômes 
dont  on  fera  ufage,  foit  comme  polynomes-multiplicateurs  , foit 
comme  concourans  à l’expreffion  du  nombre  des  termes  qu’on 
peut  faire  difparoître  dans  ces  polynomes-multiplicateurs. 

Les  polynomes-multiplicateurs  étant  ainfi  choilis  , fie  réduits 


Digitized  by  Google 


EQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  299 

enfuite  à la  forme  la  plus  fimple  , on  fuivra  pour  le  calcul  de 
l’équation  finale , le  même  procédé  que  dans  le  premier  cas  , à 
l’exception  feulement  qu’on  ne  fe  propofera  pas  de  déterminer  les 
valeurs  particulières  de  ces  coëfficiens  indéterminés  , valeurs 
dont  on  n’a  nullement  belbin  , 6t  dont  nous  avons  même  vu 
qu’à  parler  exa&ement,  on  n’avoit  pas  befoin  non  plus  dans  la 
première  méthode.  On  fera  fuccefïivement  le  calcul  des  diffé- 
rentes lignes , en  parcourant  fucceffivement  tous  les  différens 
termes  de  l’équation-fomme , dans  tel  ordre  qu’on  le  jugera  à 
propos  : la  dernière  ligne  égalée  à zéro  , fera  l’équation  de 
condition , ou  l’équation  finale  cherchée. 

Eclairciffons  tout  cela  par  des  exemples. 

I."  Exemple  général. 

( 346.)  Propofons-nous , pour  premier  exemple  général , l’é- 
limination dans  les  équations  de  degré  quelconques  , à deux 
inconnues. 

Ces  équations  mifes  fous  la  forme  d’une  feule  inconnue , font 
donc  repréfentées  par  (x. . . 1 J‘=  o , (x  . . . i)1'  = o. 

• Le  polynome-multiplicateur  de  la  première  ( 224)  eft,  en  gé- 
néral, de  la  forme  (x...  iJT+,‘i  & celui  de  la  fécondé,  de 
la  forme  (x...\) T+  *. 

Sous  cette  forme  le  degré  de  l’équation  finale  devant  être 
zéro , rien  ne  détermine  la  valeur  de  T fi  non  que  T -4- 1'  ne 
foit  pas  plus  petit  que  r',  fans  quoi  on  donneroit  l’exclufion  à des 
termes  que  l’equadon  (x...  1 J''  ne  donne  pas  moyen  d’exclure. 

Je  fuppofe  donc  T = o ; & les  polynômes  - multiplicateur 
deviennent  (x  . . . 1 J‘  'St  ( x . . . ij‘* 

Pour  favoir  fi  l’on  ne  peut  pas  encore  réduire  cette  forme  ,• 
j’obferve  que  le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  eft  1 , ôc  dans  la 
plus  haute  .dimenfion.  Je  vois  donc  que  dans  la  plus  haute 
dimenfion  de  l’équation  - fomme  , laquelle  eft  de  la  forme 
( x. . . ij‘ + *'=  o , je  n’aurai  qu’un  coefficient  utile  pour  faire, 
difparoître  le  terme  x,  + ,‘i  ce  coefficient  fera  donc  = o,  fi, 
comme  j’en  fuis  le  maître , je  fuppofe  fon  analogue  dans  l’autre 
polynome-multiplicateur  = 0. 
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La  forme  des  deux  polynomes-multiplicateurs , peut  donc  être 
réduite  à (x  ...  \ ~ 1 , Ce  fx ...  i J‘~  ' ; ce  qui  s’accorde 

parfaitement  avec  ce  que  nous  avons  dit  dans  les  Mémoires  de 
t Académie  des  Sciences  , année  *764,  & qu’alors  nous  avons 
trouvé  par  une  voie  bien  différente. 

(347-)  Ainfi  S’Ü  s’agit  de  deux  équations  de  b forme 
üx’  + ix  + c=  o , 

je  multiplie  chacune  par  un  polynôme  de  la  forme  A x -4-  B t 
& j’ai  pour  équation -fomme,  une  équation  de  cette  forme 

Aax*  -+-  A b x'  -+-  A c x -+-  B c = o, 

“t*  B a -+•  B b 

. Egalant  à zéro  le  coefficient  total  de  x' , celui  de  x1 , &c.  ja 
procède  au  calcul  de  A A1  B B ' , comme  il  fuk  : 

Première  ligne a A' B B' 

Seconde  ligne  ....  (a  b' )B  B'  — a A 'a  B’ 

Troifième  ligne..  ...  ( a b'  )b  B‘  — ( a c*  ) a B1 

tn  rejettant  le  terme  où  refteroit  A'  qui  n’étant  point  dans  h 
dernière  équation , ne  peut  plus  influer  fur  l’équation  finale. 
Quatrième  ligne ( a b' ) . (b  ) — ( ac' )'. 

On  a donc  pour  équation  finale  (ab’).(bc') — (ad J*  = eu 
(3480  Si  les  deux  équations  propofées  font  de  cette  forme 
a x'  -h  b x'  -t-  c .x  -4-  d = 0. 

Chaque  polynome-multiplicateur  étant  ( 34 6 ) de  la  forme 
’ Ax’  -4-  Bx  ■+•  C. 

L’équation-fomme  fera  de  la  forme 

A a x*  -+-  Ab) c*  -t-  A ex1  -+-  A dx'  -t-  B d x -t*  Cd  = 0 j 
>+■  B a -4-  B b -+-  B c -4-  Ce 
-4-  C a •+■  C b. 
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On  aura  donc  comme  il  fuit 
Première  ligne. ...  a A'  B B' 

Seconde  ligne» .. . l(d  b')BB‘  — a A' a B']CC’ 

Troiüème  ligne.. . l(ab')  b B'  — (ac')aB' -f-o  A'(ab')  ] CC'  b')BB‘  — a A' aB''}  a C' 

Quatrième  ligne.. . l(ab’).(bc')  — (ac').(a  c')  + (ad').(ab')  ]CC—  [(ab')bB'—(ac')aB']  bC’ 

.+-  K ab'  )cB'—  (ad'  )aB')aC' 

En  rejettant  les  termes  où  refteroient  A'  & B B1  qui  ne  peuvent 
plus  avoir  d’influence  fur  l’équation  finale 

Cinquième  ligne...  ((ab’).(b c’)  — (ac').(ac')-t-  (a<F).(ab'y\cC' — [(ab'J.(bd') — (ac')^af)^bC> 
■+■  l(ab').(cd‘)  — (ad'  ).(  ad')^aC’ 

En  rejettant  les  termes  ou  refteroit  B' 

Sixième  ligne.  ...  [(abqJibe') — (ac').(ac')  -+-  (ad').(ab')  ] ( ed ')  — [(ab^bd1)—  [acrj.(it  d1)  ] (bdq 
-h  [(ab').(cd' ) — (ad')*)(ad‘) 

L’équation  finale  eft  donc 

t(db').(be’)-(aC>f+  (ad1  ) ,(ab’)  ] (W)  - [ (ab')  . (bd')  - (ac>).  (ad'n  (bd>)  1 0. 

■+-  Kab').(cd')  - (ad‘)‘]  (ad')  S 

Il  eft  trop  facile  actuellement  d’appliquer  aux  degrés  fupérieurs, 
pour  que  nous  croyons  devoir  multiplier  ces  calculs. 

II.*  Exemple  général. 

(349.)  Propofons-nous  pour  fécond  exemple  général  , l'éli- 
mination dans  les  équations  complettes  à trois  inconnues. 

Ces  équations  mifes  fous  la  forme  d’équations  à deux  incon- 
nues, peuvent  être  repréfentées  par  trois  équations  de  cette  forme 

( x . . . 2 )‘  = o , 

( x ...  2 J1'  = o , 

(X...2)''=  O. 

+ t'<4- 1" 

Le  poljrnome-multiplicateur  de  1»  première  fera.  /.  ( x . . . * ) 1 , 

r+i  + i* 

Celui  de  la  féconde  fera.  ..............  f % .. . x ) 1 

Et  celui  de  la  troilîème  fera.  ...... .,t..(x...t)^'~i~  • 

. Mais  le  degré  de  l’équation  finale  devant  être  zéro , T n’eft 
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aïïujé ti  par  aucune  condition , fi  non  que 

T-t-  t'-h  t-i-t",  r+»+i'>i+^f 

ou  que  tout  au  plus  il  y ait  égalité.  Ces  conditions  réfultent  de 
ce  que  l’expreflion  du  nombre  des  termes  qu’on  peut  faire  di/pa- 
roître  dans  l’un  quelconque  des  trois  polynomes-multiplicateurs , 
à l’aide  des  deux  autres  équations , doit  être  un  nombre  entier 
pofitif  ; or  cette  expreflion , pour  le  premier , par  exemple  , eft 

donc  fi  l’on  avoir  T -4-  tf  -+-  t"  <.t?  ■+■  r" , ou  T < o * 
N(x. ..  2)  T ferait  négatif,  & nous  ne  ferions  point  autorifés 
à employer  les  exprelfions  que  nous  avons  trouvées  ( 39  ) pour 
(x  ...n)T. 

Nous  pouvons  donc  fuppofer  tout  de  fuite , T = ot  & prendra 
les  polynomes-multiplicateurs , comme  il  fuit  : 

g'  g* 

Pour  la  première ( x...t  ) 

» + *•  - 

Pour  la  féconde. .......  ( x ...»  ) 

I 4*  t ' 

Pour  la  iroiCcme • 

Pour  favoir  préfentement  fi  cette  forme  eft  la  plus  fimple  , 
j’obferve  que  lequation-fomme  qui  fera  de  la  forme 
f x ...  2 J,  + t'  + ,"=o  , aura  dans  la  plus  haute  dimenfion , un 
nombre  de  termes  = r -f-  r7  -t-  r"  -+-  1 à faire  difparoître. 

La  plus  haute  dimenfion  du  premier  polynome-muldplicateur 
fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  = t -+-  f -+-  1 — l"  — 1 
— t!  — 1 *4-  1 = o. 

La  plus  haute  dimenfion  du  fécond  polynome-multiplicateur,  four- 
nira un  nombre  de  coëfficiens  utiles  = r-f-  r"  - 4-  1 — t — 1 = t". 

Enfin  la  plus  haute  dimenfion  du  troifième  polynome-multipli- 
cateur, fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  = (+(/+  1. 

C’eft-à-dire,  que  de  la  part  des  trois  plus  hautes  dimenfions 
des  trois  polynomes-multiplicateurs , il  y aura  un  nombre  de 
coëfficiens  utiles  ■*=  t -+-  t!  -+-  r"  -4-  1. 

Donc  on  aura , pour  faire  difparoître  tous  les  termes  de  la  plug 
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laute  dimenfion  de  l’équation-fomme  , précifément  autant  de 
coëfficiens  que  de  termes  à faire  difparoître  ; donc  chacun  de 
ces  coëfficiens  fera  = o< 

Les  polynomes-multiplicateurS  des  trois  équations  propofée* t 
peuvent  donc  être  pris  , comme  il  fuit  : 

. • + 

Pont  la  première ( x.. . i ) 

t 4-  tRaa  t 

Pour  Ia  féconde. . (x...x  ) 

I t'  «—  f • 

Poox  la  troifième. ( x . . . » ) • 

’(  3 J O.  ) Si  l’on  examine  de  la  même  manière  la  plus  hauta 
dimenfion  de  l’équation-fomme  réfultante  de  cette  forme,  oïl 
verra  qu’elle  aura  un  nombre  de  termes  à feire  difparoîtrq 
*=  t -t*  1?  *4“  t? • 

Que  la  plus  haute  dimenfion  du  premier  polynome-multiplica- 
teur , donnera  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =•  V -t-  t"  —4 
t1  — t"  = o. 

Que  la  plus  haute  dimenfion  du  fécond  polynome-multiplw 
cateur  , donnera  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  * = / -+•  t7* 
— r = t". 


Et  que  la  plus  haute  dimenfion  du  troifième  polynome-multipli-* 
cateur,  donnera  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  = r -+-  tf. 

Donc  de  la  part  des  trois  plus  hautes  dimenfions  des  trois 
polynomes-multiplicateurs  , il  y aura  un  nombre  de  coëfficiens 
utiles  ==  t+i'+r",  ceft-à-dire , égal  au  nombre  des  termes 
qu’on  aura  à faire  difparoître.  Donc  chacun  de  ces  coëfficiens 
fera  = o ; donc  les  trois  polynômes  - multiplicateurs  peuvent 
être  pris  , comme  il  fuit  : 

Pour  U première  équation. . . ( x •>  ,1  ) 

t + I'— s 

Pour  1a  fécondé.. 

I + I1»  * 

Four  !a  troifième.  • • (x.  . •%  ) * 


Mais  fi  l’on  fait  un  pareil  examen  fur  la  plus  haute  dimenfiotl 
de  l’équation-fomme  réfultante  de  cette  nouvelle  forme , on  verra 
que  le  nombre  des  termes  de  cette  dimenfion  fera  / -+-  t'-t- 1 " — 1; 


/Que  la  plus  haute  dimenfion  du  premier  polynome-multiplicaceuÇ 
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fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  =»  t?  -\-t"  — i — r*  J 

— z"  - f-  i =>  i. 

Que  la  plus  haute  dimenfion  du  fécond  polynôme- multipli- 
cateur , fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  = t -f>  r" — i| 

— t -h  I = t". 

Et  que  la  plus  haute  dimenfion  du  troifième  polynome-multipli- 
cateur,  fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  = r -t-  t? — i. 

Donc  de  la  part  des  trois  plus  hautes  dimenfions  des  trois  poly- 
tiomes-multiphcateurs , il  y aura  un  nombre  de  coëfficiens  utiles 
b=  t -4-  y -4- 1" , c’eft  - à • dire  , plus  grand  d’une  unité  que  le 
nombre  des  termes  qu'on  aura  à faire  difparoître  ; donc  on  ne 
peut  fuppolèr  chaque  coefficient  = o. 

Donc  les  trois  polynomes-multiplicateurs  (x . . . 2 
(x . . . 2 y *"■“*,  (x  ...  2j‘  + •’—*  ne  peuvent  être  abaiffés 
à une  moindre  dimenfion. 


( 3 f I • ) 1 1 refte  maintenant  à examiner  ( x 6c  y étant  les 
'deux  inconnues  à éliminer  ) s’il  eft  nécefiaire  que  x 6c  y mon-i 
tent  chacune  à la  dimenfion  totale  du  polynôme. 

Je  remarque  d’abord  que  l’équation-fomme  n’aura  qu’un  feul 
terme  où  y monte  à la  dimenfion  t -h  tf  -t-t"  — 2 ; que  pour 
la  deftru £Uon  de  ce  terme  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des 
trois  polynômes  - multiplicateurs , fera  égal  à zéro  , c’eft-à-dire , 
qu’il  y aura  moins  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à faire 
dilparoître , puifque  pour  un  terme  à faire  dilparoître  , il  n’y  a 
point  de  coëfficiens  utiles;  donc  fi  conformément  à ce  que 
nous  avons  dit  ( }2j),  on  imagine  qu’au  lieu  de  former  les 
trois  équations  arbitraires  qu’on  peut  former  ici , on  n’en  forme 
que  deux,  & qu’on  emploie  la  troifième  à la  deftruâion  du 
terme  dont  il  s’agit  ; chacun  de  ces  trois  coëfficiens  arbitraires 
fera  zéro , & il  reliera  une  équation  arbitraire  fur  la  totalité  des 
trois  polynômes  qui  feront  alors , comme  il  fuit  : 


D , ....  , *’* 

Pour  la  première  équation.. ( x , y 

D , , . , • +«"  — » « +«"— î 

Pour  la  iecondc • . ( x , y 

J'our  U troLGcme. ..  (*l  + l , y'  + ‘ 3 


C3  ja.ï 
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( 3 5 2 • ) Dans  cette  nouvelle  forme  des  polynomes-multipli- 
tateurs , l’équation  - fomme  fera  donc  de  la  forme 


“ ' \ . > • 

Il  y aura  donc  deux  termes  où^  montera  au  degré  t r'-H  r'' — j 
lefquels  feront  xy’  + • + r ~ *,  & ^*  + *’ + ~ J. 

Pour  la  deftruftion  de  ces  deux  termes , les  trois  polynomes- 
multiplicateurs  fourniront  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  = 6 
— 6 = o ; donc  fi  l’on  conçoit  que  des  fix  équations  arbitraires 
que  l’on  aura  à former  , on  n’en  forme  que  quatre,  ôc  qu’on  em- 
ploie les  deux  autres  à la  deftruftion  des  deux  termes  dont  il 
•s’agit,  les  fix  coëfficiens  des  trois  polynomes-multiplicateurs  qui 
ont  donné  les  termes  y‘  + ‘ +r  ~ } dans  l’équation -fomme,  fe- 
ront zéro  ; & ces  polynomes-multiplicateurs  feront  réduits  aux 
formes  luivantes 


Pour  la  première  équation.. ..  ( x‘  T *,  y‘  + + ‘ ~ 

Pour  la  fécondé... ( k ‘ y'  "***  ~*j‘  ’*'*  "T 

Pour  la  troifième ( x‘  + ~ *,  y + * — + ‘ “ 


& 

t 


i 

! 


avec  trois  équations  arbitraires  qui  relieront  à former  : favoir , 
«ne  provenante  de  la  première  rédu&ion  & deux  provenantes 
de  la  fécondé.  Mais  il  faut  bien  obferver  que  de  ces  trois  équations 
arbitraires , on  ne  peut  en  attribuer  plus  de  deux  à la  plus  haute 
dimenfion. 


( 3 5 30  Par  un  raifonnement  femblable  , on  s’aflurera  que  les 
polynômes  - multiplicateurs  peuvent  être  réduits  à la  forme 
fuivante 


Pour  la  première  équation. . . . 

Pour  la  fécondé.  ........ 

Pour  la  troifième 


(* 

r* 

(» 


• •+• 1" 
*+«'• 


t «’rl-  1’— J * 

» y ) 

1 t + 5 « +«"—  » 

. y ) 

% i+t'-r  Oi'  — » 

^ y ) 


avec  fix  équations  arbitraires  à former  dans  l’équation  - fomme  ; 
favoir , une  provenante  de  la  première  réduction  , deux  de  la 
fécondé , & trois  de  la  troifième.  Et  l’on  obfervera  que  de  ces 
fix  équations  arbitraires , il  ne  peut  en  appartenir  plus  de  trois  à 
la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme ,' plus  de  deux  à I4 

Qq 
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fécondé  dimenfion  en  defcendant  , fi  l’on  en  a attribué  trois  à 
la  première  ; & plus  d’une  à la  troifième,  fi  l’on  en  a attribué 
cinq  aux  deux  fupérieures.  ... 

(3540  En  général,  on  s’afliirera  par  le  môme  raifonnement 
que  les  polynômes  - multiplicateurs  peuvent  être  réduits  aux  formes 
fuivantes 


. *'+  *" 

Four  la  première  équation...  ( x 

i + i’ 

Pour  la  fécondé ( x 

Pour'  la  troifième ( x + 


a »'+  r — i — a t'+t'—i 

. y ) 

» « H-  t‘‘  — » — i i + «•  — a 

» y J 

i i + i'-i-,  i+r-i 

» y ) 


avec  équations  arbitraires  à former  dans  l’équation- 

fomme  ; favoir,  un  nombre  = q dans  la  première  ou  plus  haute 
dimenfion , un  nombre  = q — i dans  la  fécondé , un  nombre 
e=  q — 2 dans  la  troifième , 6c  ainfi  de  fuite. 

(3550  T°ur  fixer  la  plus  grande  valeur  de  q , nous  fuppo- 
fèrons  r>  t",  ce  dont  on  eft  toujours  le  maître,  parce  qu  on 
peut  toujours  prendre , pour  première  équation  , celle  que  l’on 
voudra. 


, Alors  ce  que  nous  venons  de  dire  , aura  lieu  jufqu’à  q = t"  — i 
inclufivement  ; en  forte  que  la  forme  des  trois  polynômes- 
multiplicateurs  peut  être  prife , comme  il  fuit  : 


Pour  la  première  équation». 

« + t’—  r « — i 

• (*  ,y 

: 

Pour  la  fécondé 

t + i"  — i i — i 

. ( * ,y 

— 

Pour  la  troifième 

i + r-i  t -t- 1 

• f*  > y 

•'+  — * 
y + 1-—  » 

•—  «•—  i i 

; 


+ f- 


t 


avec  les  mêmes  nombres  d’équations  arbitraires  que  nous  venons 
de  dire. 

(35  <50  Mais  ce  n’eft  point  encore  là  la  forme  générale  la 
plus  fimple  relativement  à y. 

En  effet , il  n’eft  plus  poflible  de  faire  difparoitre  de  termes 
dans  le  premier  polynome-multipiicateur  , à laide  de  la  fécondé 
équation , mais  feulement  à l’aide  de  la  troifième  , d’où  il  fuit. 

Que  pour  faire  difparoître  dans  l’équation-fomme  les  termes 
ftffe&és  dej'*'*' 1 qui  font  au  nombre  de  t" , on  aura  de  la 


i 
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part  du  premier  polynome-multiplicateur  , un  nombre  de  coëf- 
ficiens utiles  = o. 


De  la  part  du  fécond , un  nombre  de  coëfficiens  utiles  = o. 
Et  de  la  part  du  troifième,  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  = t". 
Donc  on  aura  précifément  autant  de  coëfficiens  utiles , que  de 
termes  à faire  difparoître  ; donc  chacun  de  ces  coëfficiens  fera  = o. 

Donc  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs  peut  être  réduite, 
comme  il  fuit  : 


. «'+  1"—  i t • 

Pour  la  première  équation—  (x  , y 

1 + t"—  » > 

Pour  la  fécondé. ( x , y 


) 

1 

; 


Pour  la  troifième. 


» 1 + «"— » i + i'-i 

(*  >y  ) 


Et  en  général  à celle  qui  fuit 


_ , «'+  1"—  * »• 

Pour  le  premier  polynôme...  (x  , y 

Pour  le  fécond (x'  + ' , y‘ 

Pour  le  troifième ; . (x‘  ‘ y 


—ï  «•+  t"-  * 

-»y  + *'— » 

+ «'—  S 


• • 

jufqu’à  ce  que  t!  — <f  ~ t"  — 1 ; c’eft-à-dire  , jufqu’à  ce  que 
q'  = t!  — r"  1 ; car  le  raifonnement  que  nous  venons  de  faire, 
aura  lieu  jufques-là.  Mais  dès  qu’on  aura  q'  = t!  — t"  -f-  1 ; alors 
il  ne  fera  plus  poffible  d’abaiffer  la  forme  relativement  ky. 

En  effet , la  forme  des  trois  polynomes-multiplicateurs  fera  alors 

Pour  le  premier  polynôme. ..  ( x'  + * , y‘  * ) * + ' 

«+«•’-»  t—ï+  «“-!  » + «»!-» 
Pour  le  fécond. ( x , y ) 


Pour  le  troifième. 


t +.  *•— » t — I * 

(*  >y  ) 


Or,  dans  cet  état,  où  il  n’eft  plus  poffible  de  faire  difparoître 
aucun  terme  dans  le  premier  polynome-multiplicateur,  foie  à 
l’aide  de  la  première  équation , foit  à l’aide  de  la  fécondé , on 
verra  que  pour  faire  difparoître  dans  l’équation-fomme  , tous  les 
termes  affeëlés  de^‘  + * —I  qui  font  au  nombre  de  t' , on  aura 
de  la  part  du  premier  polynome-multiplicateur,  un  nombre  de 
coëfficiens  utiles  — S.  ' . 

Qq 


. j 
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De  la  part  du  fécond , un  nombre  de  coëfficiens  utiles  = o.‘ 

Et  de  la  part  du  troifième,  un  nombre  de  coëfficiens  utiles  = 

Donc  le  nombre  2 1'  des  coëfficiens  utiles  , excédant  le 
nombre  r7  des  termes  qu’on  aura  à faire  dilparoître , on  ne  peut 
fuppofer  que  chacun  de  ces  coëfficiens  deviendra  zéro  ; donc 
relativement  à y , la  dernière  forme  ci-defTus  des  polynômes-! 
multiplicateurs  eft  auffi  limple  qu’il  eft  poffible. 


(3  5 7.)  Examinons  préfentement  cette  forme  relativement  à x. 
Il  n’y  aura  , dans  l’équation-fomme  , qu’un  feul  terme  af- 
feclé  dex,'t-‘  + ‘"~li  pour  le  faire  difparoître,  les  trois  polynomes- 
multiplicateurs  fourniront  trois  coëfficiens  dont  deux  feulement 
peuvent  Être  réputés  utiles  , parce  qu’on  peut  en  faire  difparoître 
un  dans  le  fécond.  On  auroit  donc  plus  de  coëfficiens  utiles  que 
de  termes  à faire  difparoître  ; & par  conféquent  il  paroîtroie 
qu’on  ne  peut  fuppofer  =*  o le  coefficient  de  chaque  terme  en  x 
pur , dans  chaque  polynorne-multiplicateur.  Mais  on  doit  fe  fou- 
venir  ( jy*)  qu’il  nous  relie  à former  un  nombre  d’équations  arbi- 
traires = SlLÏL-lî.  = — CL. — LL.  Si  donc  l’on  conçoit  qu’on 

çn  emploie  une  dans  le  cas  prêtent  , nous  retomberons  dans  le 
cas  de  n’avoir  qu’autant  de  coëfficiens  utiles , que  de  termes  à 
faire  difparoître  ; donc  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs 
peut  être  réduite  , comme  il  fuit  : 

. f'+l"— J t"—  I » 

Pour  le  premier  polynôme..  ( * , y ) 


Four  le  fécond. . ....... f x 

Four  le  troifième ( x 


> + f — i 
< + «'-} 


1—  t‘+  — 

y ) 

■»—  » ,*  + «■—» 
y ) 


t + ,"—  » 


Si  nous  raifonnons  de  même  fur  les  termes  affeêlés  de 
«■+«"  — j dans  l’<<qUation-fomme  ; nous  verrons  i.°  qu’ils 
font  au  nombre  de  deux  ; 2.0  Que  pour  la  deftrudion  de  ces 
deux  termes , les  trois  polynomes-multiplicateurs  fourniront  fix 
coëfficiens  dont  quatre  feulement  peuvent  être  réputés  utiles , 
parce  qu’il  eft  poffible  d’en  faire  difparoître  deux  dans  le  fécond  y 
& fi  l’on  fait  attention  que  fur  le  nombre  — ' ~ 1 ^ — 1 d’é- 
quations arbitraires  qui  nous  relient  à former  , on  peut  en 
employer  ici  deux  : on  verra  de  même  qu’ori  peut  encore  réduire' 
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la  forme  des  poly nomes-multiplicateurs , comme  il  fuit  : 

. , « +<•- 4 t"  - « ,»'+ 

Pour  le  premier  polynôme...  ( * > y ) 


, +l"— 4 1 «■+■«”—* 

Pour  le  fécond  t y ) 

Pour  le  troiCème f * » y ) 


Et  en  continuant  le  même  raifonnement,  on  verra  que  cetttf 
forme  peut  en  général  être  réduite  à ce  qui  fuit  : 

Pour  le  premier  polynôme..  ( x > y J 

, + « — «*+  1 «+«"—* 

Pour  le  fécond.  ( * > y J 

Pour  le  troiiième '•••(*  y y J 

jufqu’à  q"  =*=  t"  — 1. 

En  forte  que  la  forme  générale  la  plus  réduite  eft  enfin  celle-ci  i 

1'—  1 1"— 1 .'+  i*1— 1 

Pour  le  premier  polynôme...  (x  , y ) 

Pour  le  fécond ( * > y J 

i-l-r  — i'— 1 r — 1 «+*—  »> 

Pour  le  troifième...  ••.•.(*  , y J 

Lorfque  nous  difons  que  cette  forme  eft  la  forme  générale  la 
plus  réduite . on  ne  doit  pas  entendre  qu’il  ne  refte  plus  aucun 
coefficient  arbitraire  ; au  contraire,  il  en  refte  encore  un  nombre 
exprimé  par  N(x‘~ '“-'yy—' “ dans  le  fécond  poly- 

nôme. Mais  cela  lignifie  qu’il  n’eft  plus  poffible  de  faire  perdre 
de  nouveaux  termes  aux  trois  polynômes  à la  fois. 

( 3580  Ce  que  nous  venons  d’expofer , fouffre  quelques  ex- 
ceptions qu’il  eft  à propos  de  faire  connoitre. 

i.°  On  doit  excepter  le  cas  de  t = ry.  En  effet  dans  ce  cas  , 
non-feulement  il  n’eft  plus  poffible  de  faire  difparoître  aucun 
terme  dans  le  premier  polynôme,  du  moins  fans  le  fecours  des 
équations  arbitraires  en  réfefve  ; mais  il  en  eft  de  même  pour 
le  fécond  polynôme , dès  qu’on  eft  arrivé  à la  forme  générale 
la  plus  réduite  feulement  relativement  à y.  En  forte  que  ce 
que  nous  venons  de  dire  fur  la  forme  la  plus  réduite  , tant 
par  rapport  à y que  par  rapport  à x , ne  peut  avoir  lieu 
lorfque  / a t1  ; ôc  dans  ce  cas , la  forme  fuivante  des  trois 


«’+r- 
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polynômes-multiplicateurs 


ne  peut  être  fufceptible  de  perdre  quelques  termes , que  par  les 
équations  arbitraires  en  réferve , lefquelles  font  au  nombre  de 

. — , dont  un  nombre  t"  — 1 appartient  à la  première 

ou  plus  haute  dimenfion,  un  nombre  t>'  — 2 appartient  à la 
fécondé  , 6c  ainfi  de  fuite.  Ce  ne  peut  donc  être  que  par  les 
valeurs  particulières  de  t"  que  Ton  pourra  , dans  chaque  cas 
particulier,  juger  ft  l’on  pourra  encore  faire  perdre  quelques 
termes  aux  polynomes-multiplicateurs. 

Par  exemple , fi  t!'  = 2 , le  nombre  des  équations  arbitraires 
en  réferve  n’étant  que  = 1 , on  ne  pourra  pas  faire  perdre  à 
fhacun  des  trois  polynômes  - multiplicateurs , leur  terme  tout 
en  x.  Il  reliera  feulement  une  équation  arbitraire  à former  dans 
la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation- fomme. 

Si  t!'  = 3 , le  nombre  des  équations  arbitraires  en  réferve 
étant  = 3 , dont  deux  pour  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équa- 
tion-fomme , 6c  une  pour  la  fécondé , on  pourra  faire  perdre  à 
chaque  polynome-multiplicateur  le  terme  tout  en  x , 6c  il  reliera 
une  équation  arbitraire  à former  dans  la  fécondé  dimenfion  de 
l’équacion-fomme. 

a.°  On  doit  encore  excepter  de  la  forme  générale  la  plus 
réduite  par  rapport  à x 6c  à y , le  cas  où  l’on  aurait  t"  > t — t! 
ou  t <C  il1  t ; 6c  l’on  doit  fe  borner  dans  la  forme  générale 


à la  valeur  <£'  = t — t!  — 
c’ell-à-dire , fi  t ■<  t/‘  -4-  P. 


) ...( X ' ,y  J t 

1 , fi  t — t!  — 1 < r"  — 1 , 


En  effet , le  raifonnement  par  lequel  nous  fommes  arrivés  à 
la  forme  générale  la  plus  réduite  par  rapport  à x 6c  kj,  fuppofe 
que  le  polynôme  ( x‘~ l~ *'  , y‘~ 1 qui  exprime  le 
nombre  ae  termes  qu’on  peut  encore  faire  difparoître  dans  le 
fécond  polynome-multiplicateur  , eft  un  polynôme  réel  8c  du 
degré  t — a j or  pour  que  cela  foit  , il  faut  que 


Digitized  by  Google 


ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  311 
t — a — q"  ■+•  t — t'  — t > t — 2 ou  tout  au  moins  = t — 2 ; 
c’ell-à-dire , que  q"  •<  t — t! — 1 ou  tout  au  plus  lui  eft  égal  ; 
donc  fit"  — 1 étoit  > t — r'  — 1 , il  faudrait  arrêter  la 
forme  à qf1  = t — t'  — 1 fans  quoi  elle  ferait  faufile. 

Donc  fi  t < 1!  -4-  t" , la  forme  générale  la  plus  réduite 
relativement  à * & à y , fera  comme  il  fuit  : 

Pour  le  premier  polynôme...  (x  ,y  ) 


Pour  le  fécond.  . 

I 

Pour  le  troifième, 


! 1—  « 4-  «“  — 1 

f*  %y  ) 

xt’—i  t — 1 t + «’  — 1 

(*  .y  ) 


Et  il  y aura  encore  un  nombre  de  coëfficiens  en  réferve 


1"  (t"—  i ) 


& un  certain  nombre 


d’équations  arbitraires  à former,  enverra  du  nombre  de  termes 
qu’il  fera  encore  poflible  de  faire  difparoître  dans  le  fécond 
polynôme. 


III.*  Exemple  général. 


(3  S 9’)  Prenons  pour  troifième  exemple  général,  l’élimi- 
nation dans  les  équations  incomplettes  du  premier  ordre,  à trois 
inconnues. 

Ces  équations  mifè9  fous  la  forme  d’équations  à deux  incon- 
nues , font  généralement  repréfentées  par 

(*‘  > y- y "»  o » 

(x°  , yt  )‘  = o , 

( xa  > y -y  = o. 

La  forme  générale  des  polynomes-multiplicateurs  fera  donc 
(224  & Juiv.)  comme  il  fuit  : 

Pour  la  première  équation.*  ( xA+  * + * , yA+  “ + * )T+  + 

Pour  la  féconde (xA  + ‘ + a" , yA+  ï + ‘/jT+  * + 


Pour  Ia  troifième ( x 


A+a  4-  a 


' t y4+t+/  yT  +'  +'’. 


Mais  comme  le  degré  apparent  de  l’équation  finale  doit  être 
zéro , rien  11e  déterminant  ici  les  valeurs  de  T,  A fie  A , fi  non 
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que  l’expreffion  du  degré  de  l’équation  finale  (bit  zéro , comme 
cette  condition  fera  encore  remplie  en  faifant  T=o , A — o, 
A = o,  je  fais  donc  tout  de  fuite  cette  fuppofition  , & la 
forme  des  polynomes-multiplicateurs  devient  la  fuivante  : 


Premier  polynôme- . ■ 
Second- 

Troifièmc 


( *"»  y*'+  ,r 

+ yt  + f' 


f* 


<*•+•«'  • + o'  i*  + 

>y  - > 


Mais  fi  l’on  examine , commç  nous  l’avons  fait  ( j y i ) , la  plus 
haute  dimenfion  de  l’équation-fomme  , on  verra  qu’elle  a un 
nombre  de  termes 


r a + a1  + a"  + a + a1  + a“  — 

• » t 

Que  la  première  dimenfion  du  polynome-mltiplicateur  ne  four-< 
nira  aucun  coefficient  utile. 

Que  la  première  dimenfion  du  fécond , en  fournira  un  nombre 

= a-t-  a" -h  a ■+■  a"  — i — a — a -ht—  ma“+a"  — t". 

• » I • 

Que  la  première  dimenfion  du  troifième,  en  fournira  un  nombre 

= G «H  a'  + a -4-  a*  — f — - f7  -+-  i. 

• • 

On  aura  donc  autant  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à 
faire  difparoître  ; donc  chaque  coefficient  des  termes  de  la  plus 
haute  dimenfion  de  chaque  polynome-multiplicateur  eft  zéro  ; donc 
on  peut  diminuer  d’une  unité  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque 
polynome-multiplicateur. 

Un  raifonnement  femblable  appliqué  à la  plus  haute  dimenfion 
de  chaque  nouveau  polynome-multiplicateur , fera  voir  que  la 
dimenfion  totale  de  chacun  peut  être  abaifTée  d’une  unité , mais 
pas  au-delà  ; donc  la  forme  générale  la  plus  fimple  relativement 
a la  dimenfion  totale  de  chaque  polynome-multiplicateur , eft  celle 
qui  fuit  : 

Premier  polynôme.-  ( x‘  * , y*  ^ 

Second (x‘  + 

Troifième. x“  + * , y‘  + * )*  "** 

(3^0.)  Voyons  maintenant,  en  fuppofant  que  cette  forme 

puilfe 
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(mine  être  réduire  relativement  à y , quelle  eft  la  plus  grande 
valeur  qu’on  puiffe  donner  à q dans  la  forme  fuivante  qui  aura 
lieu  alors. 


Premier  polynomc... 

Second 

Troifième 

(x‘  + “ ,y‘  + ~ + \ 

L’équation-fbmme 

aura  donc  alors , en  termes  affectés  de 

yf+f  +i"~ «,  un  nombre  de  termes  exprimé  par 

t -4-  d 4- d'  — 2 — a — a'  — a"  4-  q 4-  i. 

Pour  la  deftruêtion  de  ces  termes , le  premier  polynome-multi- 

filicateur  ne  fournira  aucun  coefficient  utile;  mais  il  y aura  même 
ieu  , pour  fbn  compte , à un  nombre  d’équations  arbitraires 

= q — «• 

Le  fécond  polynôme  fournira  un  nombre  de  coéfliciens  utiles 
= d'  — a". 

Le  troifième  en  fournira  un  nombre 

= f -t*  d — a — a — d 4—  i •+■  q* 

Donc  on  aura  un  nombre 

= r 4-  r7  4-  r"  — 2 — a — d — a"+i  + î — }+  1, 
c’eft-à-dire , un  nombre  = t -+-  t!  •+•  t!'  — a — d — '■  a"  de 
coëfficiens  utiles,  pour  la  deftruftion  d’un  nombre  de  termes 
= t 4~  d 4-  d'  — a.  4"  d — d'  4~  q 1 1 . 

Donc  fi  l’on  conçoit  que  fur  la  totalité  des  équations  arbi- 
traires que  l’on  pourra  former  , on  n’en  forme  qu’un  certain 
nombre  , & qu’on  en  emploie  un  nombre  = q — 1 pour  la 
deftrucfion  des  termes  de  l’équation  - fomme  , on  aura  autant 
d’équations  que  de  coëfficiens  ; donc  chaque  coefficient  pourra 
être  fuppofé  = o ; donc  on  pourra  réduire , en  effet , à la 
forme  en  queftion  , fi  ce  que  fuppofe  le  raifonnement  que  nous 
venons  de  faire  a fieu.  Et  alors  il  reftera  un  nombre  = q — 1 
d’équations  arbitraires  à former  ; c’eft-à-dire , que  nous  aurons 
q — 1 équations  arbitraires  en  réferve  , fans  compter  celles 
que  peut  fournir  la  pofiibilité  de  faire  difparoître  encore  d’autres 
termes  dans  les  polynomes-multiplicateurs. 
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( 3 6 I . ) Voyons  donc  ce  que  fuppofe  le  railonnement  que 
nous  venons  de  faire , & ce  qui  détermine  la  plus  grande 
valeur  de  q. 

Ce  raifonnement  fuppolê  que  la  valeur  de  q n’anéantit  l’exif- 
tence  ni  d’aucun  des  trois  polynomes-multiplicateurs,  ni  d’aucun 
de  ceux  qui  concourent  à l’expreffion  du  nombre  des  termes 
que  l’on  peut  faire  difparoître  dans  le  premier  & dans  le  fécond. 
Or  pour  cela  il  faut  qu’on  ait  q <T  a ; q ■<  a'  ; q •<  a!'.  H faut 
de  plus  que 

a"  ,■+■  a"  — q >«" — î ; a' + a' — y>«' — » ; a-t-a  — y>  t — »,• 

donc  on  ne  peut  prendre  q plus  grand  que  la  plus  petite  des  llx 
quantités  fuivantes 

î < ? » ? < a ’i  + + + 

? < a"  -+•  a"  + !*  + > i 

ce  qui  le  réduit  à ne  pas  prendre  q plus  grand  que  la  plus 
petite  de  ces  trois  dernières , ou  à le  prendre  tout  au  plus  égal 
a la  plus  petite  de  ces  trois  dernières. 

Donc  fi  l’on  prend  q égal  à la  plus  petite  de  ces  trois  dernières 
quantités  augmentée  d’une  unité  , on  aura  la  forme  1a  plus 
réduite  qu’il  foit  pofiible , en  vertu  du  raifonnement  & du  calcul 
ci-déflus.  Mais  ce  ne  fera  pas  encore  la  forme  la  plus  réduite 
qu’il  foit  pofiible  généralement. 

En  donnant  cette  valeur  à q , & enfuite  des  valeurs  de  plus 
en  plus  grandes , il  arrivera  , comme  nous  l’avons  déjà  vu  , 
que  dans  le  premier  ou  le  fécond  polynome-multiplicateur,  il  ne 
fera  plus  pofiible  de  faire  difparoître  de  termes , à l’aide  de  l’une 
des  deux  dernières  équations.  Raifonnant  donc  d’après  cette 
attention  , comme  nous  l’avons  fait  ( j q6  & fiiiv.  ) , on  verra 
qu’on  peut  faire  perdre  encore  un  certain  nombre  de  termes  aux 
polynomes-multiplicateurs,  relativement  \ y , jufqu’à  ce  que  qf  foit 
devenu  égal  à la  plus  petite  des  cinq  plus  grandes  des  fix 
quantités  ci-defius. 

Mais  cette  nouvelle  réduflion  n’ajoutera  rien  au  nombre  des 
équations  en  réfèrve , lequel  étant  a — i à chaque  puiflance 
qu’on  a fait  difparoître  dans  lcquation-fomme  , en  vertu 

du  premier  raifonnement , donne  au  total  1 ( q~  ' ^ équations 
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arbitraires  en  réferve  depuis  q — o , jufqu’à  la  plus  grande 
valeur  de  q,  ou  jufqu’à  q'  = o.  Mais  comme  à chaque  valeur 
de  q'  on  aura  précifément  autant  de  coëfficiens  utiles  que  de 
termes  à détruire  , il  reliera  encore  le  môme  nombre  d’équa- 
tions arbitraires  en  réferve,  quand  on  fera  arrivé  à la  plus 
grande  valeur  de  q' , c’eft-à-dire , à la  plus  petite  puilfance  de  y. 

(3  61.)  A l’égard  dex,  pour  favoir  s’il  eft  aulfi  fufceptible 
d’abailTement , on  fe  conduira , comme  nous  l’avons  fait  ( 3 y 7 ), 
en  employant  les  équations  arbitraires  en  réferve. 

(363.)  Nous  avons  fuppofé  dans  ce  que  nous  venons  de  dire  } 
que 

a'-t-  a"  < a'  -+-  a"  „ -f-  a''<»  ■+■  t"  — », 

& ainfi  de  fuite  ; fi  le  contraire  avoir  lieu , on  réduiroit  tout  de 
fuite  la  forme  (xa‘  + •"  , yt’+  i"  )' + * “ *,  par  exemple  , 
à f x‘'+  + + ‘ ~ 1 , fi  l’on  avoit  feulement 

4l  + />t,+  i"  — 2,  ôc  à (x 

fx  l’on  avoit  aufli  a'  ■+■  a"  >•  t!  -4-  r"  — 2 ; ôc  l’on  procéderait 
enfuite  comme  ci-delfus  à l’examen  des  réduûions  ultérieures. 


IV.*  Exemple  général. 


1 ( 3 64.)  Nous  bornerons  aux  équations  à quatre  inconnues , 
>le  développement , par  exemples  généraux , de  ce  que  nous  avons 
établi  jufqu’ici  ; ôc  même  nous  n’examinerons  que  les  équations 
complettes , ôc  relativement  à la  dimenfion  totale  de  leurs  po- 
lynômes - multiplicateurs  : nous  dirons  feulement  un  mot  des 
rédu&ions  ultérieures  dont  ils  font  fufceptibles  ; parce  qu’avec 
tout  ce  qui  précédé , les  applications  ne  nous  paroilfent  plus 
exiger  plus  de  développement  pour  la  Amplification  des  formes. 

( 365.)  Les  équations  complettes  à quatre  inconnues , mifes 
fous  la  forme  de  trois  inconnues , peuvent  être  repréfentées  par 


(x 

(x 

(X 

(* 


3)‘  = o , 

= o , 
3)r  = o > 
, Z)'"  — o. 


Rr  ij 


< 
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Après  ce  qui  a été  dit  dans  les  exemples  généraux  1 , 2 & 3 1 
on  voit  que  la  forme  prefcrite  ( 224  & fuiv.  ) pour  les  polynômes- 
multiplicateurs , peut  être  réduite  à celle  qui  fuit 

(x  ...  s J,  + *“  = o , 

(X  . ..  3;<  + «"+*"=  o , 

(x...  3)‘  + •+•'•=  o , 

( X . . . + * + *“  = o. 


Mais  cette  dimenfion  totale  des  polynômes  peut  encore 
être  abaiffée. 

En  effet,  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme  , aura 
nn  nombre  de  termes  = N( x . . . 2)  ' ■+*  ' ’ + ' " + 

La  plus  haute  dimenfion  du  premier  polynome-multiplicateur 
fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles 


~N(x  ...1) 


— N(x...x 


«"+«- 


— N(x. 


f + tr 

+ -N(x. 


« +«• 


J-N(x,.,%)  ■+■  W(x..  .1)  — N(x...x)  ■+•  N(x.  ..x) 


— — d K ( x ... z J m ( j*"  ) — z o. 

La  plus  haute  dimenfion  du  fécond  polynome-multiplicateur 
fournira  un  nombre  de  coëfficiens  utiles 

t -*•  I"  -L.  t <+«''  »' 

s zN(x...x)  — JŸ(x...z)  — N(x...x)  + N(x...x) 

= d N( x ...  1 ) •’  * V 1',  1*  / • 

La  plus  haute  dimenfion  du  troifième  polynome-multiplicateur 
fournira  un  nombre  de  coëfîiciens  utiles 


dN(x 1 ; 


t + 1’  + 1" 


...ç+,,+n- 


Et  enfin  la  plus  haute  dimenfion  du  quatrième  polynome-multipli- 
cateur fournira  un  nombre  de  cocfficiens  utiles  = N (x...2)'+,+l". 

Donc  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  à faire  difparoitre, 
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6c  le  nombre  des  coëfficiens  utiles , eft 

AT  ( x a .itj  d AT  ( x ••»% ) **'v  t"  ' i'"  J 

»+«•+*"  //+t'  + t"\  , + 

'—dN(x...\)  ,,,V  J—Ar(x,,.i) 

d'N(x..,t)  ) = o. 


Donc  chaque  coefficient  de  chaque  plus  haute  dimenfion 
de  chaque  polynome-multiplicatcur , fera  = o ; donc  on  peut 
abaiiTer  d'une  unité  la  plus  haute  dimenfion  de  chaquepolynome  - 
multiplicateur. 

Un  pareil  examen  appliqué  aux  deux  dimenfions  fuivantes  t 
fera  voir  qu’on  peut  auffi  les  fupprimer.  Donc  la  forme  des 
polynomes-multiplicateurs  peut  être  réduite  à 

(x  . . . 3 ),  + •"+  •"“* 

(x  . . . 3 + i 

(x  . . . 3)  * + «'  + *"--  } 

(x  . . . 3 )•  + •'  +*’- J; 


( 3 <5  6.)  Donc  en  général  les  polynomes-multiplicateurs  Ie9 
plus  limples  auront  toujours  leur  dimenfion  totale  telle  que  la 
dimenfion  totale  de  l’équation-fomme  fera  égale  à la  fomme 
des  dimenfions  de  toutes  les  équations  données , diminuée  d’au- 
tant d’unités  qu’il  y a d’inconnues. 


Car  en  général  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de 
la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme , & le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  tous  les  poly- 
nômes - multiplicateurs , fera  toujours 


N ( x..  ,n — 1 ) 


« + « ’+<  + 


i".4(c.  / r+  t'  + 

•**  V fcc.  )'■ 


n étant  le  nombre  des  inconnues. 


La  différence  entre  le  nombre  des  termes  cfe  la  plus  haute  di- 
menfion de  la  nouvelle  équation-fomme , & le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  nouveaux 


2V - 
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polynomes-multiplicateurs  fera  toujours 


d*  N(x...n—i) 


« + «'  + *"+  i",  fcc.— 


« /i  + i'+i"+i"+4c.-n 
•••  V ) 


su 


La  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  di- 
menfion  de  la  fécondé  nouvelle  équation-fomme , & le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  nouveaux 
polynomes-multiplicateurs  , fera  toujours 


« + «'  + 1*  fcc.—  » 


.«  /!+l'+l'+r  + fcC-l\ 

d N(x. . .n — 1)  •••(.  fcc.  )=°t 

& ainfi  de  fuite  jufqu’à  r + r'+f"  + r/"  + &c.  — n. 

Pour  s’en  convaincre  généralement,  il  faut  faire  attention 
<J“e  ( 39  ) , 

0 I . » . ) 


, ..  + 3cc.  — g-4-n  — I) 


Or  fi  l’on  conçoit  qu’on  fupprime  fucceffivement , dans  cette 
expreflion , les  quantités  tf,  r,  t!",  &c.  une  à une  , deux  à deux  , 
trois  à trois , &c.  pour  avoir  les  différentes  expreffions  que  ren- 
ferme implicitement 


d'N(x...n — 


»+<’  + ‘"  + «"'  + fcc.  . /t+  «’  + *"+  «”+  fcc.  > 

')  •••\  fcc.  ) ’ 


on  verra  facilement  que  toutes  ces  expreffions  auront  lieu  tant 
qu’elles  ne  deviendront  pas  négatives,  c’eft-à-dire,  tant  que 
q <^n  — i , & jufqu’à  q=  n — i ; donc  l’équation 


d’N(x...n—t) 


t + t + t'+t'r+&c.  — n-t-l 


/(+,'+r+l"+fcc.-.  + i\  _ 

"•  V.  «“,4 c.  J 


aura  encore  lieu.  Donc  la  forme  de  l’équation-fomme  eft  géné- 
ralement réduflible  à (x. . .n)"*"  + — " = o , d’où 

il  eft  facile  de  conclure  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs. 

( 3 670  Après  avoir  ainfi  déterminé  d’une  manière  générale 
la  dimenfion  totale  la  plus  fimple  de  chacun  des  polynomes- 
multiplicateurs  , le  plus  court  eft  à préfent  de  déterminer  auffi 
d’une  manière  générale , la  plus  haute  puifTance  à laquelle  chaque 
mconnue  doit  monter  dans  chaque  polynome-muitiplicateur  ï 
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nous  n’entrerons  pas  dans  ce  détail  qui  eft  fufceptible  d’un  trop 
grand  nombre  de  lubdivifions , lorfqu’il  s’agit  de  la  plus  grande 
généralité.  Mais  ce  que  nous  avons  dit  ( 3 f t & ailleurs  ) , fuffira 
pour  fe  conduire  dans  quelque  cas  propofé  que  ce  puiffe  Être. 

(368-)  Venons  maintenant  à des  exemples  particuliers  , 
tant  pour  développer  plus  parfaitement  ce  que  nous  venons  de 
dire  , que  pour  éclairer  fur  les  fadeurs  qui  peuvent  fe  préfenter 
dans  le  cours  du  calcul  pour  arriver  à l’équation  de  condition, 
c’eft-à-dire,  à l’équation  finale. 

(3  69.)  Suppofons  d’abord  qu’on  demande  l’équation  finale 
réfutante  des  trois  équations  fuivantes 

«l‘  •+■  b xy  ■+■  cy x H-  dx  -t-  ty  -+-/=  O, 
d' x -h  e‘ y -i-  f'  = s o , 
d"x  ■+■  e" y -t-f  =0. 

La  forme  générale  des  polynomes-multiplicateurs  qui  (324  & 
fuiv.)  feroit  ( x,y)T+'’,(x,y)T+',  (x , y)T+  ' , avec  un 
nombre  de  coëfficiens  arbitraires  = 2 N( x , y)  T+ 1 — N (x,y  J T 
dans  le  premier  , & un  nombre  de  coëfficiens  arbitraires 
— N ( x , y )r  dans  le  fécond,  c’eft-à-dire  , avec  un  nombre 
d’équations  arbitraires  = aN(x , y)r+  1 dans  l’équation-fomme, 
fe  réduit  { î4  9 & fuiv.)  à la  forme  (x,  y)0i(x,y)',(x)y),i- 
avec  un  nombre  de  coëfficiens  arbitraires  = 1 , dans  le  fécond  j 
c’eft-à-dire , avec  une  équation  arbitraire  dans  l’équation-fomme. 

Multipliant  donc  la  première  équation  par  C,  la  fécondé  par 
A'  x-\~  B' y -I -C',  la  troifième  par  A'  x -t-  B"y  ■+■  C"  oq 
aura  pouréquation-forame , l’équauon  fuivante 

C,4x*4-£*xy«4-C<j*s3e» 

4-  Ad'  4*  A*  t'  4-  B1  ê’ 

4-  A*' A*  4*  Ar 4-  JB'** 

Bd' 

\ J BW  ' * . • v • . . . • • 

Ci*  -f- 

, •+■  *r  + B r 

+ A-r  h- 
+■  Ci‘  + c‘  •' 

Ci"  C"*" 

+ Cf 
+ C'f 

. •+•  cr 
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Je  prends  pour  équation  arbitraire  B' d' -t-  B" d"  = o { te 
je  calcule  la  valeur  de  A'A"B'B"CC'  C"  comme  il  fuit , en 
parcourant  fucceflivement  les  termes  x',  xy  , l’équation  arbi- 
traire , & les  termes  y%  x , y , 6c  le  terme  fans  x ni  y.  Je  prends 

d’abord  A'A"C  C'  C". 

< * 

Première  ligne.,.  d'A"CCC"  + A'ÂTaC' C" 

Seconde  ligne. ..  [ (d't")CC'C"  — d'A"  b CC -t-t'A"aC'C"  -{-A1  A"  (a  b')  C"]B'B" 
Troifième  ligne.. . — [ ( d ' t")  C C ' C " — d ' A"  b C'C " -t-  e'A"a  C'  C"  + A' A"  (a  b')  C")d'B" 
Quatrième  ligne. . — [ (d't")  c CC"  + d'A"(b d)C"— t'A"(a c)  C' -+-  A' A"  (a b'c")  ]d'jB" 

4-  [(d't")CCC'—d‘A"bC'C"  4-  t'A"  a C’  C"  + A'A"(ab')C"](d'  c"  ). 

J’obferve  maintenant  qu’on  a (a  b' ) C"  — o , (b  c' )C"  = o, 
( a c')  C"  —o , & (ab'c")  = o , fi  l’on  fe  rappelle  que 
(bd)C"  n’eft  que  la  repréfentation  abrégée  de 

fbd~  b'c)  C"  — (b  c"—  b"c)C'  -1-  (b'c"—  b"d)  C 
qui  eft  zéro , puifque  b'  = o , b"  = o , d = o , c"  = o ; on  verra 
de  même  que  (ad)C"=  o,  (a  b')  C"  = o , & que  (a  b'd)—  o. 
La  quatrième  ligne  fe  réduit  donc  à 
— (d't")çC'C"d'B" 4-  (d't") l(d< t»)CC'C“—  d'A"  bC'  C"  4-  e'A"aC'C"2, 

ou  en  extraiant  le  fadeur  commun  (d' c " ) que  nous  examine-* 
rons  par  la  fuite  , 

— c C'C"d'B"  + C (*' <f')CVC"—  d'A”  b C'C"  4-  t'A"  aC'  C"] 
Cinquième  ligne..  — (c  d' ) C " d ’B"  4-  [ (d't")  dC'C"~-  (d1/")  b C ' C " 4-  (t’/")  a C'C"] 
en  omettant  les  termes  où  refteroit  A" 

Sixième  ligne.,..  4 - (cd')C"  (d’ f")  4-  [ (d’c'').(dt')C"—  (J'f’).(bt')  C"  4-  (t'f").(at')  C"  J 
Septième  ligne...  (clf) , (d’f)  4-  (d't") . (d  t'f “)—(*/") . (b  t'/")  4-  (t'f").(at'f‘  ) = o. 

C’eft-là  l’équation  finale  en  y omettant  les  termes  affe&és  de 
d,  b't  d i a",  b",  c"  qu’elle  eft  cenfée  comprendre  ; en  forte  que  la 
véritable  équation  finale  eft 

c ( d'f" y+(d'  t") . (dt'f" )-b (t'f  ) . (d'/" )-i-a(t'f")‘=3  o. 

OBSERVATION. 
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O B S E R VA  T I O K. 

•i 

( 370.)  On  peut  parvenir  à cette  dernière  équation,  plus 
promptement,  en  tirant,  à l’aide  des  deux  dernières  des  trois 
équations  propofées,  les  valeurs  de  x 6c  y , & les  fubftituant  dan9 
la  première.  En  général , lorfque  n — : 1 des  équations  propofées 
au  nombre  de  n,  feront  du  premier  degré,  on  arrivera  plus 
promptement  à l’équation  finale , par  la  fimple  fubftitution  ; mais 
outre  que  ces  cas  d’un  calcul  plus  facile  que  par  la  méthode  gé- 
nérale aduelle , font  rares , on  voit  qu’en  même  temps , on  perd 
de  vue  le  fadeur  ( d'e" ) que  nous  avons  rencontré  ci-deffus, 

& qui  n’eft  pas  toujours  fans  utilité. 

En  effet , c’eft  une  obfervation  générale  , 6c  dont  nous  ferons 
voir  la  généralité,  que  toutes  les  fois  qu’on  rencontre  le  fadeur 
avant  la  fin  du  calcul  des  lignes , c’eft  une  preuve  que  dans  le 
cas  où  ce  fadeur  eft  égal  à zéro , l’équation  finale  eft  fufceptible 
de  fimplification  , 6c  qu’on  peut  y arrivée  avec  un  moindre 
nombre  de  coéfficiens. 

Ainfi  dans  l’exemple  aduel,  fi  l’on  avoit  (d' C)  = o,  je  dis 
que  l’équation  finale  eft  beaucoup  plus  fimple  que  celle  que 
nous  venons  de  trouver.  En  effet , fi  l’on  multiplie  la  fécondé 
des  trois  équations  propofées , par  C , 6c  la  troifième  par  e ' , ÔC 
qu  On  retranche  le  fécond  produit  du  premier , on  aura 

(d'e'Jx  -(Cf")  = o, 

qui,  à caufe  de  (d't")  = o , fe  réduit  à (Cf)  =»  0 ï 
6c  c’eft-là  l’équation  finale,  lorfque  (d'e")  =0  o. 

Quant  à ce  que  nous  avons  ajouté  , qu’on  peut  alors  parvenir  à 
l’équation  finale,  en  employant  un  moindre  nombre  de  coéfficiens,  ' 
en  voici  d’abord  la  preuve  par  le  fait. 

Si  outre  l’équation  arbitraire  B ' d' •+■  B" d"  — o,  que  nous 
avons  formée  ci-deffus,  nous  formons  cette  autre  équation 
arbitraire  B' e'  ■+■  B" e"  = o , ou  ce  qui  revient  au  même,  fi 
nous  fuppofons  £'=0,-5"*=  o;  alors  l’équation-fomme  fait 

Ss 
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voir  queC  = o ; elle  fe  réduit  donc  à 

A'  d' xx  4-  A't'xy  = o , 

4-  A"i“  4-  A"t " 

4-  A'fx  4-  C'e'y 
4-  A"/"  4 -C"t" 

. 4-  C'<f' 

4-  C"<f" 

, C'f’ 

4-  C"/"  ' . ,•  . 

t ....  - • ' 

Or  il  eft  aifé  de  voir  qu’il  réfulte  de  cette  équation  , qud 
A ==  o , 6c  A " = o ; on  n’a  donc  plus  pour  équation-fomme  f 
que  l’équation 

C'd'x  4-  C'e'y  = o, 

4-  C"  d"  4r  C"tu 

4-  C'f  . 

4-  C"f" 

& feulement  deux  coëfficiens  C 6c  C',  pour  y fatisfaire. 

Mais  les  deux  équations 

C'd'  ■+•  C"d"c=  o , 6c  C'e'  -f-  C"e"  = o , 
conduifent  à l’équation  de  condition  ( d ' e")  = o , laquelle  ayant 
lieu  par  l’hypothèfe  , il  eft  clair  qu’une  feule  de  ces  deux 
équations,  combinée  avec  l’équation  C'f  -4-  C"f"  = o , 
fijifira  pour  fatisfaire  à la  queftion. 

Or  l’une  donnera  pour  équation  finale  ( d' f" ) = o,  6c 
1 autre  ( e ' f ' ) — o ; 6c  il  eft  aifé  de  voir  qu’elles  rentrent 
lune  dans  l’autre,  en  vertu  de  ce  que  (d' e" ) = o. 

( 3 7 1 • ) Quant  à la  démonftration  de  la  propofition  , que 
toutes  les  fois  qu’on  rencontrera  le  fadeur  avant  que  d’arriver  à 
la  dernière  ligne , c’eft  une  preuve  , que  dans  le  cas  où  ce  facteur 
eft  zéro , on  peut  employer  moins  de  cocfiïcicns  ; elle  fe  tire 
de  ce  que  dès  qu’on  arrive  à la  ligne  qui  fournit  ce  fadeur , 

1 équation  que  l’on  emploie  pour  le  calcul  de  cette  ligne  , fe 
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trouvant  fàtisfaite , par  l’hypothèfe  que  ce  faéteur  eft  zéro  , on  a 
donc  une  équation  de  plus  qu’il  n’eft  néceflaire  pour  fatisfaire  à 
la  queftion  ; on  peut  donc  omettre  cette  équation  ; & alors  on 
fe  trouve  avoir  une  inconnue  de  plus  qu’on  n’en  a befoin.  On 
peut  donc  former  une  nouvelle  équation  arbitraire  , qui  fouvene 
comme  nous  en  verrons  des  exemples  , peut  être  telle  qu’elle 
permette  de  fuppofer  un  plus  grand  nombre  d’inconnues  ou 
de  coëfficiens  égaux  à zéro. 

(372.)  U n’en  eft  pas  de  même  , lorfque  le  faéteur  ne  fè 
préfente  qu’à  la  dernière  ligne , c’eft-à-dire  dans  l’équation 
finale  ; car  puifque,  par  I’hypothèfe  ce  facteur  n’arrive  qu’avec 
l’équation  finale , c’eft  une  preuve  qu’il  n’eft  pas  faéteur  commun 
des  valeurs  des  inconnues  ; que  par  conféquent  la  fuppofition  que 
ce  faéteur  eft  zéro , n’en  anéantit  aucune  , ce  qui  a lieu  au 
contraire , lorfque  le  faéteur  arrive  avant  la  dernière  ligne. 

Si  l’on  veut  un  exemple  du  cas  où  le  faéteur  n’arrive  qu’avec 
l’équation  finale , on  peut  fe  propofer  de  trouver  l’équation  finale 
réfultante  des  trois  équations  fuivantes 

a J*  + h xy  4-  e yx  4-  dx  4-  e y -4-  / = o, 
a'**  4-  Vxy  4-  c'y  * -4-  d'x  -4-  c'y  4-  f = o , 
d"x  -4-  c"y  -4-  /"  = 0, 

on  verra  qu’on  peut  réduire  les  trois  polynomes-multiplicateurs 
de  ces  équations , à 

Dx  4-  F,  D'x  4-  F',  A"x%  4-  B'xy  4-  D"x  +E"y  4-  F".  ; 

Si  l’on  procède  au  calcul  , on  ne  trouvera  aucun  faéteur 
Commun  dans  aucune  des  lignes , fi  ce  n’eft  dans  la  dernière  , 
ou  dans  l’équation  finale  qui  aura  e"  pour  faéteur. 

Si  au  lieu  de  prendre  ces  polynomes-multiplicateurs , on  prend 
ces  autres-ci  ' ■ . ' 

. 1 . rf  ....  \ 

D x 4-  Ey  4-  F,  D'x  4-  E' y 4-  F \ B"xy  4-  D"x  4-  E'y  4-  F".  * 

Et  qu’on  forme  l’équation  arbitraire  que  l’on  a droit  de  former, 

!>arce  qu’il  y a un  coefficient  inutile , on  verra  qu'aucune  des 
ignés  ne  donnera  de  faéteur  commun , fi  ce  n’eft  la  dernière 
où  l’équation  finale,  qui  aura  pour  faéteur  ( a e'). 

ftsii'.  ■ ■ } 
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Alors , ce  fadeur  n’indique  autre  choie  qu’une  folution  de  la 
nature  mentionnée  (279  6c  287  )j  il  n’indique  nullement  qu’on 
puifTe  arriver  à l’équation  finale  avec  un  moindre  nombre  de  coëffi- 
ciens,  mais  il  indique  une  autre  chofe  qu’il  eft  bon  de  faire  remar- 
quer. C’eft  qu’alors  les  polynomes-multiplicateurs  qu’on  a choifis, 
feraient  vainement  employés  à l’élimination  : je  m’explique. 

Si  dans  le  cas , par  exemple , où  l’on  emploie  les  trois  poly- 
nomes-multiplicateurs 

Dx-t -F,  D'x  -h  F'.A'Y  4-  B"xy  4-  D"x  -+-  E"y  4-  F'ry 

on  avoit  £''=>o;  c’eft-à-dire , fi  la  troifième  équation  étoit  fim- 
plement  d"x  -4-  f"  =3  o ; alors  l’équation  finale  à laquelle  on 
arriverait  avec  ces  polynomes-multiplicateurs , ferait  0 = 0, 
qui  ne  ferait  rien  connoître. 

La  raifon  eft  que  ces  trois  polynômes,  qui , plus  généralement, 
font 

J)x  -t-Ey+F,  D'x+E'y  4-  F,  A"xl  4-  £"xy  4-  C’Y  4-  D"x  4-  E"yi-F', 

n’ont  été  réduits  à la  forme  plus  fimple  que  nous  leur  avons 
donnée,  que  par  la  fuppofition  tacite  qu’il  étoit  poflible,  à l’aide 
de  la  troifième  équation , de  faire  difparoître  les  termes  Ey  & E'y 
dans  les  deux  premiers  polynômes.  Or  cette  fuppofition  qui  eft 
fondée  tant  que  e"  n’eft  pas  zéro , ne  Feft  plus lorfque  «"=>o; 
car  n’y  ayant  plus  de  termes  en  y dans  l’équation  d'x  -4-  f"  ==  o, 
elle  ne  peut  plus  fervir  qu’à  faire  difparoître  des  termes  en  x. 
Les  deux  premiers  polynomes-multiplicateurs  doivent  donc  alors 
être  Ey  -4-  F,  E'y  -4-  F'  au  lieu  de  Dx  -4-  F,  & D'x  -+-  F'  ; 
& le  troifième  fera  B"xy  -+-  C"y  -4-  D"x  -4-  E"y  -f-  F". 

Au  refte,  cela  n’empêche  pas  , aue  fi  après  avoir  calculé* 
l’équation  finale  avec  les  polynômes  tels  que  nous  les  avions  pris 
d’abord , on  extrait  enfuite  le  fadeur  d' , cela  n’empêche  pas  ; 
dis-je,  que  l’autre  fadeur  ne  foit  la  véritable  équation  finale., 
La  véritable  équation  finale  n’eft  dans  le  cas  d’échapper  à cette 
forme  de  polynomes-multiplicateurs,  que  lorfqu’avant  de  pro- 
céder au  calcul,  on  a exprimé  dans  l’équation  d'x  -4- d'y  -4-^"=  o,- 
la  condition  que  e"  = o ; c'eft- à-dire  , quand  on  remploie 
comme  d'x  -4-  f"  = o. 

Un  raifonnement  femblable  s’applique  au  cas  où  l’on  a 

Cac>)  e=  o. 
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On  voit  donc  que  lorfque  le  fadeur  n’arrive  qu’avec  la  der- 
nière ligne  , fon  ufage  eft  de  faire  connoître  que  dans  le  cas  où 
les  coëfficiens  des  équations  propofées  auraient  la  relation  ex- 
primée par  l’équation  que  l’on  aurait  en  égalant  ce  fadeur  à 
zéro , la  forme  adoptée  pour  les  polynomes-multiplicateurs , ne 
peut  convenir  à ce  cas,  & qu’il  faut  en  prendre  \me  autre, 
ce  qui  eft  toujours  facile. 

( 3730  Suppofons  maintenant  qu’on  demande  l’équation 
résultante  de  l’élimination  de  * & y , dans  les  trois  équations 
fuivantes 

+ d =3  0, 

a!  xy  + y X 4-  c'y  -t-  d’  = o , 
a"xy  4-  b"x  -h  c"y  4-  d"  = o. 

Je  prendrai  donc  ( tout  Amplement , pour  polynômes^ 
multiplicateurs,  trais  polynômes  de  la  forme  fx’ , 

Mais  fi  nous  appliquons  à ce  polynôme  les  mêmes  raifonne- 
mens  qui  ont  été  faits  ( 3 yp  ) , nous  verrons  que  nous  pouvons 
en  fupprimer  les  dimenfions  4 , 3 & 2 ; parce  que  chacun  de 
leurs  coëfficiens  fe  trouverait  =*  o.  Donc  le  polynome-multi- 
plicateur  le  plus  fimple , pour  chaque  équation  , fera  de  la  forme 

(x'y  y1)1-  ....  » 

Préfentement,  le  nombre  de  coëfficiens  inutiles  eft  1 ; parce 

3u’à  l’aide  des  deux  dernières  équations , on  peut  toujours  faire 
ifparoître  un  terme  dans  le  premier  polynôme,  & cela  fans  en 
introduire  de  nouveau*  *. 

Multipliant  donc  chaque  équation  par  un  polynôme  de  la  forme 
Ax  -b-  B y -+•(?,&  ajoutant  les  trois  produits,  j’aurai  poux; 
(équation-fomme  une  équation  de  cette  forme 

A a x'y  + xy'  s:  o , 

4;  A b x*  4-  A c xy  <&_  B c y* 

4-  JB  b 

4-  Ca  ..... 

4-  AA»  + B dy 
4-  Cb  4-  Ce 

4-  Cd 


* Si  on  avoit  pris  ta  forme  (** ,}'  )'  pour  celle  de  chaque  polynomc-multrplica- 
teur  , on  auroit  trouve,  en  raifonnam  comme  on  l'a  fait  ( y 9)  , que  cette  forme 
peut  être  réduite  à (x',  y'  )'  avec  une  équation  arbitraire  (Uns  l'équation-fooùlkr, 
ce  qui  «‘accorde  avec  ce  que  nous  dtfons  actuellement. 
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Et  à cau(e  du  coefficient  inutile , je  forme  l’équation  arbitraire 
A c A' c'  - A "c"  = o , ou  B b -4-  B'b'  -+-  B"b"  = o , 
ou  C a ■+■  C'  al  -+-  C"d'  — o , ou  &c.  Je  m’arrête  à la  première  ; 
& j’obferve  qu’avec  les  deux  équations  que  donneront  les  termes 
x'y  & x * , dans  lefquelles  il  n’entre  auffi  que  les  coëfficiens 
A,  A\  A" , j’arriverai  à laconclufion  A = o,  A'=  o,A"  — o.  Je 
n’ai  donc  véritablement  à calculer  que  la  valeur  de  B B B"C  C'C". 
Parcourant  donc  fucceflivement  les  termes  xy',  xy,y'}  x ôcjy, 
& celui  fans  x ni  y,  j’ai  comme  il  fuit  : 

Première  ligne aB'B"C  CC 

Seconde  ligne (a  V)  B"C  CC"  + aB'B"aCC' 

. Troifième  ligne.  ...(a  b'c"  ) C CC  -+-  (ac<)  B" a C'C" 

Quatrième  ligne...  ( a b'c"  )bCC'  — ( ac‘)  B"  (ab')C' 

Cinquième  ligne. ..  ( a b'c" ) .(  b c’)C  — ( a<?d")  .( a B ) C” 

en  rejettant  le  terme  où  relierait  B"  qui  ne  peut  plus  avoiç 
d’influence  fur  l’équation  finale. 

Sixième  ligne ( ab'  c"  ) .(  bc'd"  ) — ( a.  c‘d").(tt  b'd"  ) = o, 

c’eft-Ià  l’équation  finale. 

( 3740  Si  l’on  fuppofe  que  a, b,  c,  d foient  relpeâivement 
de  0,1,1  & 2 dimenfions  en  £ ; & qu’il  en  foit  de  même  de 
a'yb'yc'd',  & de  a" y b",  c",  d"  ; on  voit  donc  que  l’équation 
finale  en  ^ , fera  du  degré  o+i  + i + i+  i + î,  c’eft- 
à-dirç  , du  degré  6.  Or  les  trois  équations  propofées , feraient  t 
dans  tout  leur  développement,  de  la  forme (xl,yx,  )x  — a r 
lefquelles  doivent  en  effet  ( 62  ) conduire  à une  équation  finale 
du  degré  6. 

(375  0 Suppofons  à préfent  trois  équations  de  la  forme 

a x*  -*r  b xy  <=3  o t, 

H-  ex  d y 

*+■  c 

On  peut  prendre  d’abord  pour  forme  de  chaque  polynôme» 
Riultiphcateur  4 le  polynôme  ( x* , y1  J*.  Mais  en  raifonnantj 

. .....  • ».  ....  . 1 J 


Digitized 


ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  327 

comme  il  a été  fait  ( 3 4P  & fuiv.  ) , on  verra  qu’on  peut  ad- 
mettre la  forme  plus  fimple  (x* , y) puis  la  forme  encore  plus 
fimple  (x',y)',  & enfin  ( x% ) ' la  plus  fimple  de  toutes. 

Le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  fera  zéro  , parce  qu’on  ne 
pourroit  entreprendre  d’en  exclure  aucun , dans  cette  forme , fans 
en  introduire  de  nouveaux. 

Concevons  donc  qu’on  multiplie  chaque  équation  , par  un 
polynôme  de  la  forme  Ax'~t-Sx-bC,  l’équation-  fomme 
fera  de  la  forme 

+ A b x*  y = o, 

•4 - A c x*  •+•  Ad  x%y 
*f*  B a "t“  B b 

•h  A ex%  B d x y 
4-  B c -+■  C b 
•+■  C a 

■4 - B ex  -H  C d y 
■h  Ce 
■+-  Ce 

On  aura  donc  comme  il  fuit  : 

Première  ligne*  • . . a A'  A" 

Seconde  ligne. . . . (e  b'  ) A " B B ' B'’ 

Troiûcrrte  ligne  . . . i*  b'  g"  )B  B'  B"  — < mb'  > A • * Ji  ’M'1 

Quatrième  ligne....  [ ( « b 1 c " ) b B B T — (a  b d )a  B B ” -f-  (ab‘ ) A"(a  b ) B C C' CM 

Cinquième  ligne.  . * {imbC^bc )B"—  (éb‘é,,%(êc  )B"  i,*b'  e"  )>(ab'  )B"\CC'C"  + l(ab'  c',)bB'B,—(ob'(^)aB'B"’laC,Ç, 

En  rejettant  les  termes  où  refteroit  A"  qui  ne  fe  trouvant  plus 
dans  les  équations  fuivantes , ne  peut  plus  avoir  d’influence  lùr 
l’équation  finale. 

fcxiime  ligne Uttc'Uhci’)  — 

— t ut  t'i.dt'iî'- «ivi.hoî" ,+(abt  ,).(tb  )B"]bC  c" 

En  rejettant  les  termes  où  refteroit  B' B"  qui  ne  peuvent  plus 
avoir  d’influence  fur  l’équation  finale. 

Septième  ligne.  . ..  [ ( a&e  " J.(i e'd’’}  — (ab  d Udc'd)  + )]#C'C" 

[ ( « Vc").{ b ce" J — (e  b'd  ).(ecY  ) 4*  (e  b1/'  Me b'c  ,fJ  J b C1  C 

En  rejettant  les  termes  où  refteroit  B". 
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Huitième  ligne  ...  t(a  lV).(lc'ai—  (•  WM»«V7+(»»VU«W)1  (cd’)C'  + [(*l’c'’).(HV)  — («t'i'I-Ce  <V)3  («<’)<.’* 
— [(aie  )^lc»')—  (fl»Vy).(*c'«')+(fllc")^«i'«'))(K  )C" 

Neuvième  ligne  ou  équation  finale 

t(fl»c"W»ci“)«.[«W”W»«a')+t(<i*e>(-«W")].(«a'e")+tUl'«-M»<,e'J  — (« W').<«4,e’> Wfli'e*)  ■»  _ 

• — [(flic"). (Ice’l  — Ub'i"). («i'r"|  + (i»'c'|.H*'>')).CK't,ll  ■* 

• Equation  dégagée  de  tout  fâûeur  fuperflu. 

- ( 376.)  Si  l’on  fuppofe  que  les  trois  éauations  que  jufqu’icî 
nous  avons  mifes  fous  la  forme  d’équations  à deux  inconnues,  foient 
dans  leur  développement , de  la  forme  ( x',  y',  ■£  ) = o ; on  fait, 
par  ce  qui  a été  dit  ( 62  ) , que  l’équation  finale  doit  être  du  degré 
8 — 1=7;  c’eft  auffi  ce  que  donne  l’équation  à laquelle  nous 
venons  d’arriver  ; car  alors  les  dimenfions  de  a,  b , c , d , e font 
refpe&ivement  de  o , o , 1 , 1 , 2 ; il  en  eft  de  même  de 
a!,  b',  d,d,e'  , 6c  de  a",  b",  c",  <T,  e",  d’où  il  eft  aifé  de 
conclure  que  chaque  terme  de  l’équation  finale  ci-defTus , comme 
( ab'c")  . (b  c' d" ) .( c d' e" ) , 
eft  de  la  dimenfion  o + o + i + o -Hi-f-i-+-i-4-i-H2  = 7c 

Si  les  trois  équations  en  x,y  6c  r font  delà  forme  [x,(y,  \)’T i 
alors  ( 131  ) l’équation  finale  doit  être  du  quatrième, degré.  C’eft 
au  (fi  ce  que  donne  l’équation  finale  ci-deffus  ; car  alors  a,b,c,  d,e. 
font , refpe&ivement,  des  dimenfions  o,  o,  1 , o,  1 ; il  en  eft  de 
même  de  d , b1 , d , d! , e',  6c  de  a",  b"}  c",  d",  e"  ; donc  chaque 
..  . terme  de  l’équation  finale  ci-deffus  , eft  de  la  dimenfion 
0-+-0-+-  i-f-o-4-  1 •+-  o -f*  1 + o + 1 = f , 

(3770  Nous  avons  (3206c  321)  donné  l’équation  finale 
en  x réfultante  de  trois  équations,  de  la  forme  [jc,  ( y , ' ]’  = o ; 

< j ■ mais  nous  avons  dit  que  l’équation  finale  en  y ou  en  1,  trouvée 

par  la  même  méthode , offrant  plus  de  complication  , nous  la 
donnerions  ailleurs,  par  une  méthode  plus  (impie.  L’équation 
finale  ci-deffus , la  fournit  la  plus  (impie  qu’il  eft  poffible. 

En  général , fi  les  trois  équations  propofées , font  de  la  forme 
[ ac , (y , •{)  ' ] * = o ; en  les  mettant  fous  la  forme  d’équations  à 
deux  inconnues , il  ne  s’agira  , pour  avoir  l’équation  en  jc  , que 
de  trouver  l'équation,  de  condition  réfultante  de  ces  trojs 

équations 
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a y -¥•  b ^ •+■  c — o , 
a! y -t-  b\  -+-  c'  — o, 
a» y -+-  V\  -4-  c"=~  o, 

qui  eft  ( a Pc")  = o.  Ainfi  tant  que  deux  des  Inconnues  ne 
paiïeront  ni  enfemble  ni  féparément  le  premier  degré , l’équation 
finale  pour  la  troifième  inconnue  fera  très-facile  à déterminer. 

Quant  à l’équation  finale  par  rapport  à l’une  ou  à l’autre  des 
deux  autres  inconnues , on  mettra  les  équations  fous  cette  forme 

( *\y')'=  °- 

Alors  railonnant  comme  dans  l’exemple  précédent , on  trou- 
vera que  pour  arriver  à l’équation  finale,  les  polynomes-muld- 
plicateurs  les  plus  fimples  que  l’on  puilTe  employer , font 

( x ) poux  1a  première  équation  , 

r + r'*—  x . 

( x ) pour  la  fécondé , 

, t -t-  t'  — A 

( x ) pour  la  troifième  ; 

c’eft-à-dire , qu’ils  ne  feront  fon&ion  que  d’une  feule  des  deut 
inconnues. 

(378)  Suppofons  aéhiellement  que  les  trois  équations  pro- 
pofées , mifes  tous  la  forme  d’équations  à deux  inconnues  , font 
de  cette  forme  ( x , y ) * =»  o. 

Le  polynôme  - multiplicateur  de  chacune  peut  (jyo)  Être 
réduit  à la  forme  fx , y J‘ , 6c  même  ( 3 $■  1 ) à la  forme  ( xt,y'Jti 
avec  une  équation  arbitraire  dans  telle  dimenfion  que  l’on 
voudra. 

Concevons  donc  que  les  trois  équations  propofées  font  de  cette 
forme 

a **  -4-  b x y -t-  c y*  = o , 

-t-  d x -t-  t y 
■+■  f 

te  qu’on  multiplie  chacune  par  un  polynôme  de  cette  forme 

A X1  •+-  B X y 
-h  £>  x ■+-  E y 
F 

Tt 
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L’équation  -Ibmme  fera  de  la  forme 


A a x*  - f-  Ab  x'y 
+ in 

A dx'  -+•  Atx*y 
D a -f-  B d 
-t-  D b 
■+■  E a 


-f-  A t x'y 1 -f-  E t x yi  = o t 
-+-  E b 

-t-  Bcxy'-b-  tic  y*. 

■+■  De 
-+-  £* 


-t-  A f x' + Bfxy  -4-  £ey* 
-f*  i)  rf  -t-  D e -f-  E t 

■+■  Fa  + E d 
-t-  Fb 


-t-  Dfx  -I-  Efy 
-t -FJ  + fe 


-4-  F/ 

Le  nombre  des  coëfficiens  inutiles  étant  t , & ce  Coefficient 
pouvant  être  pris  dès  la  première  dimenfion  , je  forme  l’équation 
arbitraire  B a -h  B’ cl  -b-  B" a!’  = o ; je  pourrais  faire  beaucoup 
d’autres  fuppofitions  , mais  je  préféré  celle-ci  qui  eft  une  des  plus 
propres  à amplifier  le  calcul. 

La  que/lion  eft  donc  réduite  à calculer  la  valeur  de 
A A'  A”  B B'  B"  D D' D"  E E'  E"  F F'  F". 

Comme  nous  avons  donné  jufqu’ici  un  allez  grand  nombre 
d’exemples  de  la  manière  de  faire  ce  calcul,  nous  ne  le  détaillerons 
pas  pour  l’exemple  a&uel  : nous  le  pourfuivrons  feulement  jufqu’au 
calcul  de  la  ligne  qui  manifcftera  le  fadeur  de  l’équation  finale  ; 
& nous  donnerons  feulement  le  réfultat  du  relie  du  calcul. 

Parcourant  donc  fucceffivement  les  équations  fournies  par  les 
termes  x* , x' y , l’équation  2?a  -+-  B' a'  ■+■  B" a"  = o,  & celles 
fournies  par  les  termes  x'y'  S*,  xy  nous  aurons  comme  il  fuit  • 

Première  ligne. . . a A' A" 

Seconde  ligne....  ( a b')  A"  B B'Bn 
Troifièrae  lig ( a b’  ) A"  a B1  B" 

Quatrième  lig... — (a  b’c")aB'B"  ■+•  ( a b'  )A"  ( a b'  ) B” 

Cinquième  ligne.  . f — ( a b‘c"j.(a  c')B"  — (a  b')A"(a  b'c")  ] D D'D",&ici 

On  voit  donc  que  toutes  les  lignes  fiiivantes  auront  pour 
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ftdeur  commun  la  quantité  (a  b'c"),  laquelle  fera  par  conféquent 
fadeur  de  l’équation  finale.  Détachant  donc  , pour  plus  de  fim- 

£licité,ce  fadeur,  il  refte  à calculer,  à l’aide  des  termes  x’,  x‘_y,  &c. 
l valeur  de 

— [ (ac')B”  4-  (a  b'  ) A"  ] D D’ D"  E E'  E“  F F'  F" 


que  l’on  trouvera  donner  l’équation  finale  fuivante  ( A ) 


4.  — («  «f  V)3  + (««'<")*—  — («//")*—  (ci fi’Hdt’f"  »] 

— ;(«*'«••).[  («|/Y')—  (4*/‘)  4-  (ac'iT  ).(tcfi  — laïi‘,Hcdt)l.U*t't,Uit'  fi  4-  («c/").(c  <(/')] 
4-  [M4/">-[<*tY')4-(<ic,S<)]  — («SY'MW/’I  — («t/’),]-C(»c,ar).(c«/’')  — (»c'c''M»«/")4- (»'/')*] 

— UatYUUf)—  <«»/“>•(«  efi  — CVd'McJfi].  t <«'*  ').(  c e/  ) 4-  («c/'W»c/")—  U 

+ 4-(cc'Y  )]  — (aef  ).(«»/")  — ( a»'/'K»c/")  ].  [ ( c c/" ).(  » ce" ) — ( • c/"  J.(  4 c/" ) ] 

4-  ( ( « cYJ.t  « e/"  ) — ( « c/-  ) * — ( 4 hiH  Ctf)i  ({«</”)'-(<  c«").(  e e/1'  ) J 

4.  [U4c’J.(ilc/')4-(‘ica'Miic/'  )— («4V"M»c/")  ].  t (»*/'>•!  c «/”)  4-  < «A*  M « e/)  — ( *c/).(  c if/'  )] 

4-  (a»V,M«e/").t(a4/,Matr)-'(a»^(rfa/”)  — («c^Ma^T)! 

— (a//"  ).(c«Z ').[  (a  iV'J.(ac/')4-  (acVJ.tac'e”)  — (aW).(»cV)  ) 

c’eft  l’équation  finale  réfultante  de  trois  équations  à trois  in- 
connues , quelque  foit  d’ailleurs  le  degré  de  ces  trois  équations  , 
pourvu  feulement  que  deux  des  inconnues  n y pafient  pas  le 
fécond  degré. 

(3790  Nous  obferverons  , que  dans  le  calcul  de  cette 
équation , lorfqu’on  arrive  à la  huitième  ligne , on  trouve  encre 
autres , les  termes 

( a b'  e"  ) . (ac'  ) D"  — ( ac'  e"  ) .(aV  )D». 

Au  lieu  de  ces  deux  termes  , nous  avons  fubftitué  (a  b'd'  ).(a  d)D"i 
fondés  fur  ce  que  ( 221  ) l’on  a 

(a  de!')  .(ab1)- (a  Ve")  .(ad)  + (a  b'd')  .(ad)  = o. 

Cette  fubflitution  fait  naître  dans  le  calcul  de  la  onzième  ligne, 
le  terme  (a  b'd')  . (a  de")  qui  n’étant  autre  chofe  que 

' (a  b'c")  [ (a  d —a'e  )d'  — (ad' — a"e )d+  (a'd'  — d'd)  e ] 
eft  évidemment  = o. 


(380.)  Si  l’on  fuppofe  c = d = d' *=  o ; alors  chaque 
quantité  comme  ( a b'  d')  , (ad  d")  , ( c d' d' ) , &c.  dans 

Ttij 
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laquelle  entre  c ou  c1  ou  c//,  fera  = o. 

Concevons  qu’on  anéantifle  d’abord  dans  l’équation  ( A)  ei- 
de (Tu  s tous  les  termes  où  l’une  quelconque  des  quantités  c , ou  c*, 
ou  c* , doit  monter  à plus  d’une  dimenfion  : alors  l’équation 
fera  réduite  à 

[ (a  Je" ).(a Ve")  — (a  b'J').(bJe")  — (a Vf"). (a Ve")  ] . (b c‘e").(def")  = a , 

— [(aJf")(aVe")  — (aVd").(bd'f')  — (abf")‘]  (be'e").(be'f" ) 

[ (aef").(aVe")  - (MVJ').(be’f")  ] . (aef») . (b  e‘e") 

Maintenant  il  eft  clair  que  le  premier  membre  dé  cette  équation 
eft  zéro,  par  la  fuppofition  de  c — </=<:' = o.  Mais  comme 
toute  l’équation  a pour  faveur  ( b d d‘ ) , il  eft  clair  qu’on  a 
auffi  ( B ) 

l(aJe").(aVe")  — (aVJ').(bJe")  — (aVf").(aVc")).  (dt<f")  = O ; 

— [ (a  Jf").(aVe")  — (a  Vd" ).(b  Jf" ) — (a  Vf"  • (b  ef"  ) 

«+•  l (ae'f").(ab’e")  —(aVd").(b  e>f")  ] (aef") 

Equation  qui  en  changeant  éenc,  e en  d,f  en  e , revient  en- 
tièrement à celle  que  nous  avons  donnée  ( 37$ ) ; & il  eft  aifé 
.de  voir  que  cela  doit  être  en  effet. 

( 3 8 l • ) Si  dans  l’équation  (B)  on  fuppofe  a = cl  = a!'  =oy 
& qu’on  anéantifle  de  même  d’abord  , les  termes  ou  les  quantités 
a,  a',  a",  doivent  monter  à plus  d’une  dimenfion  , on  aura 

— (a  Vd"  ) .(b  Je")  . (de'f"  ) ( a Vd") . ( b e'f  ) . (b  Jf"  )=s»t 

ou,  en  fupprimant  le  faâeur  ( a b'ct'  ) , on  aura(C) 

( b e'f"  ).(bJf"  ) — ( b d' e"  ) . ( d Vf")  = o. 

Equation  qui  eft  la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée  ( 373  ), 
en  changeant  b en  a , d en  b , e en  c,  & / en  d\  6c  cela  doit 
/être  en  effet. 

( 3 8 2 . ) Si  dans  l’éouation  ( C)  on  luppofe  b=b'=  b"  = o y 
& qu’on  fupprime  d’abord  feulement  le  terme  où  b , b',  b " 
pafferoient  la  première  dimenfion,  on  aura  — (b  d’e!).(ddf")  — 0, 
ou  fupprimant  le  fà  fleur  — (b  d'd'  ) , on  aura  ( d d f"  ) = o ; 
p’eft  en  effet  l’équation  de  condition  que  donneroient  les  trois 
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équations 

dx-hey-bf  = ot 
d' x -+-  c'y  -+-  f = o , 
d"x  -4-  t"y  -4-  /"  = 0. 


( 585-)  Examinons  préfentement  le  fâ  fleur  f a £V' ^ que 
nous  avons  trouvé  dans  le  calcul  de  l’équation  ( A ). 

Ce  fafleur , ainfi  que  nous  en  avons  déjà  prévenu , n’indique 
qu’une  folution  particulière , de  la  nature  de  celles  que  nous  avon9 
fait  connoître  ( 275)  & 287  ). 


En  effet  fi  l’on  conçoit  qu'à  l’aide  des  deux  dernières  des  trois 
équations  propofées  , on  détermine  les  valeurs  de  yx  & de  xy  , 
& qu’on  les  fubftitue  dans  la  troifième  pour  en  conclure  la 
valeur  de**,  on  trouvera 

(a Ve") a*  -|-  )x  H-  ( hft")y  (i  c‘f" ) = oi 

Concevons  maintenant  qu’on  fubftitue  cette  valeur  de  **  dans 
l’une  quelconque  des  trois  équations  propofées , je  dis  qu’elle 
fatisfera  à toutes  les  trois  dans  le  cas  où  fa  b' d1)  = o. 

En  effet,  dans  ce  cas  on  a 


(hc‘d")x  -+.  (hc<t*)y  -4-  (te'/")  = o. 


'&  par  conféquent  **=-£-;  cette  valeur  fubftituée  dans  chacune 
des  trois  équations  propofées  , y fatisfait  donc  ; c’eft  donc  une 
folution  de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  fait  connoître 
< 275  & 287  ). 


( 3840  Mais  fi  (ab'c"  ) = 6,  n’indique  d’autre  folution 
que  celle  que  nous  venons  d’expofer , c’eft  en  même  temps  ( j7û  ) 
le  ligne  que  dans  ce  même  cas  de  ( a b'c" ) = o , on  peut  arriver 
à l'équation  finale  avec  un  moindre  nombre  de  coëfficiens  , 
puifque  ce  fa  fleur  s’eft  préfenté  , dans  le  calcul  des  lignes,  avant 
qu’on  foit  arrivé  à l’équation  finale. 

En  effet  , fi  en  vertu  de  cette  confidératiort , On  forme 
une  nouvelle  équation  arbitraire  ; par  exemple  , l’équation 
B b -+-  B' b'  -4-  B"  b"  = 0,  outre  l’équation  arbitraire 
P a -4-  B' a'  - 4-  B "a"  s*=  0 , qu’on  avoit  formée  lors  de  1a 
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folution  générale  ; on  verra  qu’avec  l’équation  fournie  par  le 
terme  xy 1 de  l’équation-fomme,  on  fera  conduit  à fi=o,  B'=  o, 
B"=  o ; & fi  l’on  procède  au  calcul  de  AA' A" D D'D"EE'E"FF'F"t 
on  verra  que  quoiqu’on  ait  un  coefficient  de  moins  qu’il  ne  relie 
d’équations , néanmoins  on  làtisfèra  à l’élimination , parce  que 
des  trois  équation» 

Aa+A,a,+A"a,'=io,  A b + A'b‘ -i-A"b"  =1  o,  Ac  + Ac'+A"c"  = a 

que  donneront  les  termes  ac4,  x’y,  x'y' , l'une  a toujours  lieu  , 
quand  on  fijppofe  fab'c4)  = o;  ou  ce  qui  revient  au  même  , 
l’équation  de  condition , à laquelle  elles  conduifent , eft  précifé- 
.ment  ( a b' c" ) = o. 

, Ainfi  pour  arriver  à l’équation  finale  convenable  à ce  cas  , 
avec  le  moindre  nombre  de  coëfficiens  poffible , on  prendroit  troi* 
polynomes-multiplicateurs  de  cette  forme  A x'-\~  Dx-h  Ey  ■+■  F, 
6c  en  procédant  au  calcul  des  lignes , on  omettrait  l’une  des 
trois  équations 

Aa-hA'a'-hA"a"  = o,  A b + A'b' -h  A"b"  = o , Ac+  A'c'+A"c"  =.  o. 

Au  relie , nous  examinerons  plus  généralement  ce  facteur , par 
la  fuite. 

(3850  En  terminant  ce  qui  concerne  les  trois  équations  que 
nous  venons  de  confidérer , nous  préviendrons  fur  une  appa- 
rence de  folution  plus  fimple  qui  pourroit  peut-être  s'offrir  à 
quelques  Lecteurs. 

Si  l’on  conçoit  qu’à  l’aide  des  trois  équations  propofées  , on 
en  forme  trois  autres , telles  que  chacune  ne  renferme  qu’une  feule 
<3es  trois  quantités  x*}  xy  &c  y‘,  on  aura  les  trois  équations 
Juivantes 

(aV<?‘ ;*•  •+-  (bc‘d")x  (be’e")y  + (bAf")  =s  o , 

( a b'c")  xy  — (ac'd")x  — (ac'e")y  — (at'f")  = o, 

(a  b'c")  y'-  ■+■  (a  b'd")  x ■+■  (ab’t")y  ■+■  (a  b'/")  = o, 

qui  ; dans  le  cas  de  (a  b ' c " ) = o , deviemient  ces  trois  autres 

(bc'd")x  ■+■  ( b c‘e"  } y -t-  (bc'f")  =o, 

(ac‘d"Jx-t-  (ac‘t"Jy-+-  (ac’f")  = o, 

( ab'c"  jy  -H  (ab’f")  =o,  , 
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é’où  il  fembleroit  qu’on  peut  arriver  à l’équation  finale,  dans  ce 
cas  de  (a  b'c" ) = o , bien  plus  Amplement  que  ci-deffus , puif- 
qu’il  ne  s’agit  que  de  fubftituer  dans  lune  de  ces  trois  équations  , 
les  valeurs  de  x & y fournies  par  les  deux  autres. 

Mais  cette  folution  feroit  illufoire , & conduiroit  à une  équation 
identique. 

En  effet , des  deux  premières , par  exemple  , on  tire 
Or  il  eft  facile  de  voir  par  les  Théorèmes  donnés  (221),  que 

( tc'J").(ac'e " ; — (ac'd").(  ic'e")  = o, 

8c  as'»")  — (tc'e").(ac'f")  =a  o. 

Il  en  feroit  de  même  pour  l’équation  oui  donneroit  la  valeuf 
de  y.  Il  en  feroit  de  même  auffi  en  comDinant  la  première  de 
ces  trois  équations  avec  la  troifième,  ou  la  fécondé  avec  la 
troifième.  Donc  de  ces  trois  équations , l’une  étant  fuppofée  avoir 
lieu , les  deux  autres  n’en  font  qu’une  répliqué.  Donc  ces  troi9 
équations  n’expriment  rien  de  plus  pour  la  queftion  que  ne  le 
feraient  deux  d’entr’elles. 

Réflexions  fur  le  facteur  qui  affecte  l’équation  finale 
trouvée  par  la  féconde  méthode. 

( 3 86-)  Dans  la  première  méthode  que  nous  avons  donnée 
pour  arriver  à l’équation  finale , il  ne  peut  jamais  fe  préfenter  de 
facleur  qui  puiffe  altérer  le  degré  de  l’équation  finale.  Le  facteur 
ou  les  fadeurs  qui  affe&eront  cette  équation  . ne  peuvent  jamais 
être  que  des  fondions  des  coëfficiens  donnés  des  équations 
propofées  : 6c  ces  fadeurs  ont , comme  nous  l'avons  vu  , l’ufage 
important  de  faire  connoitre  les  cas  où  l’équation  eft  fulbeptible 
d’abaiffcment. 

Dans  la  fécondé  méthode  , c’eft-à-dire,  lorfqu’on  veut  pro- 
céder à l’élimination , en  donnant  aux  équations  la  forme  né- 
ceffaire  pour  préfenter  une  inconnue  de  moins  qu’il  n’y  a 
d’équations , lcquation  de  condition  à laquelle  on  arrive  , eft 
très-rarement  fans  fadeur.  Et  comme  les  coëiEciens  des  différentes 
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Incertain  , comme  l’eft  la  méthode  des  divifeurs  commenfurables , 
niais  par  un  procédé  alluré.  En  voici  un  qu’on  peut  employer 
généralement. 

( 388-)  Dans  le  procédé  que  nous  avons  donné  , nous 
avons  toujours  un  certain  nombre  d’équations  arbitraires  à for- 
mer , outre  celles  qui  réfultent  de  l’anéantiffement  des  termes 
de  l’équation-fomme.  Comme  ces  équations  arbitraires  peuvent 
toujours  être  choifies  de  plufieurs  manières  différentes  , il  eft 
clair  que  les  variations , dans  ce  choix , introduiront  des  variations 
dans  le  facteur  fuperflu , par  conféquent  dans  l’équation  finale 
apparente  : en  forte  que  cette  dernière  peut  toujours  être  regardée 
comme  compofée  de  deux  fadeurs  dont  l’un  qui  eft  la  véritable 
équation  finale  cherchée , ne  varie  pas  avec  les  équations  arbi- 
traires ; & l’autre  au  contraire  qui  eft  le  fadeur  fuperflu  , varie 
avec  ces, équations  arbitraires. 

Il  fuit  donc  de-là  que  fi  après  avoir  calculé , félon  le  procédé 
de  notre  fécondé  méthode , l’équation  finale  apparente  , on  cal- 
cule de  nouveau  cette  équation , par  le  même  procédé  , mais  en 
changeant  quelques-unes , ou  l’une  feulement  des  équations  arbi- 
traires , on  aura  deux  équations  finales  apparentes , lefquels  au- 
ront, pour  fadeur  commun , l’équation  finale  véritable.  Il  ne 
fera  donc  plus  queftion  que  de  chercher  le  plus  grand  commun 
divifeur  de  ces  deux  équations  finales  apparentes. 

( 3 8 9-  ) Mais  comme  le  calcul  de  l’équation  finale  apparente  , 
eft  déjà  par  lui-même  un  travail  affez  confidérable , il  faut  éviter  , 
s’il  eft  pofiible  , la  néceflité  de  le  faire  une  fécondé  fois.  Or  c'eft 
ce  que  ron  peut  toujours,  en  obfervant  ce  qui  fuit. 

En  procédant  au  calcul  des  lignes  pour  arriver  à l’équaoon 
finale  apparente , on  formera  une  équation  arbitraire  de  moins 
qu'on  n en  a en  tout  à former  ; fit  l’on  calculera  jufqu’à  la  der- 
nière ligne  exclufivement  , comme  fi  cette  équation  arbitraire 
n’avoit  pas  lieu. 

Pour  procéder  au  calcul  de  la  dernière  ligne  , c’eft-à-dire , de 
l’équation  finale  apparente , on  formera  alors  la  dernière  équation 
arbitraire;  maison  la  formera  de  deux  manières,  & employant 
fucceffivement  chacune  de  ces  deux  équations  arbitraires , pour 
Je  calcul  de  la  dernière  ligne , on  aura  les  deux  équations  finales 
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apparentes , dont  la  véritable  équation  finale  eft  fadeur  commun. 

( 3 90.)  Par  exemple  , dans  le  calcul  que  nous  avons  fait  (378) 
dé  l’équation  finale  réfultante  de  trois  équations  de  cette  forme 
( x,y )’  = o,  nous  avons  pris  pour  équation  arbitraire  , l’é- 
quation B a ■+-  B' a'  -4-  B" a"—  o , mais  nous  l’avons  employée  dès 
la  troifième  ligne. 

Mais  fi  le  fadeur  que  nous  avons  vu  être  ( a b'c" ) , ne  le  pré- 
fentoit  pas  dans  le  cours  du  calcul  aulfi  facilement  que  nous  l’a- 
vons vu , je  procéderois  au  calcul  des  lignes  en  parcourant  fuc- 
ceflivement  les  termes  x*,  x'y,  xy' , x'y , &c.  jufqu  a 
l’avant  dernière  ligne  inclufivement , êc  fans  avoir  aucunement 
égard  à l’équation  arbitraire. 

Arrivé  à ce  terme,  j’emploierois  l’équation  arbitraire 
B a - 4-  jB'û'-H  B" a"  = o pour  avoir  une  première  équation  finale 
apparente  ; puis  j’emploierois  avec  la  même  avant  -»  dernière 
ligne,  une  autre  équation  arbitraire,  pour  avoir  la  fécondé  équa- 
tion finale  apparente.  Alors  il  eft  évident  qu’au  lieu  de  faire  deux 
fois  tout  le  calcul  néceffaire  pour  arriver  à l’équation  finale  ap- 
parente , on  ne  fait  qu’ajouter  au  calcul  de  l’équation  finale  appa- 
rente , le  calcul  d’une  nouvelle  ligne . 

( 39  I.)  Mais  pour  ne  pas  tomber  dans  l’inconvénient  de 
donner  à la  féconde  équation  finale  apparente , le  même  fadeur 
qu’a  voit  la  première , il  ne  fuffira  pas  toujours  de  former , pour 
le  calcul  de  chaque  dernière  ligne , une  équation  arbitraire  diffé- 
rente. Par  exemple , fi  dans  l’exemple  que  nous  venons  de  citer, 
je  prenois  pour  fécondé  équation  arbitraire  B b -+-  B'b'-\-B  'b"=Oy 
la  fécondé  équation  finale  apparente  auroit  le  même  fadeur  que 
la  première  ; fit  par  conféquent  ce  moyen  ne  feroit  pas  propre  à 
procurer  l’équation  finale  dégagée  de  fon  fadeur. 

Mais  on  préviendra  toujours  facilement  cet  inconvénient , en 
prenant  cette  équation  arbitraire , dans  l’une  quelconque  des  di- 
menfions  inférieures  de  i’équation-fomme.  Ainfi  dans  l’exemple 
dont  il  s’agit , je  prendrois , pour  équation  arbitraire  fervant  au 
calcul  de  la  féconde  équation  finale  apparente  , l’équation 

Be-y  Bd  h-  B"e"  = o. 


Digitized  by  Google 


EQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 


3S9 


Moyens  de  reconnaître  quels  font  les  co'êfficiens  des  équations 
propoféeSy  qui  peuvent  feuls  faire  partie  du  facteur  de 
l’équation  Jina.le  apparente. 


(3  92.)  Quoique  la  méthode  que  nous  venons  de  préfenter 

{iour  avoir  le  facteur  de  l’équation  finale , ou  plutôt  pour  avoir 
'équation  finale  dégagée  de  ce  facteur , puifle  toujours  être  em- 
ployée avec  lùccès , néanmoins  on  conçoit  qu’il  y auroit  beau- 
coup d’avantage  à pouvoir  déterminer  ce  facteur  indépendam- 
ment des  opérations  que  cette  méthode  exige.  Les  vues  que  nous 
allons  propofer,  nous  paroiflent  propres  à répandre  du  jour  fur  cet 
objet  ; ôc  comme  elles  peuvent  d’ailleurs  avoir  quelque  utilité 
dans  d’autres  recherches  analytiques  , nous  croyons  bien  faire  en 
les  expofant  ici. 

( 39  3*)  Comme  une  partie  de  ce  que  nous  allons  dire  , fup- 
pofe  la  détermination  de  l’expreffion  du  nombre  des  termes  au 
polynôme  [u,(x  . . .n  — 1 JB ...  n~]T  , nous  pourrions  nous 
contenter  de  donner  ici  cette  cxpreflion  , ôc  renvoyer  aux  mé* 
thodes  que  nous  avons  expofées  dans  la  première  Partie , pour 
trouver  l’expreflion  du  nombre  des  termes  d’un  polynôme 
quelconque.  Mais  ce  nouvel  exemple  de  la  manière  d appliquer 
les  méthodes  données  dans  le  premier  Livre , ne  fera  pas  luperflu. 
Nous  allons  donc  d’abord  donner  la  manière  de  trouver  cette 
expredion , ôc  donner  cette  expreffion  elle-même. 

(3  940  Nous  avons  trouvé  (7y)  l’exprefiion  du  nombre 
des  termes  du  polynôme  [ (uA,  xt)  , y . . . n ] T.  Si , dans 
cette  expreflion , on  fait  A — A=  B , on  aura 


BT  T T-B-t  . „ , T-B-t 

&L(utx)  =JV(u...n)  — Af(u.,.n ) — tf(u...n) 

, T-B- 1 B- 1 . T-B-i 

-VN(u.,.n)  —N(u)  xN(u..,n—t)  . 

Mais  comme 

T-B-l  T-B-t  T-B-t 

At(u...n)  — A r(u..,n)  = N(u...n  — 1)  , 

Vv  ij 
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on  aura  pour  expreflîon  plus  réduite, 

JV[(u,  x)B,y...nlT>  OU  tf[u,  (x.  . . n]3* 

T T-U— i B T-.B— f. 

= N(u , ,.n)  — N(u...n)  —N(u)  x f/(u.  ..n  — i) 

Maintenant  pour  avoir  l’expreflion  d e%.  .fx.  . . .n]T  , 

je  conçois  ce  polynôme  ordonné  par  rapport  à l’une  des  trois 
lettres  xiy,\  qui  entrent  dans  l’expreflion  (x  . ..  3 JB  -,  par 
rapport  à ^ , par  exemple  : & prenant  s pour  l’expofant  de  \ 
dans  un  terme  quelconque  , chaque  terme  fera  de  la  forme 
î*  C«-  ••  ( x.  ..2  )B~‘  ...n — i]T Il  s’agira  donc  de  fommer 
N [u...(x...a)B-,...n  — 1 ]T-*  depuis  r = o,  jufqu’à  s = Bm 

Or  on  a , félon  ce  qu’on  vient  d’expofer, 

ft[u.„(Xê..i)  • ••**— O = N (u . . ,n  — 1)  — N(u,.  ,n—  lÿ^  B * 

- JV  (u)B~'  x JV  (u 

dont  la  fomme  ( 70  ) depuis  s = 0,  j'ufqu  a s = B,  eft 

JV(u.,,n)  —N(u.i,n)  — A(u)  *x  N(u.  ..n—  i )T  B 

x tf(u  B *• 

( 3 9 ? • ) PQUr  pafler  de  cette  expreflîon  à celle  de 
N[u.. . (x . ...  . . . n ] T , on  concevra  de  même , ce  poly- 

nôme ordonné  par  rapport  à l’une  quelconque  des  quatre  lettres 
oui  ne  doivent  pas  paflêr  la  dimenfion  B ; Suppofons  que  ce 
ioit  ^ , par  exemple  , & concevant  le  polynôme  ordonné  par 
rapport  à ^ , un  terme  quelconque  de  ce  polynôme  pourra  être 
repréfenté  par  ç* [u ..  .(x. ..  3 )•—. . . n—  1]  *.  Il  s’agit  donc 

de  fommer  N[  u . . . (x  . . . 3jB~‘. . . n—  1 ] T—  depuis  s = o % 
jufqu’à  s = B. 

Or  félon  ce  qu’on  vient  de  trouver , on  a 

iV[u. (x.. , ihü—lj  =N(u».‘n—  \)  —N(u.,.n—  i)  ^ 
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dont  la  Comme  depuis  s — o , jufqu’à  t = B , eft 

t T-B-t  B T-B-i 

tt(u...h)  — tf(u...n)  —N(u)  xN(u...tt—t) 

*.N(u...x)3*N(u.,.n—  — }JT  *“\ 


Donc  en  général  ^ y t-b-i 

N[u.  ..(x,. . n —)  ..in]  =aff(u.,.n)  — N(u,.,n) 

B T—  fl  — t 

— A r(u...i)  x N(u...n—  t) 

fl  T-B-t  fl  . T-B-t 

N(a .%.%)  xtr(u...n—\)  —N(u...i)  xff(u...n  — i) 

B T-B-t  B T-B-t , 

«—  N(u...*)  x//(u...n  — 4)  ...*—N(u,..n—x)  xN(u...i)  * 

( 3 9 5.  ) Donc  & d’après  tout  ce  qui  a été  dit  dans  le  Livre 
premier , fi  l’on  a un  nombre  n d’équations  de  la  forme 
[a  . . . (x . . ,n  — ‘ ‘ = o , renfermant  un  pareil  nombre 

d’inconnues  , on  aura  le  degré  de  l’équation  finale  réfultante  de 
l’élimination  de  n — i de  ces  inconnues  , en  différenciant  n fois 
(le  fuite  la  quantité 

x T-B-t  B T-B-t 

A r(u...n)  —N(u...n)  —N(u)  xN(u.,.n—t  ) 

*.N(u,,.*)S*X(u...n—  — N(u...i)Bx#(u,.jt—  })*  * '.Ïïl» 

fl  ...  T-B-t 

A t (u..,n  — \)  xN(u.,.x)  ; 


Bc  làifant  varier  fucceflivement  f de  r , t"}  &c.  & B 

de  b,  b1,  b",  b1",  & c. 

(397.)  Ainfi  , par  exemple  , pour  deux  équations  on  aura 

D = tt'-(t-bJ.(t'-b') 

Pour  trois  équations,  on  aura 

(i-swr-6'wt"-»")— Kr-iMr-i")— vn-tut-v% 

Pour  quatre  équations , on  aura 

— »’(«-  but  .t'wf-ri-  »'•'  -bb’tt-tr  ut" -b"> —bb'tt-but"’ 

— »).(«■■-»')— w ii.pMr.riw  tt'it-tH'"-*')  — y y n-swr-Ms 
fit  ainfi  de  fuit?. 
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( 3 9 8*  ) C’eft  par  la  comparaifon  avec  ces  formules  que  nou* 
pourrons  eifimer  la  différence  entre  le  degré  auquel  l’équation 
finale  pourra  monter  par  la  méthode  aduella  d’élimination  , ôc 
celui  auquel  elle  doit  véritablement  monter  : & cette  différence  , 
ainfi  qu’on  le  verra , fera  connoître  la  dimenfion  du  faéleur  de 
l’équation  finale , & quels  font  les  coëfficiens  littéraux  qui  peu- 
vent feuls  entrer  dans  ce  fadeur. 

( 399.)  Après  avoir  déterminé,  comme  nous  venons  de  le 
faire  ( 397  ) , le  degré  de  l’équation  finale  réfultante  d’un  nombre 
quelconque  d’équations  de  la  forme  [ u . . .(x...n  — 1 ) b . . . ri]  ‘ = o, 
fuppofons  que  ces  équations  mifes  fous  la  forme  d’équations  à- 
n — 1 inconnues , foient  des  équations  complettes  ; alors  u étant 
l’inconnue  relativement  à laquelle  on  veut  avoir  l’équation  finale, 
les  coëfficiens  des  inconnues  x , y,[,  &c.  qu’il  s’agit  d’éliminer, 
feront  des  fondions  de  u , & de  quantités  connues  ; & ces  fonc- 
tions de  u étant  relpedivement  repréfentées , pour  leur  dimenfion 
dans  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque  équation , par p,p\p",  &c. 
feront  en  général  des  dimenfions  p q — 1,  jf  *+-  q — 1 , 
p"  *4-  q — 1 , &c.  dans  les  dimenfions  du  numéro  q , à compter 
de  la  plus  haute  dimenfion  de  chaque  équation. 

Par  exemple , dans  trois  équation»  de  cette  forme 

a x*  t x'y  H-  c x yx  -f.  dy * = o t ) 

■+-  t x'  -t-  f xy  •+-  g y* 

-4-  h x k y 
\ r*-  1 

«'**  ■+*  f'*y  •+-  g'y'^oi 

-4-  h’x  ■+■  k'y 
•+■  V 

h"x  + k"y=  o, 

r H-  l" 

Si  a , b,  c , d font  de  la  dimenfion  p ; g1,  de  la  dimenfion p'j 

h",  k”f  de  la  dimenfion  p" ; alors  e , f,  g feront  de  la  dimenfion 
P ■+•  1 ; h! , k'  de  la  dimenfion  p'  -+-  1 ; h & k feront  de  la  di- 
menfion p •+.  a ; 4.'  fera  de  la  dimenfion  p'  -+-  2 ; & enfin  l fera 
de  la  dimenfion  p -f-  3. 
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Pareillement,  fi  les  coëfficiens  indéterminés  de  la  plus  haute 
dimenfion  des  polynomes-multiplicateurs  font  refpeûivement  des 
dimenfions  P , P' , P ",  &c.  ceux  de  la  dimenfion  du  numéro  Q 
(toujours  en  comptant  depuis  la  plus  haute)  feront  refpective. 
ment  de  la  dimenfion  P -b  Q — — i ,P"-hQ" — i,ôtc. 

(4oo0  Donc,  fi  dans  une  dimenfion  de  numéro  quel- 
conque K de  l’équation-fomme , on  veut  favoir  quelle  fera  la 
dimenfion  du  coefficient  déterminé  qui  affecte  le  coefficient  in- 
déterminé de  la  dimenfion  du  numéro  Q ou  Q'  ou  Q"  de  l’un 
des  polynomes-multiplicateurs  ; fi  l’on  appelle  r cette  dimenfion 
on  aura  r-i-  P -h  Q — i — P p K — i , & par  confé- 
quent  r — p ■+■  K — Q ; d’où  il  luit  que  fi  K eft  plus  petit 
que  Q , le  coefficient  indéterminé  dont  il  s’agit , ne  fe  trou- 
vera pas  dans  la  dimenfion  du  numéro  K de  l’équation-fomme^ 
Mais  fi , pour  d’autres  confédérations  on  peut  fe  permettre  de 
feindre  qu  il  y eft , il  fera  cenfé  avoir  pour  coefficient  déterminé, 
une  quantité  de  la  dimenfion  p-h  K.  — Q.  On  trouvera  de  môme 
pour  réponfe  à Q' , Q" t ôcc,  r = p1  -4-  K — Q 
r — p"  -h  K — Q",  &c. 

( 40 1-)  Cela  pofé  , rappelions-nous  que  pour  arriver  à l’é- 
quation finale  , nous  formons  d’abord  le  produit  de  tous  les 
coëfficiens  indéterminés  reftans  dans  les  polynômes  - multipli- 
cateurs. Que  parcourant  enfuice  toutes  les  équations  fournies  tant 

Î>ar  l’anéantiflement  des  termes  de  l’équation-fbmme , que  par 
es  équations  arbitraires  dont  nous  avons  enfèigné  la  néceffité 
& l’ufage , nous  échangeons  fucccffivement  chaque  coefficient 
indéterminé  contre  le  coefficient  déterminé  qui  l’affetle  dans 
l’équation  fur  laquelle  on  opère. 

Il  fuit  donc  delà  qu’un  terme  quelconque  de  l’équation  finale 
ne  peut  manquer  d’être  le  produit  d’autant  de  coëfficiens  déter- 
minés , qu’il  refte  de  coëfficiens  indéterminés  dans  tous  les 
polynomes-multiplicateurs. 

( 401.)  D’ailleurs  la  dimenfion  de  chaque  coëfficient  déter- 
miné formant  , dans  chaque  équation  , toujours  une  même 
quantité  avec  le  produit  ou  la  puiffance  des  inconnues  dont  il 
eft  coëfficient  ; & la  même  chofe  ayant  lieu  pour  chaque 
Coefficient  indéterminé  de  chaque  polynome-multiplicateur  j il  eft 
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facile  d’appercevoir  que  dans  chaque  ternie  de  l’équation  finale  j 
la  dimenfion  totale  que  formeront  intrinféquement  les  coëfficiens 
déterminés  qui  , par  leur  produit  , compofent  ce  terme,  fera 
conftamment  la  même  pour  chaque  terme.  C’eft-à-dire,  que 
chaque  terme  de  l’équation  finale  fera  non-feulement  le  produit 
d’un  même  nombre  de  coëfficiens  déterminés  ; mais  encore  la 
fomme  des  dimenfions  particulières  de  tous  ces  coëfficiens , fera 
confiamment  la  même  dans  chaque  terme  de  l’équation  finale. 

Il  n’eft  donc  plus  queffion  que  de  déterminer  pour  l’un 
quelconque  des  termes  de  l’équation  finale , quelle  eft  fa  di- 
menfion  totale  intrinféque  ; fit  ce  fera  le  degré  auquel  la  méthode 
* actuelle  d’élimination  élevera  l’inconnue  relativement  à laquelle 
on  calcule  l’équation  finale. 

( 4°  3*  ) Prenons  d’abord  les  équations  à deux  inconnues  j 
mifes  fous  la  forme  d’équations  à une  feule  inconnue. 

Soient  A , B , C , D , ôcc. 

A',  B1,  C',  D>,  ôcc. 

les  coëfficiens  indéterminés  des  deux  polynomes-multiplicateurj 
que  nous  avons  vu  ( 34 6)  devoir  être  de  la  forme 

(X...  lj'~’  y {X  . . . I J‘-’. 

Concevant  qu’on  ait  formé  le  produit  AA' BB'CCD U,  ôcc. 
ôc  que  pour  la  formation  de  l’équation  finale  , on  parcourrç 
fucceffivement  les  équations 

A 0.  *+■  A'  0!  o y Ab  •+•  A'b'  -f-  B a •+■  B' a!  = o , ôcc. 
comme  il  ne  s’agit  ici  que  d’avoir  un  feul  terme  quelconque  de 
l’équation  finale  , on  peut  fe  borner  dans  l’ulage  de  chacune 
de  ces  équations , à l’échange  d’un  feul  coefficient  indéterminé 
contre  fon  coefficient  déterminé. 

• Suppofons  ce  que  l’on  peut  toujours  faire,  t'  < t. 

Concevons  donc  que  j’échange  fucceffivement  A , B , C,  D ) 
ôcc.  chacun  contre  fon  coefficient  déterminé  , en  employant 
fucceffivement  les  équations  fournies  parles  dimenfions  f -t-  P — 1 , 
r-4-P  — 2,  t-4-t1  — 3 de  l’équation-fomme.  D’après  ce  qui  a 
été  dit  ( 400  ) , les  dimenfions  des  coëfficiens  déterminés  qu’on 
ffibftituera  pour  échange  , feront  chacune  = p.  Et  puifque  le»1 

coëfficiens 
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coefficiens  A , B , C , D font  au  nombre  de  r',  il  en  réfultera 
donc  une  dimenfion  totale  = pt!. 

Si  à compter  de  la  dimenfion  t — 1 de  l’équation-fomme , à 
laquelle  nous  fommes  arrivés  actuellement , on  échange  fuccef- 
fivement  A'B'C'D',  ôcc.  chacun  contre  fon  coefficient  dé- 
terminé , on  verra  (400)  que  les  dimenfions  des  coefficiens 
déterminés  qu’on  fubftituera  pour  échange  , feront  chacun© 
3=  p1  -ht'  i & puifque  leur  nombre  eft  /,  il  en  réfultera  donc 
une  dimenfion  totale  = p'  t -4-  / tf. 

Donc  la  dimenfion  totale  de  chaque  terme  de  l’équation 
finale , fera  ttf’h  p't  p r7. 

Mais  d’après  ce  qui  a été  dit  ( JP7  ) , ôc  en  fàifant  attention 
que  ce  que  nous  y avons  appellé  t eft  ici  t -h p ; ce  que  nous 
avons  appellé  t!  eft  ici  t!  -h  p'  ; 6c  que  ce  que  nous  avons  ap- 
pellé b 6c  b' , eft  ici  / 6c  t!  ; on  a pour  le  degré  de  l’équation 
finale,  la  quantité 

X>  «=  (t-hp).(  •'-hp')  — (t-hp  — t).(i'  + p' — t)=s  il'  -h  p't  -h  pt'  S 

c’eft-à-dire,  la  même  que  par  la  méthode  a&ueile  d’élimination. 

<404.)  Donc  la  méthode  a&uelle  d'élimination  ne  change 
rien  au  degré  de  l’équation  finale , pour  les  équations  à deux  in- 
connues ; donc  elle  n’introduit  aucun  fadeur. 

( 4°  5*)  Venons  aux  équations  à trois  inconnues,  miles  fini* 
la  forme  d’équations  à deux  inconnues. 

t , r',  t"  étant  les  degrés  de  ces  équations , le  polynome-multi* 
plicateur  de  la  première  (jyo)  fera  donc 

t’-f-  — X 

de  la  forme.*  • ( x...x ) j 

| 4.  |*M>  % 

celui  de  la  fceoadc  , de  la  forme. . . (x...t)  y , 

• t t ' — X 

celui  de  la  troifièrae  , de  la  forme...  (x.  ..  1)  • -j 

Et  cette  forme  donnera  un  nombre  d’équations  arbitraires 

t — ft  t'  — X I7  — l 

= N(x...x)  ■+•  N(x .. .%)  -i-N(x...) 

à fonner  dans  l’équation-fomme. 

V * • 

Savoir,  dans  la  dimenfion  numéro  1 à compter  de  la  plus 

Xx 
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haute,  un  nombre 

t — i . C—  X «"  — 1. 

Dans  la  dimenfion  numéro  2 , un  nombre 

1- 1 «'—3  , r 

= N(x...i)  i 

& alnfi  de  fuite. 

Cette  forme  des  polynomes-multiplicateurs , eft  encore , amfi 
que  nous  l’avons  vu  ( j y 1 & fuiv.) , fufceptible  de  réduction  relati- 
vement aux  expofans  particuliers  de  x & y , lefquels  peuvent 
être  au-deflfous  de  r7  -+-  r"  — 2 &c.  Mais  comme  cette  confidé- 
ration  nous  conduirait  à trop  de  détails , nous  lailferons  à cette 
forme  toute  cette  généralité.  Tout  ce  qui  en  réfultera , c’eft  que 
quand  on  prendra  une  forme  plus  ftmple , le  fadeur  dont  il  s’agit , 
fera  d’une  dimenfion  moindre  que  celle  que  nous  allons  déter- 
miner ; mais  nous  verrons  que  connoiffant  la  dimenfion  du  fadeur 
dans  la  forme  générale , on  connoîtra  toujours  celle  qu’aura  le 
fadeur , lorfque  les  polynomes-multiplicateurs  feront  pris  d’une 
forme  plua  fimple. 

(4  06.)  Au  lieu  donc  de  concevoir  qu’on  ait  égalé  à zéro  les 
coëfficiens  indéterminés  des  termes  que  l’on  peut  faire  perdre 
aux  polynomes-multiplicateurs  , nous  concevrons  qu’on  déter- 
mine ces  coëfficiens  par  d’autres  équations  arbitraires  quel- 
conques ; mais  en  formant  ces  équations  arbitraires  en  aulfi 

Srand  nombre  qu’il  eft  poffible  d’en  former  dans  chaque  dimenfion 
e l’équation-fomme , fans  en  attribuer  à aucune  dimenfion  in- 
férieure , de  celles  qui  pourraient  leur  être  attribuées  comme 
réfervées  fur  les  dimenfions  fupérieures. 

Nous  fuppofons , en  même  temps , ces  équations  arbitraires  for- 
mées comme  nous  l’avons  fait  jufqu’ici , c’eft-à-dire , de  manière  que 
tous  les  coëfficiens  analogues  s’y  trouvent.  Par  exemple , fi  le 
coefficient  total  d’un  terme  quelconque  de  l’équation-lomme  eft 

At  ■+•  ji'c'  -h  A"e>‘  + B b + B'b'  ■+■  B"b"  ■+■  C a ■+■  C'a'  H-  C'a",- 

& qu’il  y ait  lieu  à former  une  équation  arbitraire  de  partie  de 
ce  terme,  nous  prendrons 

Ae  -t-A'c’-i-A"c"=o,  ou  Bb  4-  B'b'  -h  B" b"  sa  o , ou  Ca  -t-  C'a' -b- C"a"  = o, 
eu  S1+  B'b'  B" b"  + Ca  4-  C'a'  4-  C"a/'  = o, 


Digitized  by  GoogI 


ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  347 

eu  6cc.  pour  cette  équation  arbitraire  ; mais  nous  ne.  prendrons 
point , par  exemple , B b -+-  B' b'  — o.  Non  que  cela  ne  foit 
pas  permis;  mais  puifque  des  raifons  de  fymmétrie  & de  facilité 
nous  ont  déterminé  jufqu’ici  à former  les  équations  arbitraires 
de  la  manière  dont  il  eft  queftion  , nous  devons  faire  la  même 
fuppofition  tacite  pour  connoître  la  nature  du  fadeur. 

( 4 ° 7*)  Cela  pofé  , concevons  que  l’on  ait  r>  r'>  t", 

( fuppofition  que  l’on  peut  toujours  faire) , & que  nous  em- 
ploions  fuccefîivement  dans  chaque  dimenfion  de  l’équation- 
fomme , fur  toutes  les  équations  tant  celles  fournies  par  l’anéan- 
rifiement  des  termes , que  celles  que  nous  appelions  arbitraires  ; 
concevons , dis-je , que  fur  toutes  ces  équations  , nous  en  em* 
ploions  un  nombre  égal  à celui  des  termes  de  chaque  dimenfion 
du  premier  polynome-multiplicateur  ; & que  nous  faifons  fuccef- 
fivement  l’échange  de  chaque  coefficient  indéterminé  de  ce  poly- 
nôme , contre  fon  coefficient  déterminé  dans  l’équation  fut 
laquelle  on  opère. 

Il  eft  facile  de  voir  ( 400  ) que  fi  q eft  le  numéro  de  la  di- 
menfion  de  l’équation-fommé  à laquelle  cette  équation  appar- 
tient , le  coefficient  indéterminé  d'un  terme  quelconque  de 
même  numéro  du  premier  polynome-multiplicateur , y aura  pour 
coefficient  déterminé  une  quantité  de  la  dimenfion  p.  Ainfï  , 
lorfqu'on  aura  échangé  fuccefîivement  tous  les  coëfficiens  indé- 
terminés du  premier  polynome-multiplicateur  , lefquels  font  au 
nombre  de  N ( x, . . i)‘ +‘ " — 1 le  produit  des  coëfficiens  dé' 
•terminés  qui  les  remplaceront,  fera  de  la  dimenfion 

(408-)  Par  un  raifonnement  femblable  , on  verra  que 
lorfqu’on  aura  échangé  fuccefîivement  tous  les  coëfficiens  indé- 
terminés du  fécond  polynome-multiplicateur , lefquels  font  au 
nombre  de  N (x ...  2^'  + *''—*■ , le  produit  des  coëfficiens  dé- 
terminés qui  les  remplaceront  , fera  de  la  dimenfion 
p' N ( x . . . 2),  + ,'~ *.  ; 

-(  40 9-)  Mais  comme  la  plus  haute  dimenfion,  & plufieurs 
des  dimenfions  fuivantes  de  l’équation-fomme  ne  foumiflent  pas 
afiez  d’équations  pour  déterminer  les  coëfficiens  des  termes  des 

Xx  ij 
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dimenfions  de  même  numéro  dans  le  troifième  polynome-muhî* 
plicateur,  il  faut  préfentement  examiner  combien  , dans  chaque 
dimenfion  de  l’équation-lomme , il  relie  d’équations  à employer. 


(4lO.)  L’examen  , dans  lequel  nous  allons  entrer  , préfente 
deux  cas  généraux;  favoir  1!  •+■  t"  — t > o,  & t! -+- 1" — t ■<  o. 
Prenons  d’abord  le  premier  cas. 

A compter  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme , & 
pendant  un  certain  nombre  de  dimenfions  confécutives , la  df- 
menfion  de  numéro  q de  l’équation-lomme  fournit  un  nombre 
d’équations  = (x  1 ^ 

Le  nombre  des  équations  arbitraires , dans  cette  même  dimen- 
fion , eft 

f-I-fl  . _ t'  -*  I — J • 'r  — I — fl 

A(x...t)  + #(x...l) 

en  Ibrte  que  dans  la  dimenfion  de  numéro  q de  l’équatioit* 
lomme  , on  a un  nombre  total  d’équations 


N(  x • * ♦ 1 ) 


• — 1 — « 


Mais  fur  ce  nombre  d’équations , les  coëfficiens  des  dimenfions 
•de  même  numéro  des  deux  premiers  polynomes-multiplicateur* 
en  ont  employé  un  nombre 


= JV(x. 


'1'  + 1“ — 1—  . 

• .1),  Wn(x. 


< + I— « 

*;  i 


donc  dans  la  dimenfion  de  numéro  q de  l’équadon-lomme  , il 
telle  à employer  qu’un  nombre  d’équations 

*=Ar(*„,y+'+'  1 *■+•  #(x...iy  ' *■+■  N(x.,.t)  * ,-*-N(x...\) 


ne 

r~« 


& le  nombre  des  coëfficiens  de  la  dimenfion  de  même  numéro  du 
3“'  polynome-multiplicateur,eft  N (x...\),+,-'~*=t  -4-  P — q. 
Ce  raifonnement  peut  avoir  lieu  depuis  q <=  1,  jufqu’àÿ  = t". 

Suppofons  à préfent  q—  f -+-  ; alors  le  nombre  des  équations 
Sellantes  aura  pour  exprelfion 


JV ij 


■JV(x...,) 


t^-t  — I —J 


- N(x,..t) 


t — 1"— I — î* 


l-  — A'f*.,  “I_1  — u"—  f*i 
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êc  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du  trolfième  polynôme» 
multiplicateur , fera  N (x...  ( *' = r-+-  r7  — x77  — y7. 

Ces  expreffions  auront  lieu  depuis  /=a  1,  jufqu’à  y7  =»  x7  — x77. 

Faifons  donc  q'  — f — x77  -+-  q”  ",  alors  le  nombre  des  équation* 
reliantes  fera 


N(x...t) 


• f—i  —t 


— N(x. 


■ N(x. 


f — t — 1 — y ' 1"—  I — f" 


i+i'- »■— 1— i" 

O = t — t"  i 


& le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynôme* 
multiplicateur,  fera  N(x. . . ï)‘~ *'«=*  t — q''. 

Ces  expreffions  auront  lieu  depuis  q"=  1,  jufqu’à  q"  —t  — x7. 

Faifons  q"  = t — t1  -h  q1"  ; le  nombre  des  équations  reliantes 
fera 

N(x...i),+'  1 1 — N(x...i),+'  ' ' * — N(x...\)'  1 1 =r — 

& le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynôme; 
multiplicateur  , fera  N (x ...  i J‘  *“  = r7 — y7". 

Ces  expreffions  auront  lieu  depuis  q"'=  1 , jufqu’à  q'"  — t'+ 1" — t. 

Suppolons  donc  y777  = r7  -t-  x77  — x -f»  3"  ; le  nombre  des  équa« 
dons  reliantes  deviendra 

* - ait  f — — 1 — <7  rr 

N(x...i)  — N(x...\)  q =/’, 

& le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynôme* 
multiplicateur , fera  N (x...  ij‘~  ‘ ~ 1 — *”  = X — x77  — q”. 


Ces  expreffions  auront  lieu  depuis  y”  = 1 , jufqu’à  q,r  = t — t', 
Faifons  q ”=t — x7-f-  y’y  le  nombre  des  équations  reliantes 
fera  N(x . . . \ )‘  ~ 1 ~«T=  r7  — yTy  fit  le  nombre  correfpondant 
des  coëfficiens  du  troifième  polynome-multiplicateur , fera 
N(x...  , = t!  — r77  — q*. 


Ces  expreffions  aurontlieu  depuis  q'  — 1,  jufqu’ày*=  t!  • — r77. 
Faifons  y’  = x7 — le  nombre  des  équations  reliantes 

devient  Nfx  — y”;  & le  nombre  corref- 

pondant des  coëfficiens  du  troifième  polynome-multiplicateuij 


3j6  Équations  algébriques. 

eft  zéro  ; & cela  a lieu  depuis  q"  = i,  jufqu’à  q"  ==  t!'  t oS 
l’équation-fomme  eft  épuifée. 

Comme  l'emploi  que  nous  aurons  à faire  de  ces  différentes  ex- 
preftîons,  exige  qu’on  en  compare  plufieurs  à la  fois  , nous  les 
raffemblons  ici,  pour  plus  de  commodité , dans  le  Tableau  fuivanc. 


Depuis  q = J,  jufqu'à  q = t". 


Nombre  du  Equation*. 


Nombre  du  Coefificteiu.- 


, <+<'-*? ; t -t-t'—  q , 

Depuis  p =x  I , jufqu'à  q’  = c*  — t" 

t +«'—»»"—*'  • ; . . : t+i'  — t"  — q' 

Depuis  f " = i , jufqu'à  q"  ^ t — t' 

f — / — j". 

Depuis  j11' = i,  jufqu'à  y*'  =s t1  -+- 1"  — t 

» — t"  -h  q'".  s1  — j " 

Depuis  }"  = i,  jufqu'à  j ,,r  =e  f — s1 

• *’• • / — 

Depuis  q*  = I , jufqu’à  q*  = t“  — t". 

t‘  — q\  . — j« 

V Depuis  = i jufqu’à  j'1  = s" 

< t"—  , » 


( 4 1 1 • ) Examinons  préfentement  le  cas  de  t'  -t- 1"  — t < o. 

On  aura , comme  ci-devant , t H-  t!  — 2 q pour  le  nombre  des 
équations  reliantes  dans  la  dimenfion  de  numéro  q de  l’équation- 
fomme  , & t -+- 1!  — q pour  le  nombre  correfpondant  des  coëffi- 
ciens  du  troifième  polynome-multiplicateur  ; & cela  depuis  q = i, 
jufqu’à  q = t". 


Faifant  q = t"  -t-  <jf , on  aura 


i — 


i 


— N(x...\)'  ’ — N(x...i)'~  l~~*> 

ou  t -I-  t!  — 2 1"  — q'  pour  le  nombre  des  équations  reliantes  ; 
Ce  N fx.. . i J‘  + 1 — r—  * — (' out  + /'  — t" — q'  pour  le  nombre 
correfpondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynome-multiplica- 
teur ; 6c  cela  depuis  y'  = i , jufqu’à  q1  = F — 
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Faifant  y7  = t!  — tf' y",  on  aura 


— A^C*. 


ou  t — t?  pour  le  nombre  des  équations  reliantes  ; & 
W(x..  ou  f — f pour  le  nombre  correfpondanf 

des  coëfficiens  du  troifième  polynome-multiplicateur  j fie  cela 
depuis  q"  = i , jufqu’à  q"  = t". 


Faifant  donc  q"  — t"  -+-  y/7/,  on  aura 


t— r— (■  — I— a"  . I — 

k( x . ..t)  ' ' 


If  ( X...1) 

ou  t — t"  — q1"  pour  le  nombre  des  équations  reliantes  ; ôc 
ou  t — t? — y777  pour  le  nombre  corref-. 


pondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynome-multiplicateur;  fi{ 
cela  depuis  q'"  = i,  jufqu’à  q'"  — t — r7 — t". 


Failânt  q"1  = / — r7 — t"  -+-  y‘* , on  aura 


ff(x. 


I—  al» 

.t)  —N(x.. 


' — i — jf» 


ou  t7  pour  le  nombre  des  équations  reliantes;  fie  N(x...\)'~T~,n 
ou  r7  — j " pour  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du 
troifième  polynome-multiplicateur;  fie  cela  depuis  ylv  = 1 , 
jufqu’à  q"  =■«=  x77.  


Faifant  y"  = t"  -4- q *,  on  aura  N (x.. . i ou  J — y* 
pour  le  nombre  des  équations  reliantes  ; fie  N f x...  i * — «T 

ou  z7  — r77  — y’  pour  le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du 
troifième  polynome-multiplicateur  ; fie  cela  depuis  q'  = i , 
jufqu’à  y’  = r7  — 


Failânt  enfin  yT  = r7  — ^/7-l-yT,,  on  aura  N (x...  ou 

t"  — y”  pour  le  nombre  des  équations  reliantes  ; & zéro  pour 
le  nombre  correfpondant  des  coëfficiens  du  troifième  polynome- 
multiplicateur  ; ôc  cela  depuis  y”  = i , jufqu’à  y”  = r77  où 
l’équation-fomme  fera  épuifée.  Ralfemblant  donc  tous  ces  dif- 
férais réfultats  , on  aura  pour  le  cas  de  r7  -t-  t77  — t < o , 
le  Tableau  fuivant. 
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Depuis  q = i , jufquà  q = t". 


Nombre  des  Equations. 

f. : ; . . 

Depuis  ?'  = > i 

H-«'—  t t"  — q' 

Depuis  f " = s , 

t — i" 

Depuis  <{"'=  i , 

t — t"—  (" 

Depuis  }"=  i, 

t'  . 

Depuis  f T = s , 

- ÎT 

Depuis  j’1  = « , 

«"  — i” 


Nombre  des  Coefficient 

• s’— j 

jufqu’à  <j'  = t'  — s" 

r+i'-i11-!1 

jufqu’à  f"  = s" 

• • * — 1 " 

jufqu’à  i"‘  =i  — s*  — t" 

» — t"  — J'" 

jufqu’à  qn  = t" 

t • t'  — f'T 


jufqu’à  = «'  — t" 

» 

jufqu’à  yT1  = t" 


( 4 1 2.)  Voyons  maintenant  les  moyens  que  cette  énumération 
peut  nous  fournir , pour  évaluer  la  dimenfion  totale  du  produit 
des  coëfficiens  déterminés  fubftitués  en  échange  des  coëfficiens 
indéterminés  du  troifième  polynome-multipUcaçeur  : 6c  prenons 
d’abord  le  cas  de  t'  -4- 1"  — t > o. 

On  a donc  d’abord  (410)  depuis  q = 1 , jufqu’à  q = t",  dans 
chaque  dimenfion  de  l’équation-fonune  , un  nombre  d’équations 
=?  t -4-  t!  — 2 q qui  donneront  lieu  à l’échange  d’un  pareil 
nombre  de  coëfficiens  de  la  dimenfion  de  même  numéro  dan* 
le  troifième  polynome-multiplicateur. 

Or  la  dimenfion  de  chaque  coefficient  indéterminé  de  cette 
dimenfion , eft  P"  -f-  q — 1 ; 6c  la  dimenfion  de  chaque  coefficient 
dans  la  dimenfion  correfpondante  de  l’équation-fomme  , eft 
P"  -\-p"  -t-ÿ  — 1.  Donc  chaque  coefficient  déterminé  qui,  dans 
cette  dimenfion  de  l’équation-fomme  , affeêbç  un  coefficient  in- 
déterminé de  la  dimenfion  de  même  numéro,  eft  de  la  dimenfion/'". 
Donc  par  l’échange  des  coëfficiens  indéterminés  , contre  les 
coëfficiens  déterminés , au  nombre  de  t -4-  f7  — iq , il  fe  for- 
mera une  dimenfion  = /'Vr  + i'  — sa)  ; 6c  par  conféquent 
depuis  q = 1 , jufqu’à  q = t",  tous  ces  échanges  produiront  une 
dimenfion  =.  fp"( t t'  — î q)  — p"  t"  ( t t*  ■ — t"  — 1 J. 


Digitized  by  Google 


Equations  algébriques. 

Il  reftera  donc , dans  chaque  dimenfion  depuis  q — i , jufqu’à 
î ~ l"  y un  nombre  = q de  coëfficiens  indéterminés  à échanger, 
puiique  fur  un  nombre  de  coëfficiens  =,t  -y-p  — q,  il  n’y  en  a 
encore  qu  un  nombre  = t -+- p — 2 q qui  aient  été  échangés. 

Depuis  q1  = i , jufqu  a q'  = p — t",  on  a un  nombre  d’é- 
quations 1 2//  ? > & un  nombre  de  coëfficiens 

— f + r — t'  — q'. 

Or  la  dimenfion  de  ces  coëfficiens  eft  P"+  j . 

celle  des  coëfficiens  des  termes  de  l’équation-fomme  , dans’  la 
dimenfion  correfpondante,  eft  P"  -4-  p"  -+-  r"  . donc  le 

coefficient  déterminé  qui  fera  fubftitué  pour  échange  de  chaque 
coefficient  indéterminé  , donnera  une  dimenfion  = p" ; donc 

puilque  le  nombre  des  échanges  eft  t-\-P at" q' } il  en 

réfultera  une  dimenfion  = (t  -+-  P—  2 P'  — <f)}  & depuis 
y = 1 , jufqu  à q'  = p — t",  une  dimenfion 

==f /'(t-ht'—  u — ,)  -j  _ 

&^1  reliera  dans  chaque  dimenfion  depuis  q'  = 1 , jufqu  a 
échanger  * ’ Ua  nombre  de  coëfficiens  indéterminés  = p'  à 

^DePk1S  f T 1 » ,ufcîu’à  P y le  nombre  des  équations 

dL  coCéfficten  im^  °n  & le  nombre  correfpondant 

indéterminés  eft  /r  - q".  Or  chacun  des  coëfficiens 

de  la  ffimifienfi°n  r+/+î"Ti;  & chaque  Scient 
de  la  dimenfion  correfpondante  de  l’équation-fomme  eft 

f .7"/  .+/ ^nc  l’échange  de  chaque  coefficient 

indéterminé  produira  une  dimenfion  =/';  l'échange  d’un  nombre 

CiS,  cocfficiens  indéterminés  produira  une  dimenfion 

-P  f‘-PJ;&c  depuis  ?"=i,  jufqu’à  f = t-  P,  une 

diSo"  dëpms  f / j(fq7à  “ÿ  /'j'?'"  d“!  fn» 

coëfficiens  — Jt  " - ' • 7 


-,  * 2 — * — f',  un  nombre  de 

r — q a échanger. 

Yy 
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indéterminés  qui  relient  dans  chaque  dimenfion  depuis  q = 1 t 
jufqu’à  q = t". 

La  dimenfion  de  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  P"  -t-  q — i ; & 
la  dimenfion  du  coefficient  de  chaque  terme  de  l’équation-fomme 

3ui  donnera  l’équation  pour  l’échange,  eft  P"  t — i 

onc  l’échange  de  chaque  coefficient  produira  une  dimenfion 
= />"-+- t -t-  q"'  — q — p"  - (-  r;  parce  que  prenant  les  équation» 
& les  coëfficiens  à diftances  égales  de  q["  = 1 , & de  q = i , 
on  a q'"  = q. 

Donc  l’échange  du  nombre  q de  coëfficiens  , donnera  une 
dimenfion  = ( p"  -+•  t)q;  & depuis  q = i , jufqua  q ou  q"' 
= F H-  F'  — t , une  dimenfion 

f(p"-3-t)q  = (f"  + •)•«-*■'" -J) -V*  ‘ +_b>  , 

N’ayant  encore  échangé  que  depuis  q = i , jufqu’à  q — / 
■4-  F7  — r,  les  coëfficiens  qui  reftoient  depuis  q = i , jufqu’à 
f = F7 , il  refte  à échanger  encore  les  coëfficiens  indéterminés 
de  chaque  dimenfion  depuis  q = P -+- F7  — i + i,  jufqu*à 
q ~ F7.  Faifons  q — F 1"  — x q;  il  fera  donc  queftion 

d’échanger  les  coëfficiens  indéterminés  depuis  q — i , jufqu  a 

Dans  cette  vue  j’emploie  un  pareil  nombre  des  équations  qui 
ont  lieu  depuis  qly  = i , jufqu’à  q,y  = t — F.  Or  chaque  coef- 
ficient indéterminé  de  la  dimenfion  du  numéro  q , étant  de  la 
dimenfion  P"  -4-  q — 1 = P"  -H  P -+-  t‘  — t H-  q — 1 ; & le 
Coefficient  de  chaque  terme  de  l’équation-fomme , qui  donnera 
l’équation  fervant  à l’échange , étant  P"  -t-  p"  -4-  F -H  t"  ■+■  q"1  — 1 ; 
chaque  échange  fournira  une  dimenfion  = p"  -t-  t -+-  q"  — q 
*=  p"  •+•  t;  donc  le  nombre  P -t-  F7  — t -4-  q de  ces  coëf- 
ficiens , donnera  une  dimenfion  = ( p"  •+•  l)-( l'~*~ t" — 1 > 

& depuis  q ou  q,y  = 1 , jufqu’à  q ou  q,y  = t — P , une 
dimenfion  = f ( p"  -+-  t)  .(t'  -+-  t"  — t -4-  q ) 

*=  f>"  -t-  *"  — *;.fr  - *)  -*•  <p" +•>■<■- 
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ÉQUATIONS  ALGEBRIQUES.  3yy 

Cela  pofé  i.°  il  ne  relie  plus  de  coëfficiens  à échanger 
depuis  9=1,  jufqu’à  q = t".  2.0  Il  ne  relie  plus  d’équations 
depuis  9'  = 1,  jufqu’à  q'  = r/  — r";  mais  il  relie  un  nombre  de 
coëfficiens  indéterminés  = d'  à échanger.  3°.  Il  ne  relie  plus 
d’équations  depuis  q"  = 1 , julqu’à  q"  — t — d ; mais  il  relie  à 
échanger  un  nombre  de  coëfficiens  = tf  — q".  4.0  Depuis  q"'=it 
jufqu’à  q"'  = d -4- d'  — t , il  relie  un  nombre  t — d'  d’équations  t 
6c  un  nombre  d — q1"  de  coëfficiens  à échanger,  y.0  Depuis 
= 1 , jufqu’à  qT  = t — d , il  relie  un  nombre 
d — (d  d'  — t — q)  ou  t — d' — q ou  r — f"  — q”  d’é- 

3uations,  6c  un  pareil  nombre  de  coëfficiens  à échanger;  Ac  par 
elà  , il  relie  le  même  nombre  d’équations  6c  de  coëfficiens  qui 
ont  été  préfentés  (410). 

Employons  aéluellement  le  nombre  t — d' des  équations  qui 
relient  depuis  d"  = 1 , jufqu’à  q"1  = d -4-  d'  — t , à échanger 
un  pareil  nombre  de  coëfficiens  indéterminés  des  dimenfions 
correlpondantes. 

La  dimenfton  de  chacun  de  ces  coëfficiens  ell  P"  — 1-4-9"". 
La  dimenfion  du  coefficient  de  chaque  terme  de  l’équation-fomme 
dans  la  dimenfion  de  même  numéro  eft  PN  -4-  p’  -4- 1 — 1 -4-  9"'; 
donc  l’échange  donnera  une  dimenfion  = p" ; 6c  pour  le  nombre 
s — d'  de  coëfficiens , une  dimenfion  =p"  (t  — d')  ; 6c  depuis 
q1"  = 1 , jufqu’à  q'"  = d -4-  d'  — t , une  dimenfion. 
= f(t—  d')  . (d  + d'—  t). 

Il  ne  relie  donc  plus  d’équations  depuis  q1"  = 1 , jufqu’â 
q'"  = r"  -f-  r"  — t , 6c  il  relie  feulement  un  nombre  de  coëf- 
ficiens = / -4-  d'  — t — q"'. 

Nous  venons  de  voir  que  depuis  9"  = 1 , jufqu’à  9”  = t — d? 
il  relloit  un  nombre  d’équations  = t — d'  — 9”  6c  un  pareil 
nombre  de  coëfficiens. 

Or  la  dimenfion  de  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  P"  + é+ 
d‘  — 1-4-  9"  ; 6c  celle  des  coëfficiens  correfpondans  des  termes 
de  l’équation-lomme , ell  P"  -4-  p"  -t-  d -4-  r — 1 -4-  q'"  ; donc 
chaque  échange  produira  une  dimenfion  p"  ; 6c  pour  le  nombre 
i : — d'  -r-  j,T  de  coëfficiens , une  dimenfion  pr  ( t — d'  — qn)  f 

Y y ij 


3y<?  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

& depuis  q"  = i , jufqu’à  q"  — t — P , une  dimenfion 

= p» (t _ t").( t—t/)  — £('—')■('-<•+]). . 

Depuis  q’  = x , jufqu’à  q = P — t" , on  a un  nombre  P — q" 
d’équations  , & un  nombre  P — P1 — q T de  coëfficiens  indéter- 
minés. Echangeons  donc  ce  nombre  de  coëfficiens  , dans  les 
équations  correfpondantes. 

Chacun  de  ces  coëfficiens  eft  de  la  dimenfion  P"  P' — r 

H-  q ’ ; & les  coëfficiens  correfpondans  des  termes  de  l’équation- 
fomme  , font  chacun  de  la  dimenfion  P"-+-  p"  -+- 1 ■+■  t"  — i -+-qyi 
donc  l’échange  de  chaque  coëfficient  donnera  une  dimenfion 
= p"  j & le  nombre  P — P — q*  de  coëfficiens  en  donnera  une 
=p"  (P  — r"  — q”  J ; donc  depuis  jT  = i , jufqu’à  q’  = P — p'  y 
on  aura  une  dimenfion  — p"  (P  — P'  J . (P  — P' J 

p"(P-i").(P-.»  + i)  __  ) . .j  refte 

» X 9 

donc  encore  depuis  q"  = \ , jufqu’à  qr  — P — r",  un  nombre 
d’équations  =*  r'.  Or  nous  avons  vu  que  depuis  q1  = i , jufqu’à 
qf  = P — P'  y il  reftoit  un  nombre  de  coëfficiens  = P'.  Employons 
donc  ces  équations  à l’échange  de  ces  coëfficiens. 

Or  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  de  la  dimenfion  P"- 4-  P'- 4-  q' — i; 
& le  coëfficient  de  chaque  terme  de  l’équation-fomme  , qui  fournit 
l’équation  fervant  à l’échange , eft  de  la  dimenfion  P"  -i- p"  -+- 
t -+*  P'  4-  q"  — i j donc  chaque  échange  donnera  une  dimenfion 
T=p"  1 -t-  q'  — q'  =p"  t ; donc  le  nombre  P'  de  coëfficiens 
donnera  une  dimenfion  = (p"  •+■  t)  t1  ; fie  depuis  j'=o,  ou 
q'  = i t jufqu’à  q'  ou  q —P  — P' , une  dimenfion 
«=  ( p"  -4-  t)  P'  (P  — P'). 

Depuis  q"  = i , jufqu’à  q"  = t — p f il  nôus  refte  un 
nombre  de  coëfficiens  — P1 — q" ; & depuis  q"  = t,  jufqu’à 
q"  — P' , il  nous  refte  un  nombre  d’équations  = P'  — qn  , 
c’eft-à-dire , le  même  nombre  à chaque  dimenfion. 

Or  la  dimenfion  de  chacun  de  ces  coëfficiens  eft  P"  ■+■  P ■+* 
q"  — i ; & celle  du  coëfficient  du  terme  de  l’équation-fomme 
qui  donnera  l’équation  fervant  à l’échange , eft  P"  •+■  p"  H-  t -+* 
P -+-  q"  — î ; donc  l’échange  de  chaque  coëfficient  indéter- 
miné donnera  une  dimenfion  = p"  ■+■  tj  donc  le  nombre  P'  «*-  q'1,. 
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de  ces  cocfficiens  en  donnera  une  =*  (p'  ■+■  rj.fr"  — q"  J S donc 
depuis  q"  = 1 , jufqu’à  q"  = r — P , on  aura  une  dimenfion  j 


~(p"  + t)P'(t-P) 


(p" h- 
1 


Ayant  employé  à ces  derniers  échanges  depuis  q"  = 1 , juf- 
qu’à qn  = r — P , toutes  les  équations  ; il  ne  relie  donc  plus 
que  celles  qui  ont  lieu  depuis  q"  = r — P -t-  i , jufqu’à  q"  = t" : 
ou  en  faifant  qr,=  r — r'  -+-  q , il  relie  depuis  q = i , jufqu’à 

q = r'-t-r"  — r , un  nombre  d’équations  = t'  *4-  r"  — r — <7. 

Or  nous  avons  vu  ci-deffus , que  depuis  q'"  = i , jufqu  a 
q"'  — P -f-  r" — r,il  relloit  un  nombre  de  coëfficiens  = P •+- r ’ — 
r — <f'  ; faifons  donc  ces  échanges. 

Chaque  coefficient  ell  de  la  dimenfion  P"  -t-  r ■+■  q"'  — i ; 6c 
le  coefficient  du  terme  de  l’équation-fomme , qui  donne  l’équatiôil 
fervant  à l’échange , ell  de  la  dimenfion  P"  -+- p"  -t-  it-\-  q — t j 

donc  chaque  échange  donnera  une  dimenfion  = p"  -4-  r -+•  q — 


p"  ■+■  r.  Donc  le  nombre  P 1"  — r — <("  de  ces  coëfficiens  , 
donnera  une  dimenfion  = (p" -+-t) .(P  P'  — r — e["  ) ; & 
depuis  q/"  — i , jufqu’à  <{"  = P -H  P'  — r,  une  dimenfion 


«)•(«' -i-»' 


, Jt(V  -t-  t"  — t)  — tr"+  + ‘ + 


n.u'  +«  " — t—  i > 


Réunifiant  tous  les  différens  réfùltats  que  nous  venons  de 
trouver , on  verra  que  la  dimenfion  produite  par  les  échanges  de 
chacun  des  cocfficiens  indéterminés  du  troifième  polynome-mul-‘ 
tiplicateur , contre  fon  coefficient  déterminé  dans  l’équation  par- 
tielle fournie  par  l’équation-fomme , fe  réduit  à 


P il  -+■  «’).(«  -h  t — Il 


•+■  lit" 


zp"  N(x. 


(4130  Donc  ( 407  6c  408  ) la  dimenfion  totale  ou  le  degré  dô 
l’équation  finale  résultante  de  la  fécondé  méthode  d’élimination  , 

fera  p N(x  . . . 2j‘  + 1 -+-  p'  N(x  . . . aj*  + *'  "*  -+• 

p"  N( x . . . 2 J ' + •' “ 1 -4-  tPP' , dans  le  cas  de  r'-H  P'— • t > o. 

Avant  que  de  tirer  aucune  conféquence  de  ce  jéfultat  , exa- 
tninons  tout  de  fuite  le  cas  de  P H-  P'  — r •<  o. 


3yB  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

(414.)  On  aura  d’abord  comme  dans  le  cas  précédent  4 
depuis  q = i,  jufqu’à  q = t",  un  nombre  d’équations  = t-hP  — 2qf 
& un  nombre  de  coëfficiens  = t -+•  t!  — q,  dans  chaque  di- 
menfion  ; & en  raifonnant  comme  nous  l’avons  fait  ( 4. 1 2 ) , on 
trouvera  que  l’échange  du  nombre  t -f-  p — 2 q de  coëfficiens , 
donnera  une  dimenfion  ==  p" f" ( t -f-  P — t" — \)\  & qu’il  ref- 
tera  un  nombre  = q de  coëfficiens  non  échangés , dans  chaque 
dimenfion  depuis  q = 1 , jufqu’à  q=t 

Depuis  q’  = 1 , jufqu’à  q1  = P — P' , on  aura  pareillement  un 
nombre  d'équations  = t -+-  P — ad'—  q1  , ôc  un  nombre  de 
coëfficiens  = t-*-p  — p'  — q1 , dans  chaque  dimenfion  ; 8c  on 
trouvera  de  même  que  l’échange  du  nombre  t -+• P — 2P'  — J 
de  coëfficiens,  donnera  une  dimenfion 


nombre  de  coëfficiens 
menfion  depuis  q[  = 1 y 


(«•  — 1'+ 1) 
ï 


] ; fit  il  refiera  un 


— t" , non  échangés  dans  chaque  di-< 
jufqu’à  q1  — t*  — P, 


Depuis  y'  = 1 , jufqu  à q"  — p' , on  a un  nombre  d’équations 
= t P , 6c  un  nombre  de  coëfficiens  = t — q".  La  dimenfion 
de  chaque  coefficient  eft  P"  + 1* -t-  q" — 1 ; & ceUe  du  coëffi- 
cientx  du  terme  de  l’équation-fomme  qui  donne  l’équation  fer- 
mant à 1 échange , eft  P”  -4-  p”  •+•  P -f-  q"  — 1 ; en  forte  que  chaque 
échange  donnera  une  dimenfion  = p.  Le  nombre  t — P‘  de 
coëfficiens  échangés  donnera  une  aimenfion  = p"  (t  — t" J ; 6c 
<f~  > > jufqu’à  q"  = t"  t une  dimenfion  == f p'1  (t  — t")  = 


Il  refiera  donc  dans  chaque  dimenfion  depuis  q"  = 1 , jufqu’à 
ï » un  nombre  = P‘  — q"  de  coëfficiens  non  échangés  ; or 
depuis  f‘=  1 jufqu’à  qrt  ==  p' , il  y a précifément  ce  nombre 
d équations  dans  chaque  dimenfion  ; employons  donc  ces  équa- 
tions aux  échanges. 

Chaque  coefficient  fera  de  la  dimenfion  P"  -4-  P -t-  q"  — 1 ; la 
dimenfion  du  coefficient  de  chaque  terme  de  l’équation-fomme 
qui  donnera  1 équation  fervant  à l’échange , fera  PH  -+-  p"  -+- 
1 ?"  ~ 1 » chaque  échange  donnera  donc  une  dimenfion 

P 1 )•  Le  nombre  f"  — y"  de  coëfficiens  , en  donnera 
donc  une  = (f  t)  .(t"  - q") -,  6c  depuis  1 , jufqu’à 
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ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 
f w=3  P' , une  dimenfion  = q")  =» 

(p"+t)t» t"—  (r"-*-' (p"+i)‘"(t"—  ■;  < 

Depuis  /'=*  i , jufqu ’à /' = r — P — P',  on  a un  nombre 
d’éauations  t — P' — <(" , & un  pareil  nombre  de  coëfficiens.  Or 
la  dimenfion  de  chaque  coefficient  eft  P"-4-P-+- P' -4-  t ; 

& celle  du  coefficient  de  chaque  terme  de  l’éauation-fomme  qui 
donne  l'équation  fervant  à l’échange , eft  P"  -4-  p"  -4-  p -+- 
t"  ■+-  q"’  — i ; chaque  échange  donnera  donc  une  dimenfion  = p"; 
& le  nombre  t — t"  — q”  de  coëfficiens  , en  donnera  une 
~ ft'  (t  — t"  — <j" ) s donc  depuis  y"'  = i , jufqu’à  q'"  = t — 
P — P7  , on  aura  une  dimenfion  totale 


P"(t — t"  ).(t — p — t")  - + o ; 

Depuis  qn  = i , jufqu’à  q,T  = P' , on  a un  nombre  d’équations 
= P , & un  nombre  de  coëfficiens  = P — q"  ; chaque  coeffi- 
cient eft  de  la  dimenfion  P" -4-  t-+-  qn — i;  & le  coefficient  de 
chaque  terme  de  la  dimenfion  correfpondante  de  l’équation- 
fomme,  eft  P"  -4- p/' -4-  t -+-  (F — i ; chaque  échange  donnera 
donc  une  dimenfion  = p" ; le  nombre  P — qn  de  Coëfficiens  en 
donnera  donc  une  = p" (t?  — <f  ) ; & depuis  q”  = i , jufqu’à 
ç'v  = P7,  on  aura  une  dimenfion  totale  = //Y  P — q*  ) =» 


/VP7  — 


f"t“  1 ) 


Il  reftera  donc,  dans  chaque  dimenfion  depuis  qn  = i,ju(qu'à 
q " = r" , un  nombre  = q"  d’équations.  Mais  nous  avons  vu 
ci-deflus  que  depuis  y — i , jufqu  à q — t",  il  rcfte  dans  chaque 
dimenfion  un  nombre  de  coëfficiens  = q;  donc  employant  ces 
équations  à l’échange  de  ces  coëfficiens  , on  verra  que  chaque 
coefficient  eft  de  la  dimenfion  P"  -4-  q — i ; que  le  coefficient 
du  terme  de  l’équation-fomme  qui  donne  l’équation  fervant  à 
l’échange  , eft  de  la  dimenfion  P"  -4-/'  -+-  r -4-  y7*  — î ; donc 
chaque  échange  donnera  une  dimenfion  =/'  -4- 1 ; & le  nombre  q 
de  ces  échanges  dans  chaque  dimenfion  , en  donnera  une 
= ( p"  -4-  t)q  ; donc  depuis  q = i , jufqu’à  q — t" , on  aura 


une  dimenfion  totale  = — 

* l 

Depuis  y’  = i , jufqu’à  y*  = P — P'  , on  a un  nombre 
d’équations  = P — 5’ , & un  nombre  de  coëfficiens  = P — P' — 5*; 


-XliQiiizec)  hy  Cinnolc 


3<fo  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES, 
chaque  coefficient  eft  de  la  dimenfion  P"  -f-  / -+-  p'  qr  — i , & 
le  coefficient  de  chaque  terme  de  la  dimenfion  correfpondante  de 
l’équation-fomme  , ell  P"+  r"  + r + ("+j'  — i ; donc 
chaque  échange  donnera  une  aimenfion  = p"  y donc  le  nombre 
P — t”  — q"  de  coëfficiens  en  donnera  une  =p‘ ' (P  — P'  — <f  ); 
donc  depuis  q’  = i , jufqu’à  q’  = P — t" , on  aura  une  dimenfion 

totale  = p"  (P  — t )—  J,  ^ 

i ' 

Il  reliera  donc  depuis  q"  = i , jufqu’à  qr  = P — P'  un 
nombre  d équations  = p'  dans  chaque  dimenfion.  Mais  nous 
avons  vu  ci-deflus  que  depuis  ^ = 1 , jufqu’à  q’  = P — p1 , il 
reftoit  un  nombre  de  cocfficiens  P'  dans  chaque  dimenfion. 
Employant  donc  ces  équations  à l’échange  de  ces  coëfficiens, 
on  verra  que  chaque  coefficient  eft  de  la  dimenfion  F'-hP’-i-  q'—  i; 
que  le  coefficient  du  terme  de  l’équation-fomme  , qui  donne 
l’équation  fervant  à l’échange,  eft  de  la  dimenfion  P"  -*-p"  -+- 
* ?'  -+•  q*  — i ; donc  chaque  échange  donnera  une  di- 

menfion = p"  -t-  t y & le  nombre  P'  de  coëfficiens  en  donnera 
une  — (p"  -\-t)P'  ; ôc  depuis  y'=  1 , jufqu'à  <(=  p — p' , on 
aura  une  dimenfion  totale  =>  (p"  1)  P'  (P  — P'). 

Si  on  rafiemble  tous  ces  différens  réfultats , on  trouvera , pour 
le  cas  de  P -f-  P'  — r<o,  comme  nous  avons  trouvé  pour  le  cas 
contraire;  c’eft-à-dire  , que  le  degré  de  l’équation  finale  eft 
encore  exprimé  par 


pN(x...\)  -t-p'Af(x .. .»_)  -f -i-it'i" 


( 4 1 5 • ) Donc  en  général  le  degré  de  l’équation  finale  à 
laquelle  on  arrivera  par  notre  fécondé  méthode  , fera  dans  tous 
les  cas 


: pJV(x.  ..*/  +‘  1 +p’N(x...i)t 


»«f  1 — » 


-4- 1 1 1 • 


( 4 I 6.  ) Or  d’après  ce  qui  a été  dit  ( 3p7  ) , fie  en  faifant  at- 
tention que  ce  que  nous  y avons  appellé  t , eft  ici  f -f-  p y 6c 
que  ce  que  nous  y avons  appellé  b,  eft  ici  ry  le  véritable  degré  de 
l’équation  finale  eft  (t-*-pJ.(P+p') .(p'  -+.  p" ) — pp'p"  — 

t?Y  — Pp  p"  — P'p  p'=tPt"  ■+•  p PP'  +p't  p'  -+-  p"t  p y donc 

le  facteur 
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le  fadeur  que  cette  fécondé  méthode  introduit  dans  l’équation 
finale  , eft  du  degré 

p [_Nfx...2)‘  +f  -l  — r'r//]  -+-/  [N — 1 t ] 


p'  ( ‘L+l"'  - *-.*-)  4-  p”  ( il-*- 


(417.)  Donc  i.°  fi  les  équations  propofées  , prifes  dans 
tout  leur  développement , font  des  équations  complettes  , la 
fécondé  méthode  d’élimination  ne  dénaturera  pas  le  degré  de 
l’équation  finale  ; puifque  dans  ce  cas  on  aura  p = p'  —p"  = o. 

2.0  Il  en  fera  encore  de  même  , & par  la  même  raifbn , fi  les 
équations  étant  incomplettes  , les  inconnues  qu’il  s’agit  d’éliminer, 
ne  montent  pas  , dans  leurs  combinaifons  deux  à deux  , à une 
dimenfion  totale  moindre  que  celle  de  l’équation. 


( 4 I 8*  ) Dans  tout  autre  cas , le  fadeur  renfermera  l’inconnue 
relativement  à laquelle  on  veut  avoir  l’équation  finale , & par 
conféquent  mafqueroit  le  véritable  degré  de  l’équation  finale  ; 
mais  nous  avons  des  moyens  aduellement  de  connoître  quel  eft 
fon  degré. 

( 4 1 9-)  Il  y a plus , nous  pourrons  aufli  toujours  déterminer 
iquels  font  les  coëfEeiens . des  équations  propofées  qui  feuls 
pourront  entrer  dans  ce  fadeur , & par-là  fimplifier  confidéra- 
blement  le  travail  néceflaire  pour  le  trouver.  Mais  avant  que  de 
faire  voir  comment  on  détermine  quels  font  les  coëfficiens  qui 
feuls  peuvent  entrer  dans  la  compofition  du  fadeur  , difons 
encore  un  mot  de  l’exprefiîon  générale  du  degré  de  l’équation 
finale  trouvée  par  la  fécondé  méthode. 


( 420.  ) Si  l’on  jette  les  yeux  fur  ce  que  nous  avons  dit^oj) 
des  équations  à deux  inconnues  mifes  fous  la  forme  d’équations  à 
une  feule  inconnue , on  verra  que  l’expreffion  du  degré  de  l’é- 
quation finale  trouvée  par  la  fécondé  méthode,  eft 

pN(x.,.x)  ■+■  p'  N 


Nous  venons  de  voir  que  pour  les  équations  à trois  inconnues 
mifes  fous  la  forme  d’équations  à deux  inconnues  , le  degré 

Z z 
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de  l’équation  finale  eft 


f hf  (X  ,'.l) 


+p‘N(x...i) 


« + « 


, On  doit  donc  conclure  que  pour  les  équations  à quatre 
incônnues  mifes  fous  la  forme  d'équations  à trois  inconnues  a 
le  degré  de  l’équation  finale  ferait 

pN(x...-i)  + + l+P'N(x...  i) 

+ r"K(x...  ,/  + ‘ +‘  ~i+p'"^(x..:-i),+  *’  + '*“}  + 


& c’eft  ce  que  l’on  trouvera  en  effet  en  raifonnant  fur  ces  équa- 
tions , comme  nous  l’avons  fait  fur  les  précédentes. 

Et  par  la  comparaifon  avec  le  véritable  degré  de  l’équation 
finale  déterminé  ( 397  ),  on  pourra  toujours  favoir  quelle  fera  la 
dimenfion  du  fadeur  ; & l’on  verra  que  dans  les  mêmes  cas 
mentionnés  (417),  ce  fadeur  n’ajoutera  rien  au  degré  de  l’é- 
quation finale. 


(421*)  On  voit  aduellement,  avec  facilité  , quelle  fera 
Fexpreffiôn  du  degré  de  l’équation  finale  trouvée  par  la  fécondé 
médiode , pour  tel  nombre  d’inconnues  que  ce  puiffe  être. 

(4  2 2-)  Puifque  le  degré  du  fadeur  de  l’équation  finale  eft 
exprimé  en  général  par  une  fondion  de  tyt1,  t”,  &c.  dont  les 
différentes  parties  font  multipliées  les  unes  par  p , les  autres 
par  p' y les  autres  par  p",  & ainfi  de  fuite  ; fit  que  cette  exprefiîon 
devient  zéro  , lorfque  p —p'—  ■ />"  — &c.  — o ; il  en  facile 
d’en  conclure  que  ce  fadeur  ne  peut  admettre  dans  fa  formation 
d’autres  coefficiens  des  termes  des  équations  propofées , que  ceux 
des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion. 

En  effet,  il  n’y  à que  ceux-là  dont  les  différentes  combinaifons 
quelconques  puiffent  donner  une  dimenfion  =0  , lorfque/»  = 0, 
J>‘  = o , &c.  Les  coefficiens  des  termes  des  dimenfions  infé- 
rieures , ayant  tous  une  dimenfion  au-deffus  de  zéro , il  ne  feroit 
pas  poffible  que  la  dimenfion  du  fadeur  devint  zéro , fi  ce  fadeur 
admettoit  dans  fa  compofition  un  feul  de  ces  coefficiens. 
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Ainfi  pour  trois  équations  telles  que 


n*‘+<ïy  + = >■* 

+ <(*  + (/ 

-t - f ' • . J - : 

«'**  •+•  -(-  f’y*  = à, 

-I-  rf'  * ■+•  tf y 
■+■  /' 

«»''**  ■+■  •+■  e"y*  = o j 

• H-  <f”x  ■+•  e"y 

+ f" 

le  fadeur  ne  peut  renfermer  d’autres  lettres  que  les  lettres  a,b,c ; 
a',  b a",b",c". 

(4230  Cette  obfervation  qui , comme  on  le  voit , donne 
l’exclufion  àun  grand  nombre  de  lettres,  peut  contribuer  beaucoup 
à faciliter  la  recherche  du  fadeur , & à le  faire  trouver  fouvent 
plus  facilement  que  par  la  méthode  du  commun  divifeur , dont 
nous  avons  parlé  (388).  En  effet,  dans  l’exemple  des  trois 
équations  ci-defTus  , on  voit  que  ce  fadeur  ne  peut  être  autre 
que  ( a b'c")*.  Car  d’après  la  formule  ~ ’ 


h— ;—*) 


■+■  1"  - t-t' 


)iüc 


en  fuppofant  -p"-— .t"  — a , on  a 6 pour 

la  dimenfion  de  ce  fadeur  ; & c’eft  en  effet  la  ditnenfion  de 
a b'c" ) * lorfque,  comme  nous  le  fùppofons  , a,  b ,c  ; a',  Vt<i  i 
a",  b" y c"  font  chacune  d’une  dimenfion. 

(4240  Telle  fera  la  dimenfion  du  fadeur  , lorfque  les 
équations  arbitraires  auront  été  formées  de  manière  à n’anéantir 
aucun  des  coëfficiens  des  polynômes  - multiplicateurs.  Si  au 
contraire  on  a employé  , comme  il  eft  plus  fimple  , & par  confé- 

3uent  plus  naturel , les  équations  arbitraires , à rendre  le  nombre 
es  coëfficiens  des  polynomes-multiplicateurs  le  plus  petit  qu’il  eft 
poffible;  alors  la  dimenfion  du  fadeur  fera  d’autant  moindre 
qu’on  aura  fait  difparoître  un  plus  grand  nombre  de  coëfficiens  : 
il  fera  toujours  poffibie  d’après  la  formule  générale  de  cette 
dimenfion , & le  nombre  de  coëfficiens  qu’on  aura  fait  diljpa- 
•roître  , & que  nous  avons  enfeigné  à déterminer , de  connaître 
Ji  quelle  dimenfion  le  fadeur  qfl  réduit.  , 

Zz  ijj 
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Par  exemple , pour  les  trois  équations  ci-defTus , on  fait  (345  C* 
fuiv.  ) qu’on  peut  faire  perdre  un  terme  à chacun  des  trois  poly- 
nomes-multiplicateurs  : la  dinienfion  du  fadeur  fera  donc  alors 
feulement  3 ; c’eft-à-dire  , que  le  fadeur  fera  feulement  ( a b' c" ) ; 
c’eft  auffi  ce  que  nous  avons  vu  ( 278  ). 

(425.)  L’expreftion  générale  que  nous  avons  trouvée  pour 
la  dinienfion  du  fadeur  de  l’équation  finale , fuppofe  qu’on  ait 
formé  dans  chaque  dinienfion  de  l’équation-fomme  , toutes  les 
équations  arbitraires  que  cette  dhnenfion  fournit  naturellement. 
On  peut  , ainfi  que  nous  l’avons  vu  ( 23 6),  en  former  un 
moindre  nombre  dans  quelques-unes  des  dimenfions  fupérieures „ 
& augmenter  d’autant  le  nombre  de  celles  que  l’on  a pour  les 
dimenfions  inférieures  : en  fàifant  cet  ufage  des  équations  arbi- 
traires , il  eft  facile  de  fentir  que  la  dimenfion  du  fadeur  , qui 
n’augmenteroit  pas,  quant  au  nombre  des  lettres,  augmenteroit 
néanmoins  par  rapport  à l’inconnue  de  l’équation  finale  : c’eft- 
à-dire  , que  le  degré  de  l’équation  finale  feroit  altéré  même  dans 
les  équations  complettes. 

(4  2 6.)  L’expreflion  que  nous  avons  donnée  de  la  dimenfion 
générale  du  fadeur,  eft  donc  la  plus  fimple  qu’il  foit  pofiible  , 

Îarmi  toutes  celles  oit  l’on  n’emploie  pas  les  équations  arbitraires 
la  deftrudion  d'aucun  terme  des  polynomes-multiplicateurs.  Et 
elle  conduit  aufit  à la  dimenfion  la  plus  baffe  , dans  le  cas  où 
l’on  emploie  les  équations  arbitraires  à la  deftrudion  de  tous  les 
termes  qu’il  eft  pofiible  d’anéantir  dans  les  polynômes  - mul- 
tiplicateurs. 

Détermination  du  facteur  de  l’Equation  finale  : 
interprétation  de  ce  qu’il  exprime. 

(427.)  Nous  avons  dit  (339  ) que  le  fadeur  que  notre 
fécondé  méthode  donne  à l’équation  finale , indique  des  folutions 
de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  décrites  {279  & 287).  Mais  il 
a encore  unefignification  plus  importante  dans  la  Théorie  générale 
des  équations  : le  développement  de  cette  propriété  du  fadeur, 
& ce  fadeur  lui-même  vont  fe  préfenter  en  meme  temps. 

(428.)  Nous  venons  de  voir  que  ce  fadeur  ne  peut  être 
qu’un  compofé  des  coçfficiens  des  termes  de  la  dnneulion  la  plus 
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élevée  de  chaque  équation.  Concevons  donc  que  le  coefficient  de 
chaque  terme  de  chaque  dimenfion  inférieure , foit  zéro  ; l’é- 
quation finale  qui  doit  renfermer  la  folution  pour  toutes  les 
valeurs  quelconques  des  coëfficiens  des  équations  propofées , doit 
donc  aufli  renfermer  la  folution  de  ce  cas  particulier.  Or  cette 
équation  finale  eft  compofée  de  deux  fadeurs  dont  l’un  que 
j’appelle  F,  eft  le  fadeur  en  queftion  ; 6c  l’autre  que  j’appelle  E, 
eft  la  véritable  équation  finale.  Mais  de  ces  deux  fadeurs  , le 
fadeur  E dévient  zéro  par  la  fuppofition  que  tous  les  cocfficiens 
des  dimenfions  inférieures  des  équations  propofées  font  chacun 
'==  o.  En  effet,  s’il  étoit  poffible  que  dans  cette  fuppofition  i! 
reliât  quelque  terme  dans  E qui  ne  devînt  pas  zéro,  il  eft  facile 
de  fentir  que  ce  terme  feroit  uniquement  compofé  des  coëfficiens 
des  dimenfions  fupérieures  des  équations  propofées  : tous  les 
termes  de  E ne  feraient  donc  pas  des  fondions  homogènes  ou 
de  même  dimenfion  des  coëfficiens  des  équations  propofées  , ce 
qui  n’eft  pas  poffible. 

Tous  les  termes  de  E devenant  zéro  par  la  fuppofition  quele9 
coëfficiens  des  dimenfions  inférieures  font  chacun  = o , la  folutiort 
de  ce  cas  qui  doit  d’ailleurs  être  comprife  dans  la  folution  géné- 
rale , ne  peut  donc  être  comprife  que  dans  le  fadeur  Fi  c’eft-à- 
dire  , que  F = o,  eft  alors  la  folution  de  la  queftion. 

( 4 2.  ç.  ) Mais  qu«l«iïdonc  alors  l’état  de  la  queftion  ? L’état 
de  la  queftion  eft  de  déterminer  la  condition  ou  les  conditions  , 
pour  que  chaque  plus  haute  dimenfion  des  équations  propofées  , 
étant  fuppofée  égale  à zéro , ces  nouvelles  équations  puiffent 
toutes  avoir  lieu.  C’eft-à-dire,  que  le  fadeur  jFeft  l’équation  de 
condition , ou  l’une  des  équations  de  condition  , ou  le  produit 
de  quelques-unes  des  équations  de  condition  néceffaires  pour  que 
les  équations  formées  de  chaque  plus  haute  dimenfion  des  équa- 
tions propofées  , puiffent  avoir  lieu  toutes  à la  fois. 

( 4 3 O*)  U eft  inconteftable  que  ce  fadeur  fera  divifible  par 
une  ou  plufieurs  des  équations  de  condition  dont  il  s’agit  , équa- 
tions dont  le  nombre  peut  toujours  être  réduit  à deux  ; mais  qui 
par  la  variété  des  formes  fous  lefquelles  elles  peuvent  fe  préfenter, 
peuvent  être  en  plus  grand  nombre.  Mais  ce  fadeur  pourra  lui- 
même  avoir  d’autres  fadeurs  que  ces  équations  de  condition  ; 
parce  que  les  équations  arbitraires  qui  n’auront  fervi  à ljr 
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deftrudion  d’aucun  terme  des  polynomes-multiplicateurs , aug- 
menteront néceffairement  la  dimenfion  totale  du  facteur  fan* 
aucune  liaifon  ou  rapport  néceffaire  avec  ces  équations  de 
condition. 

( 4 3 I • ) On  voit  par-là  que  malgré  la  connoilTance  que  nous 
venons  d’acquérir,  favoir  que  ce  fadeur  ne  peut  être  compofé  que 
des  coëfficiens  des  plus  hautes  dimenfions  des  équations  propofées  ; 
il  feroit  comme  impoiïible  de  déterminer  généralement  ce  facteur, 
d’une  manière  directe.  Néanmoins  tout  ce  que  nous  venons  de 
dire,  offre  une  méthode  générale  & ffmple  pour  le  découvrir 
dans  chaque  cas.  La  voici. 

Puifque  ce  facteur  n’eft  compofé  que  des  coëfficiens  des  plus 
hautes  dimenfions  des  équations  propofées  , il  s’en  fuit  que  la 
fuppofition  faite  dans  l’équadon  finale , que  un  ou  plufieurs  des 
coëfficiens  des  dimenfions  inférieures  des  équations  propofées,  font 
égaux  à zéro , ne  changera  rien  à ce  facteur.  Mais  comme  en 
fuppofànt , tous  à la  fois , égaux  à zéro , les  coëfficiens  des  di- 
menfions inférieures , l’équation  finale  difparoîtroic , on  préviendra 
cet  inconvénient,  en  fe  conduifant  comme  il  fuit.  On  commencera 
par  le  coefficient  de  la  dimenfion  la  plus  baffe  de  chaque  équation  ; 
& au  lieu  de  le  fuppofor  = o , on  le  fuppofera  infiniment 
petit.  Alors  ne  confervant  dans  l’équation  finale  que  les  termes 
de  l’ordre  le  plusbas , & fuppofànt  n — i de  ces  coëfficiens 
égaux  à zéro , l’équation  fera  divifible  par  le  n.' 

Ce  qu’on  vient  de  faire  pour  le  terme,  le  plus  bas  de  chaque 
équation , on  le  fera  de  même  fucceffivement  pour  le  coefficient 
de  chaque  terme  de  la  féconde  dimenfion  , ou  de  la  dimenfion  i, 
de  la  dimenfion  2 &c.  de  chaque  équation  , jufqu’à  la  plus  haute 
dimenfion  exclufivement.  Par-là  on  arrivera , fans  être  obligé  de 
palier  par  aucun  divifeur  compofé  , à une  équation  qui  fera  le 
fadeur  cherché.  Nous  ne  nous  arrêtons  pas  à donner  des  exemples 
■de  ce  procédé  : on  peut  en  voir  dans  ce  que  nous  avons  dit 
.(  381 , 382  fit  383  ). 

( 4 3 2 • ) Ainfi , fi  notre  fécondé  méthode  d’élimination  ne 
peut  généralement  éviter  de  donner  à l’équation  finale  un  fadeur, 
on  voit  i.°  que  ce  fadeur  n’eft  pas  fans  aucune  liaifon  avec 
3’état  général  de  la  queftion.  2.0  Qu'on  peut  toujours  parvenir 
4 le  connoître  , ôc  par  conféquent  à l’extraire  de  4’équation  finale  # 
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ce  qui  eft  abfolumenc  néceflaire  ; car  toute  équation  à laquelle 
on  laifle  un  fadeur , ne  peut  être  d’aucun  ufage  dans  le  cas  où 
les  quantités  qui  entrent  dans  fa  compofition  , auroient  la  relation 
exprimée  par  l’équation  formée  de  ce  fadeur  égalé  à zéro. 

Du  facteur  que  Von  rencontre  y lorfque  Von  pajfe  de  l’é- 
quation finale  générale  , aux  équations  finales  des  degrés 
inférieurs. 

(4330  Nous  avons  donné  Jufqu’ici  la  méthode  la  plus  ex- 
péditive pour  conftruire  les  formules  les  plus  générales  d’élimi- 
nation rcfultantes  d’un  nombre  quelconque  d’équations  renfer- 
mant en  apparence  une  inconnue  de  moins  que  leur  nombre. 

' Nous  avons  donné  aufli  les  moyens  d’avoir  le  fadeur  qui  affede 
Cette  équation  générale  ; & par  conféquent  les  moyens  d’arriver 
à l’équation  finale  la  plus  réduite  qu’il  foit  poffible. 

Pour  conclure  de  cette  équation  celles  qui  conviennent  à des 
degrés  moins  élevés , il  ne  s’agit  que  d’y  fuppofer  égaux  à zéro 
chacun  des  coëfficiens  des  dimenfions  fupérieures  de  quelques- 
unes  des  équations  propofées. 

Par  exemple,  nous  avons  trouvé  ( 378  ) l’équation  finale  I3 
plus  fimpie , résultante  des  trois  équations  fuivantes 

a x’  -4-  b x y -+-  c y*  = o , 

■4-  d x *4-  e y 

*+*  f 

a'  x'  -+-  V x y -+-  d y*  = o y 
-+-  d'x  -1-  e'y 

a"x%  -+-  b"x  y -+-  d'y * = o * 

•4-  d”  x d'y 

*+■  r 
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Si  l’on  vouloit  en  conclure  l’équation  finale  réfultante  det 
trois  équations  fuivantes 

a x'.  -4-  b x y •+•  c ym  — o t 
■+*  d x ■+■  e y 

+ / 

a'  x'  -+-  b'  x y -4-  d y*  = o ; 

-4 - d' x -+-  d y 

d"  x -t*  d'y  — 0 , 

r 

îl  n’y  auroit  autre  chofe  à faire  que  de  fùppofer  dans  l’équatio!t 
finale  générale , a"  — o , b"  = o , c"  = o. 

Mais  cette  fuppofition  qui  en  faifant  dilparoître  un  grand 
nombre  de  termes  , donnera , ainfi  que  cela  doit  être , une 
équation  plus  fimple , ne  donnera  pas  a beaucoup  près  la  plus 
fimple.  Cette  équation  aura  un  fadeur  ; & ce  fadeur  qui  1er  a en 

général  d’autant  plus  compofé  qu’il  y aura  un  plus  grand  nombre 
'équations , & que  leurs  degrés  feront  plus  élevés  , n’eft  pas 
de  nature  à être  apperçu  à l’infpedion  de  l’équation  finale 
générale  modifiée  par  les  fuppofitions  ci-deffus. 

Il  importe  cependant  de  débarrafTer  l'équation  finale  de  ce 
fadeur  qu’aucune  méthode  ne  peut  empêcher  de  fe  préfenter, 
& qui  eft  effentiellement  lié  à la  queftion  de  l’élimination. 

Et  en  général , dans  quelque  équation  finale  que  ce  foit , il 
importe  toujours  d’en  extraire  le  fadeur  qui  affede  la  véritable 
équation  finale  à laquelle  on  doit  arriver.  Ce  n’eft  pas  feulement 
parce  que  ce  fadeur  complique  beaucoup  & fans  utilité , cette 
équation;  mais  c’eft  par  une  confidération  beaucoup  plus  im- 
portante. C’eft  parce  qu’il  eft  des  cas  où  il  rendroit  l’équation 
finale  abfolument  illufoire. 

En  effet , toutes  les  fois  que  les  coëfficiens  des  équations 

Îropofées  auront  entr’eux  les  relations  néceffaires  pour  que 
équation  de  condition  que  l’on  auroit  en  égalant  ce  fadeur  à 

zéro  , 
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ïéro  , puifie  avoir  lieu  , il  eft  clair  que  l’équation  finale  fe  réduira 
à o = o;  c’eft-à-dire  , qu’après  beaucoup  de  calcul  elle  ne 
conduira  à rien. 

La  recherche  de  ce  facteur  eft  donc  une  chofe  indifpenfable  : 
fans  cela  les  formules  générales  d’élimination  perdroient  une 
grande  partie  de  l’avantage  qu’on  fe  propofe,  celui  de  donner  les 
formules  des  degrés  inférieurs. 

Cette  recherche  n’a  aucune  difficulté , lorfqu’il  n’y  a que  deux 
équations  : le  fadeur  qui  eft  alors  monome  , eft  très-facile  à 
appercevoir. 

Par  exemple,  fi  dans  l’équation  finale  trouvée  (348)  pour 
deux  équations  de  la  forme 

ax'  + b x * -+-  ex  -4-  d=  o , 

on  fuppofe  a!  = o , pour  avoir  l’équation  finale  qui  convient 
aux  deux  équations  

nx’-i-ije*-4-cx-f'd=o, 
b' x‘  -+-  </x  -+*(/'=  0. 

On  aura 

[•V(ic')  — aV*  + a'b'd'}.(cd')  — [*V(l,d')  — a'c'd'].(td')z=Oi 

■+■  [at‘(cd')  — a'd'']ad' 

2ui  eft  évidemment  drrifible  par  a;  & le  quotient  eft  l’équation 
nale  à laquelle  on  arriveroit  diredement  par  le  procédé  enfeigné 
<34*)- 

, t . • - , 

Mais  lorfqu*il  y a plus  d’une  inconnue  , le  fadeur  n’eft  plu» 
monome  ; & l’on  feroit  bien  des  recherches  fupérflues  avant  que 
de  J’avoir  trouvé , fi  l’on  n’avoit  des  moyens  de  le  connoître 
à Priori.  Voyons  donc  quels  font  ces  moyens. 

(4340  Suppofant  que  les  équations  propofées  foient  , dans 
tout  leur  développement  naturel , de  la  forme  mentionnée  ( 396  ) ; 
& que  mifes  fous  la  forme  d’éqüations  à une  inconnue  de  moins 

3«e  leur  nombre , elles  foient  complettes , & refpedivement  des 
egrés  t , t1  ,t" , ficc.  en  forte  que  p tp',  .p",  &c.  marquant  la 
dimenfion  des  coëfficiens  des  termes  die  la  plus  haute  dimenfion  de 
chaque  équation  , on  ait  t A-  p , P -b  p1,  t"  -+•  p" , &c.  pour 
ce  que  (395)  nous  avons  appellé  t , t!,?'';  & t ,t' , t"  pouç 

•-  À à à 
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ce  que  nous  y avons  appellé  b,  b',  b" , &c. 

AJors  , pour  deux  équations  , nous  aurons  le  degré  de  l'é- 
quation finale  exprimé 

• par.  ..***•(-  pi1  + p't, 

pour  tro'rs  équations,  par.  . . ti'i"  -t-  pt't"  ■+■  p1  tt"  -f.  pn  t 1‘ , 

pour  quatre  équation* , par.  . . ec'i"t"'  -f- p p‘t  t"S"  H-  p"c  t’i'"  + p"'n't"f 

& ainfi  de  fuite. 

Concevons  maintenant  que  chacun  des  coëfficiens  de  la  di- 
dimenfion  la  plus  élevée  de  l’une  des  équations ,-  de  celle  du 
degré  r,  par  exemple,  foit=o.  Alors  t deviendra  t — i,  6c 
p deviendra  p -+-  i. 

L’expreiïion  du  degré  de  l’équation  finale  deviendra  donc 

pour  deux  équation*. . . x t'  — p t'  + i‘  p' i — p' , 

ou . **'  + /»*'  -h  p'r  — pi 

pour  troi*  équation*.,  x «'«"  ■+■  pt't " tf-  />'(**"'—  t"}  •+■  p"( — 

pour  quatre  équations.  -h  p »’«"*"* -+-^'  (n"im — t"t"')  -+-  p"(tt't'"  — t’t'")-i-p"'( i 1 

£c  ainfi  de  fuite. 

Le  degré  de  l'équation  finale  fubira  donc  une  diminution  tellq 
qu’il  fuit , • 

• pour  deu*  équation*. . • ; pr  , 

pour  trois  équations. . ..pi"  +p"f, 

pour  quatre  équation*.  . ■ p’t"t"'  -t-  p"  t'  tw  H-  p"'  i'in; 

& ainfi  de  fuite. 

Mais  en  faifant  égal  à zéro  chacun  des  coëfficiens  de  la  plus 
haute  dimenfion  de  l’équation  du  degré  t , on  n’a  pu  faire  d’autre 
changement  dans  l’équation  finale  que  d’en  détruire  un  certain 
nombre  de  termes  ; mais  on  n’a  diminué  en  rien  la  dimenfion  de 
cette  équation  finale.  Donc  dans  l’état  où  elle  fe  trouve  alors,  elle 
doit  être  divifible  par  un  fadeur  qui  ait  les  dimenfions  liüvantes. 

Pour  deux  équations.  . . . p't  . 
pour  troi*  équations.  . . . p'i"  -t-  p"t', 
pour  quatre  équations.  . ,p't"i'“  rt-  p"i't'"  -f-  p"'*V' j 
& ainfi  de  fuite. 
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Or  il  eft  vifible  1 ,°  que  t Sc  p n’entrant  point  dans  ces  expref- 
ïions , ce  facteur  doit  être  tout-à-  fait  indépendant  de  l’équation 
du  degré  ryc’eft- à-dire,  qu’il  ne  renfermera  aucun  des  coëfficiens 
de  cette  équation,  a.6  Que  la  dimenfion  de  ce  feéteur  devenant 
zéro , par  la  fuppofition  que  p',p",  j>'",  & c.  foient  zéro  , ce  fadeur 
ne  peut  contenir  d’autres  coëfficiens  des  équations  des  degrés 
ï,  r,  ôcc.  que  ceux  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacune  de 
ces  équations.  j.°  Que  ce  fadeur  eft  donc  le  même  que  fi  tous  les 
coëfficiens  des  dimenfions  inférieures  de  ces  équations  étoient 
zéro.  4.0  Enfin  qu’il  eft  donc  néceflairement  l’équation  de  condi- 
tion néceflaire  pour  que  les  équations  formées  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  chacune  des  équations  r7,  r",  r"',  Sic.  aient  lieu. 

Et  comme  ce  que  nous  difons  de  l’équation  du  degré  t,  eft 
également  applicable  à chacune  desautres,  concluohs  donc  : 

Que  fi  après  avoir  trouvé  l’équation  finale  générale , la  plus 
réduite,réfultante  d’un  nombre  quelconque  n d’équations  de  degrés 
t,  d,  t",  t/",  Sec.  renfermant  un. nombre  a — 1,  d’inconnues  , on 
veut  en  conclure  l’équation  finale  la  plus  réduite,,  qui  convient 
au  cas  où  le  degré  de  l’une  de  ces  équations  feroit  moindre  d’une 
unité  ; il  faut  après  avoir  fuppofé , dans  l’équation  finale  générale 
en  queftion , que  chaque  coefficient  de  la  plus  haute  dimenfion  de 
l’équation  qui  donne  lieu  à l’abaiflement , eft  égal  à zéro  ; il  faut , 
dis-je,  divifer  cette  équation  finale  alnfi  réduite  , par  un  facteur 
que  l’on  déterminera  en  calculant  l’équation  de  condition  né- 
ceflaire pour  que  les  équations  formées  de  la  plus  haute  di- 
menfion de  chacune  des  équations  propofées , excepté  celle  qui 
donne  lieu  à l’abaiflement,  puiflent  avoir  lieu. 

( 4 3 J )•  On  voit  donc  par-là,  comment  ayant,  pour  des  degrés 
quelconques  des  équations  propofées , l’équation  finale  la  plus 
réduite , on  pourra  en  conclure  l’équation  finale  la  plus  réduite 
pour  chacun  de  tous  les  degrés  inférieurs. 

C’eft  ainfi , comme  nous  l’avons  déjà  vu  ( 4j  3 ) , que  l’équatioa 
finale  qui  convient  aux  deux  équations 

a x*  -h  b xx  c x d = 0, 
a'x  * *+-  b' x 1 + c* x -4”  </'  = o, 

devient  celle  qui  convient  aux  deux  équations 

il  xl  ■+•  b xx  -4-  ex  -f-  d = o , 

. b' xx  -f-  c' x -f-  d'  = o. 


( : 


Aaa  ij 
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En  faifant  a!  = o,  ôc  divifant  enfuite  par  a;  or  a = o ell 
l’équation  de  condition  néceflaire  pour  que  l'équation  a x'  — o 
formée  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation  autre  que  celle 
qui  donne  lieu  à l’abaiflement , puifle  avoir  lieu. 

Pareillement  , fi  dans  l’équation  finale  trouvée  ( 378  ) pour 
les  trois  équations 

a x'  ■+■  b x y -+>  c y*  — oy 
•+■  d x -4-  e y 
-H  / 

d x'  ■+•  V x y ■+•  d y'  = o, 

-+■  d' x -f*  d y 

**-  /' 

d'x'  -4-  b"xy.  -\.  d'y'  = of 
f d-x  + d'y 
-+-/"• 

On  fuppofe  a"  = o , £"  = 0 , d'  = 0 ; on  trouvera  que  cette 
équation  finale  ainfi  réduite  eft  divifible  par  (a  b). (b  d)  — (a  d)  * 
qui  eft  précifément  l’équation  de  condition  néceflaire  pour  que 
les  deux  équations  1 

+ b x y -4-  c y'  =*  o , 
a!  x'  -4-  b1  x y -4-  d y*  = o t 
puiflent  avoir  lieu. 

De  la  manière  de  trouver  le  Facteur  dont  il  vient 
d’être  queflion. 

(436  ) Nous  venons  de  dire  que  le  fadeur  dont  il  s'agit , 
ferait  1 cquation  de  condition  néceflaire  pour  que  les  équations 
formées  de  chaque  plus  haute  dimenfion  de  n — 1 des  équations 
propofées  au  nombre  de  n , puiflent  avoir  lieu. 

Mais  ce  fadeur  fera-t-il  cette  équation  même,  ainfi  que  nous 
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l’avons  dit , ou  fera-t-il  compris  feulement  dans  cette  équation , 
comme  faûeur  de  cette  équation  , ainfi  que  nous  avons  dit  (430  ) 
qu’il  peut  arriver  pour  le  faêleur  de  l’équation  finale  générale. 

Il  fera  cette  équation  elle-même  , ainfi  que  nous  l’avons 
avancé. 

En  effet , s’il  pouvoir  n’être  que  fa£leur  de  cette  équation  , 
fa  dimenfion  feroit  moindre  que  celle  de  cette  équation.  Or  elle 
eft  précifément  la  même.  Car  ( 434  ) la  dimenfion  de  ce  faêleur 
eft 

pour  deux  équations.  * 

pour  trois  équations..  . , p' t"  -+-  p"  t1  , 

pour  quatre  équations.  . . p‘t"t"  ~b  p"t‘  t"’  ■+■  p'" t' t". 

Or  je  dis  que  l’équation  de  condition  dont  il  s’agit , eft  précî* 
fément  de  cette  dimenfion , dans  les  mêmes  cas  refpe&ivement. 

Car  dans  le  cas  de  n équations  , il  s’agit  de  l’équation  de 
condition  réûiltante  de  n — 1 équations  formées  de  chaque  plus 
haute  dimenfion  de  « — 1 des  équations  propofées.  Or  quoique 
ces  équations  renferment  n — 1 inconnues  3 cependant , comme 
elles  ne  font  formées  que  des  plus  hautes  dimenfions  , elles 
rentrent  pour  la  méthode  de  trouver  l’équation  finale  , dans  le 
même  cas  que  fi  elles  ne  renfermoient  que  n — 1 inconnues  ; 
ainfi , puifque  fur  n — r équations , il  n’y  a que  n — 2 inconnues, 
le  fadeur  dont  il  s’agit  , eft  l’équation  finale  que  nous  avons 
jufqu’ici  enfeigné  à trouver.  Voyons  donc  quel  doit  être  en 
général  la  dimenfion  de  cette  équation  finale  pour  1,2,3,  &c. 
équations  lefquelles  cortefpondent  à 2,3,  ôcc.  équations  propofées. 

Soient  donc  p1 , p",  ÿ" , p'Y , &c.  la  dimenfion  de  l’inconnue 
enveloppée  dans  les  coëfficiens  des  équations  propofées  , là  di- 
menfion , dis-je , dans  la  plus  haute  dimenfion  de  chacune  de  ces 
équations.  Il  eft  clair  que  pour  une  feule  équation,  (où  il  n’y  a 
aucune  inconnue  apparente  J la  dimenfion  fera  p1 

Pour  deux  équations  (où  il  n’y  a qu’une  inconnue  apparente  ) , 
notre  méthode  donnerait  à l’équation  finale , une  dimentîoft 
= p' t"  -f-  p"  p.  Car,  en  général  tous  les  coëfficiens  déterminés 
de  chaque  équation  étant  de  la  même  dimenfion  entr’eux  , la 
dimenfion  de  l’équation  finale  , qui  réfulte  de  l’échange  des 
coëfficiens  déterminés  contre  les  coëfficiens  indéterminés , dans 
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le  produit  de  tous  ceux-ci , fera 

p'  W(x.  ,.i)‘  1 + p"  N(oc ..  .*)  =r  p'  t"  -+-  p"  t1. 

Or  nous  avons  vu  ( 404  ) que  pour  deux  équations , cette  équation 
finale  n’auroit  pas  de  facteur  ; donc  en  effet  la  véritable  dimenfion 
de  l’équation  finale  eft  p'  t"  -f-  j/'tf. 


Pour  trois  équations  ( où  il  n’y  a que  deux  inconnues  appa- 
rentes ) , notre  méthode  donoeroit  a l’équation  finale  une 
dimenfion 

|'J.|WVwl  l'+t"-.  t 

p'N(x.'.i)  -*-p" N(k ..  .1)  -t-p"'N(x...t)  • 

Mais  nous  avons  vu  ( 41  y ) que  cette  équation  finale  auroit  un 
fàtteur  de  la  dimenfion 

p'N  (x. . .»)  T +p“lf(x,..  ij  +p'"N(x...i) 

— p'  t"  t!"  — p"  t!  f!"  — p"'t?t";  donc  la  véritable  équation  finale 
eft  de  la  dimenfion  p't" t!"  -+-  p"t,t"1  -+-  p'"t!t"  y 6c  ainfi  à l’infini. 

Donc  le  fadeur  dont  il  eft  ici  queftion , eft  exadement  l’é- 
quation de  condition  qui  répond  aux  n — 1 équations  formées  de 
chaque  plus  haute  dimenfion  de  n — 1 des  équations  propofées 
au  nombre  de  n. 


(4370  11  ne  s’agit  donc  plus , pour  avoir  cette  équation  de 
condition,  ou  ce  fadeur,  que  de  multiplier  chacune  des  équations 
qui  doivent  la  donner , par  la  plus  haute  dimenfion  feulement  des 
polynomes-multiplicateurs  convenables,  ôc  que  l’on  déterminera 
par  ce  qui  a été  ait  ( 340  & fuiy.  ). 

Ainfi,  fi  les  équations  propofées  étoient  , par  exemple  , au 
nombre  de  trois  ; ôc  fi  ayant  trouvé  l’équation  finale  réduite  qui 
convient  aux  trois  équations 

(x>  y )‘  — °j  (x>y)*'  =0,  (x3y)‘"  = o. 

On  vouloit  en  conclure  celle  qui  convient  aux  trois  équations 
(x.y),-l=~p,(x>y)‘ =°,  (x,y)'r  = 0. 

Pour  trouver  le  facteur  qu’aura  cette  équation  finale  après  y 
avoir  fuppofé  égaux  à zéro  tous  les  coefficiens  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  la  première  équation  , on  cherchera  l’équation  de 
condition  qui  convient  aux  deux  équations  formées  feulement  de 
•la plus  haute  dimenfion  de  l’équation  (x,  y)1  = o,  ôc  de  la 
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plus  haute  dimenfion  de  l’équation  ( x,y)‘"=  o.  Et  pour  avoir 
cette  équation  y on  multipliera  la  Dremière  par  la  plus  haute 
dimenfion  feulement  du  polynôme  ( x,  y J ' & la  fécondé 

par  la  plus  haute  dimenfion  feulement  du  polynôme  (x  ,y)‘  ~ 

& on  procédera  au  calcul  des  lignes  , ainfi  qu’il  a été  fait 
jufqu’ici.- 

(438*)  d’après  tout  ce  qui  précède  , on  doit  voir  que  fi 
le  nombre  total  des  équations  propofées  excède  trois  , notre 
méthode  donnera  un  fadeur  à cette  équation  de  condition  ; 6c 
comme  les  coëfficiens  des  termes  qui  donnent  cette  équation 
de  condition  , font  tous  de  même  dimenfion , il  paroîtroit  qu’on 
pourrait  être  embarraffé  à trouver  ce  nouveau  fadeur.  Voici 
comment  on  lèvera  cette  difficulté  apparente. 

(439*)  Suppofons  qu’il  y ait  quatre  équations , toutes  du  troï-i 
fième  degré , par  exemple.  Alors  la  queftion  feroit  donc  de  trouves 
l’équation  de  condition  qui  répond  à ces  trois  équations 

• *'  4- A xày  4-  c ï’j  + d «y*  4-<  xy\  + / -f -g y'  4-  hyx\  4-  ky  4-  /f* 

-t-i'x'y  4-c'x’r  + d' xf  1'  xy\-k-  /'*l*4-g'.yJ  4-  A' y\  4-  k’y  4-  F = o « 
«"je>4 -iux‘y-t-c"x'\  -t-d  "xy‘-h  t"xy\ 4-/"JH*4-g"jn  4-  Wy'l  4-  f'i'  =a  •» 

Or  cette  équation  de  condition  n’eft  pas  différente  de  celle 
qui  répond  à ces  trois  autres 

«*>4-  **\y  4-  dxy*  4 - gy'  =>  •, 

4-  e x*  4-  * xy  4-  k y* 

4-/*  4-  *y 

/ 

a’x 1 4-  h'x'y  4-  d'xÿ1  4-  gyt  =j  o; 

4-  r1*1  4-  e'xy  4-  A'jr* 

4-  f'x  4-  k'y 
4-  V 

a"x<  4-  Vx'y  4-  d"xy'  4-  g'y  1 =a  oî 
4-  e"xl  4-  e"xy  4-  A"y* 

4-/”*  4-  k ’y 
4-  l" 

qui  (ont  les  trois  précédentes  dans  lefquelles  on  a fuppofé  %=  U 

On  pourra  donc , en  général , pour  éviter  toute  incertitude  t 
fuppofer  dans  chacune  des  équations  formées  des  plus  hautes 
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dimenfions,  que  l’une  des  inconnues  eft  égale  à l’unité  ; & alors 
on  traitera  ces  équations  , tant  pour  avoir  l’équation  finale , que 
pour  avoir  fon  fadeur,  abfolument  félon  ce  qui  a été  dit  jufqu’ici. 

Des  Equations  ou  le  nombre  des  inconnues  e/l  moindre  , 
de  deux  unités , que  le  nombre  de  ces  Equations. 

(44o.)  Lorsque  le  nombre  des  équations  excède  dedeux,le 
nombre  des  inconnues , alors  on  peut  avoir  entre  les  cocfficiens 
déterminés  de  leurs  termes , deux  équations  ; mais  ces  équations 
peuvent  être  plus  ou  moins  compofées  lèlon  la  méthode  qu’on 
emploiera  pour  les  obtenir. 

( 44  r.)  Non-feulement  ces  équations  de  condition  peuvent 
fe  préfenter  fous  une  forme  plus  ou  moins  compofée  ; mais  il  n’en 
eft  pas  alors  comme  du  cas  où  l’on  n’a  qu’une  inconnue  de 
moins  que  le  nombre  des  équations  ; dans  ce  dernier  cas , on  eft 
sûr , fi  l’équation  eft  plus  compofée  qu’elle  ne  doit  l’être , on  eft 
sûr , dis-je , qu’elle  a un  fadeur  ; 6c  nous  avons  des  moyens  de 
connoître  ce  fadeur. 

Mais  dans  le  cas  préfent,  les  deux  équations  de  condition  peu- 
vent fe  préfenter  fous  une  forme  plus  compofée  qu’elles  ne  l’ont 
réellement  : 6c  ce  feroit  en  vain  que  pour  les  ramener  à leur 
véritable  état , on  chercheroit  dans  chacune  le  fadeur  qui  aug- 
mente leur  dimenfion  : on  n’en  trouveroit  ni  dans  l’une  ni  dans 
l’autre  ; ou  fi  l’on  en  trouvoit , il  ne  porterait  pas  la  rédudiorç 
des  deux  équations  au  terme  où  elle  peut  aller. 

(442.)  Pour  avoir  une  idée  de  la  manière  dont  cela  peut 
avoir  lieu  , fuppofons  que  les  deux  équations  de  condition  t 
joutes  réduites  , l'oient 

E *=  o , 

E'  = o. 

Qu’ayant  multiplié  la  première  par  a , 6c  la  fécondé  par  et  y 
j’en  forme  l’équation 

aE  -4-  a'  E'  = o. 

Et  qu’ayant  multiplié  la  première  par  b , 6c  la  fécondé  par  b' , 
fen  forme  l’équation 

bE  ■+■  b' E'  = o. 

Il  eft 
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Il  eft  vifible  que  ces  deux  équations  font  fufceptibles  de  réduc- 
tion , dans  ce  fens  qu’on  peut  les  changer  en  deux  autres  qui  au- 
ront chacune  un  fadeur  ; mais  on  voit  évidemment  qu’aucune  de 
ces  deux -là  n’a  de  fadeur  , & que  ce  ferait  en  vain  que 
pour  les  réduire  , on  chercherait  quel  eft  le  fadeur  qui  le» 
complique. 

( 443*)  Ici , pour  ramener  les  deux  équations 
a E -+-  a'  E'  = o , 
b E -4-  b'  E'  =•  o. 

A exprimer  la  queftion  de  la  manière  la  plus  fimple  , je  multi- 
plierais la  première  par  m,  & ajoutant  le  produit  à la  fécondé  , 
j’aurais  (ma  -+■  b) E -h  (ma'  -+-  b' JE'  = o.  Je  fuppoferois 

b* 

md  ■+■  b'  = o,  ce  qui  me  donnerait  m= -y  ; &c  l’équa- 
tion (ma^-bJE  = o,  ou - E = o , ou  (a  b'  )E  = o , 

qui  devenue  divifible  par  ( a b'  J , fe  réduirait  à E = o.  Un  arti- 
fice femb labié  ramènerait  à E'  =0.  Mais  il  s’en  faut  bien  qu’on 
puilTe  toujours  employer  un  moyen  aufli  fimple. 

(4440  Néanmoins , nous  nous  propofons  ici  de  donner  les 
moyens  pour  arriver  aux  deux  équations  finales , ou  aux  deux 
équations  de  condition  le»  pl»o  réduites  qu’il  loit  poftible.  Mais 
nous  ne  pouvons  pas  y arriver  immédiatement  ? & il  y a bien 
lieu  de  douter  que  cela  foit  poffible  généralement. 

En  effet , la  queftion  de  trouver  les  deux  équations  finales  les 
plus  fimples  qui  puiffent  réfulter  d’un  nombre  quelconque  d’équa- 
tions à deux  inconnues  de  moins  que  leur  nombre  , eft  un  cas 
particulier  de  cette  queftion  plus  générale....  quels  font  les  moyens 
de  fatisfàire  à un  nombre  donné  d’équations  qui  renferment  deux 
inconnues  de  moins  que  leur  nombre.  Or  cette  queftion  beaucoup 
plus  générale  doit  préfenter  dans  fa  folution  les  fymptômes  de 
plufieurs  cas  de  folution  qui  n’appartiennent  pas  à la  première 
queftion.  C’eft  ainfi  que  nous  avons  vu  que  l’équation  de  condi- 
tion réfultante  d’un  nombre  n d’équations  à un  nombre  n — 1 
d’inconnues , avoit  un  fadeur  qui  renferme  la  folution  de  la 
queftion , dans  le  cas  où  il  manque  aux  équations  propofées  toutes 
leurs  dimenfipns  inférieures. 
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(445.)  Il  s’agit  donc  de  donner  la  méthode  de  fatisfaire  de  I* 
manière  la  plus  limple  , fit  en  même  temps  complette , à la 
queftion  ; Quelles  font  les  équations  de  condition  qui  compren- 
nent tous  les  cas  de  folution  d’un  nombre  donné  d’équations  qui 
renferment  deux  inconnues  de  moins  que  leur  nombre  : fit  nous 
ferons  voir  enfuite  comment  on  ramène  ces  équations  à être  de 
la  dimenfion  la  plus  baffe , c’cft-à-dire , comment  ou  les  dégage 
des  folutions  particulières  qu’elles  renferment. 

(446.)  U faut  donc  commencer  par  la  recherche  de  la 
forme  la  plus  fimple  que  l’on  puiffe  donner  aux  polynômes- 
multiplicateurs  que  l’on  doit  employer,  pour  arriver  à ces  deux 
équations  finales  par  l’élimination  des  inconnues. 

De  la  forme  des  Polynômes -multiplicateurs  les  plus 
fimples  que  l’on  puiffe  employer , pour  arriver  aux  deux 
1 équations  de  condition  réfultantes  d’un  nombre  n d'é- 
quations a un  nombre  n — a d’inconnues. 


(4470  Supposons  d’abord  qu’il  n’y  a qu’une  feule  inconnue, 
& par  conféquent  trois  équations  dont  les  degrés  fbient  t,é,  t" 
pour  la  première , fécondé  fit  troifième , refpeclivement.  Sup-i 
pofons  aufli  /.>/';>  t". 

. Nous  pouvons  généralement  ( 227  ) prendre  pour  la  forme  des 
polynomes-multiplicateurs,  les  quantités  fuivantes  : 


Pour  ta  première. ...  ( x ...\  ) 
pour  la  fécondé. , . , ( x. ..  I ) 
pour  la  troificme ...  Ci...  1 J 


T+  «’  •+■«", 
T+  1 + 

T + 1 + 1' 


Pour  connoître  la  forme  la  plus  fimple  à laquelle  ces  poly- 
nômes peuvent  être  réduits , je  remarque  que , dans  cette  forme 
des  polynomes-multiplicateurs , l’équation-fomme  fera  de  la  forme 
(x  . . . 1 J r+  ; fit  que  la  différence  entre  le  nombre  des 

termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  cette  équation , fit  le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des 
polynomes-multiplicateurs , fera 


dl  lN(x...oJT+‘ +'+•']...( 
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fera  = o , tant  que  T r -H  d -4-  t">t  + t/  + t"  ; on  peut 
donc  fuppofer  = o chacun  des  coëfficiens  des  termes  des  poly- 
nômes-multiplicateurs qui  éléveroient  l’équation  fomme  au-delà 
de  r -t-  d-t-  d — 1 -,  c’eft-à-dire  , que  les  trois  polynomes-multipli- 
cateurs  ne  peuvent , fans  fuperfluité  , être  pris  plus  elevés  qu’il 
n’eft  indiqué  par  les  formes  fuivantes  : 


Pour  U première  équation  ...  ( x , . . i ) 
pour  la  féconde.  • (x. 


1 4-  t’—  1 

O * 


pour  la  troifième.  ...,,..(x...t) 

» » 

(448*)  Mais  cette  forme  peut  encore  être  abaiffée  : pouf 
fcvoir  de  quelle  quantité , je  fuppofe  qu’elle  puilTe  être  réduite  à 

/x... 

« (x.  . i\)* t 
, /*+.*' r*. 

Alors  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  l’équation-fomme  , & le  nombre  des  cocfficiens 
utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des  polynômes-multi- 
plicateurs y ne  fera  plus 

d' n (x...  )• 

Mais  pour  favoir  ce  qu’elle  fera , je  change 

d' .(*+;;  +•;-*) 

en  cette  autre  quantité  équivalente 

s 

) =ddArc*...o/+‘'-M*  *■*...  ( 

- x ...  + »(  .. 


Je  remarque  préfentement  i.°  que  l’expreffion  N(x...o)-<  à 
caufe  de  fon  expofant  négatif  — q,  ne  peut  avoir  Heu  dans  l’ex-  , 
preffion  du  nombre  de  termes  dont  il  s’agit  ; ôc  que  par  confè- 
rent la  véritable  expreflion  du  nombre  de  termes  dont  il  J 

Bbb  ij 


) 
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s’agit , eft 

ddt/(x..-o)  ‘"\  J““dN(x..*o)  «’  / 

Nfx  , du  moins  tant  que  5 ne  fera  pas  > t". 

Or  depuis  q = t , jufqu’à  q = r" , les  deux  premiers  termes 
de  cette  expreffion  font  chacun  = o ; ôc  le  dernier  où 
N (x . ..  o y-  » eft  conftamment  = -4-  1. 

Donc  dans  chaque  dimenfion  de  l’équation-fomme  depuis 
t -+-  tt  -+-  \tf'  — 1 , jufqu’à  t-t-t1,  le  nombre  des  termes  de 
chaque  dimenfion  excède  de  1 le  nombre  correfpondant  des 
coëfficiens  utiles  des  polynomes-multiplicateurs.  Donc  (j2f)  la 
forme  des  polynomes-multiplicateurs  peut  encore  être  abaifféç 
d’une  quantité  = t" ; donc  cette  forme  peut  être 

1'  — 1 

Pour  la  première  équation»  1 ) r 


pour  la  fécondé. ..  ; « . . • Z • ( *.*.  I ) 


. e'  — i”  — T 


pour  ta  troiiième..  x, \ ) 

avec  un  nombre  de  coëfficiens  ou  d’équations  arbitraires , erf 
réferve,  = t". 

(44 9-  ) Pour  favoir  fi  cette  forme  eft  encore  fufceptibte  d’a-» 
fcaiffementr  je  la  fuppofe 

f * | 1 

Pour  la  première  équation,  i . . ( x . . . 1 ) , 

t q' 

pour  la  fécondé.  . . . . . ; . . (x  1 ) , 

pour  la  troiiième. + * , 

c’eft-à-dire , que  je  fais  dans  la  forme  ci-deffus  q = t"  H-  <f. 

Alors  l’expreffion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes 
de  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation-lomme , ôc  le  nombre  . 
des  coëflïciens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des 
polynomes-multiplicateurs,  fe  réduira  à 

^ )-d#Cx...o/'-*'...( 

dont  chacun  des  deux,  termes  eft  .=  0 ; tant  que  n’eft 
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pas  <Z  t"  y donc  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion 
de  rdquation-fomme , & le  nombre  des  coëfficiens  utiles  fournis 
par  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des  polynomes-multipli- 
cateürs  étant  le  meme , on  peut  fuppofer  chacun  de  ces  coëffi- 
ciens  = o , depuis  /=  0 , jufqu’à  q = t' — t". 


Donc  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs  peut  être  réduite 
à la  fuivante 

«'  — t 

Pour  la  première  équation.  . ; (x . . . r ) , 

' • . * ■ t — #*  -f-  tr  —*  T 

pour  U fécondé.  ( x . # . i ) g 

t—  1 

pour  Ia  trolfième. x ...  i ) * 


( 4 J O.)  Pour  favoir  fi  cette  forme  eft  encore  fufceptible 
d’abaifîement , je  la  fuppofe 

<"  — f" 

Pour  ta  première  équation.  . . (x. ..  r ) 

î I . * 

• f—  , y"  * i . 

pour  la  fécondé.  ........  fx ...  i J t 

• — r" 

pour  la  troiflème.  ......  I .( x . ..i  ) , 

c’eft-à-dire , que  je  fais  dans  la  forme  précédente  r7 — r^-f* <fi 


Alors  l’expreffion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes 
de  la  plus  haute  dimenfion- do  l’Aquapion-fomme , ôc  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des  poly- 
nomes-multiplicatfeurs , devient 


c’efl  - à - dire  , 


■ N (*...«) 


— 9 


Mais  à caufe  de  l’expofanc  négatif  — <('  , l’expreffion 
N (x . . . o)—  1'  ne  pouvant  avoir  lieu,  nous  avons  feulement 

( 4 5 1 • ) Li  , il  peut  arriver  deux  cas  ; on  peut  avoir 
l!  ’t- 1?  <.  t to.  t/  t">  t.  Examinons  d’abord  le  premier  cas. 
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Dans  l’expreffion  dJN(x...o) 


le  premier  terme  fera  = o , tant  que  t -4-  t"  — q"  ne  fera  pas 
plus  petit  que  x'-*-r";  c’eft-à-dire,  jufqu’à  q"  = t — f'.  Donc 
ft  t'  -4-  r"  ■<  t ou  t~r~  t!  > /"  l’expreflion 

f ' ••  ~.ddMC*~ 


fera  négative  & = — ■ , depuis  q"  = i , jufqu'à  q"  = t"  f 
donc  s’il  n’y  avoit  pas  d’équations  arbitraires  en  réferve  , le 
nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation- 
fomme  , étanÉ  a&uellement  plus  petit' que'  le  nombre  des  coëffi- 
ciens  utiles  fournis  par  la  plus  haute,  dimenfion  de  chacun  des 

S oly nomes -multiplicateurs , on  ne  pourrait  plus  abaiiTer  la  forme 
es  polynomes-multiplicateurs. 

Mais  comme  nous  avons  vu  ci-defliis  que  depuis  q = i , juP 
qu’à  q — f",  nous  ayiorfs  pour  chaque  dimenfion  un  nombre  = i 
d’équations  arbitraires  en  réferve  , fi  nous  concevons  qu’on  les 
emploie  depuis  q"  = ■ , jufqu’à  qu  œ-z"  t chaque  coefficient  des 
dimenfions  correfpondantes  des  polynomes-multiplicateurs , pourra 
être  fuppofé  = o ; donc  dans  le  cas  de  t'  ■+■  t"  < t}  la  forme  des 
f olynomes-multiplicateurs  peut  être  réduite.  ' » 

. Pour  la  première  équation , à . . f*...  i)  , 

I — — f 

pour  la  fcconde t i.  • • i ».  * *■ 

t-r-i 

pour  la  troifièmç , à . • . • . . • ( x * ».\ ) • 

Et  comme  la  forme  ( x ...  i )~x  n’exprime  qu’un  polynôme- 
multiplicateur  imaginaire , on  -doit  en  conclure  que  l’équatioit. 
finale  la  plus  fimple , réfultera  de  la  conibinaifon  de  la  fécondé 
& de  la  troifièmç  équation  feulement , fans  y faire  intervenir  la 
première. 

. ( 4 5 2 • ) Achevons  donc  de  déterminer  la  forme  la  plus  fimple 
des  polynomes-multiplicateurs  de  la  fécondé  & de  la  troifièmç 

équations.  ‘ ' 1 f 

Suppofons  donc  leurs  polynomes-multiplicateurs , de  la  forme 

\ ■ | — • f '•»  qn 

Pour  la  fcconde i)  , 

t — t"  — 

pour  la  troifième.  .......  , 

ç’eft-àrdire,  faifons  dans  la  forme  précédente  q"  = r"  H-  -* 
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■'  Alors  l’expreffion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes 
de  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme  , & le  nombre 
des  coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des 
polynomes-multiplicateurs , deviendra 

d d N(x . . ) laquelle  eft  = o,  tant  que 

t — q'"  n’eft  pas  plus  petit  que  d ■+- 1"  ; c’eft-à-dire , depuis 
q"’  = i , jufqu  a q'"  = t — d — r".  Donc  on  peut  encore  fup- 
pofer  = o , chacun  des  coëfficiens  des  plus  hautes  dimenfions  des 
polynomes-multiplicateurs  depuis  q"'=  i,  jufqu’à  q"'—  t — d — t 
donc  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs , peut  Être  réduite  à 
la  fuivante. 

i • _ * j 

. Pour  U fécondé  équation. . (x  ...t  ) , 

pour  U troifièmc . . • ( x,..  t ) , 

& c’eft  la  plus  fimple  ; car  fi  on  fait  q"'  = t — d — d' -+-  <f  t 
la  quantité  d d N (x.  . .0  ) devient 

d d N (x ...  o J'+'-i"  .. . ( ' '*,*  ,7*”)  , c’eft- à - dire  t 

* )-•  w.w.-f-*'*. 

laquelle  à caufe  de  l’expOftnt  négatif  — <f  - ; doit  être  réduite  à 
! dN(x...o)t'+'"-'t'  ) — N(x. 

& celle-ci,  à caufe  de  d îf(x..  foJ,'+,‘~itr  ( ' ) = o, 

fe  réduit  à — N(x ...  o )‘"  -i"  = — i qui  fait  voir  que  ltj 
nombre  des  termes  de  la  plus  haute  dimenfion  de  l'équation-» 
fomme  étant  plus  petit  que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  , on 
ne  peut  plus  fuppofer  = o , les  coëfficiens  des  dimenfions  fu-» 
périeures  des  polynomes-multiplicateurs  , à moins  qu’il  n’y  eue 
quelques  équations  arbitraires  en  réferve  } mais  il  n’en  refte 
plus  aucune.  . , ..  . _.  , 

On  peut  remarquer  que  cette  dernière  forme  s’accorde  parfai-< 
tement  avec  ce  qui  a été  dit  ( 54 6 ). 

Donc  dans  le  cas  de  d •+»  d1  < 1 1 la  combinaifon  des  troiê 
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équations  propofées  ne  donneroit  pas  une  équation  finale , ou  une 
équation  de  condition  plus  fimple  que  la  .combinaifon  de  la 
fécondé  & de  la  troifième  feulement. 

(4J3.)  Mais  comme  il  doit  y avoir  deux  équations  de 
Condition , il  refte,  dans  ce  même  cas  de  t > ï -+-  t" , à déter- 
miner la  forme  des  polynômes-multiplicateurs  propres  à donner 
cette  fécondé  équation. 

Reprenons  l’examen  précédent  à compter  de  la  forme 
(x...  , 

(x... 

Et  au  lieu  de  concevoir  qu’on  emploie  toutes  les  équation* 
arbitraires  en  réferve  , concevons  qu’on  en  réferve  feulement 
une  ; alors  on  pourra  fuppofer  égal  à zéro , chacun  des  coëffi- 
ciens  des  polynomes-multiplicateurs  , depuis  y"  = i , julqu’à 
q"  = t" — t ; & la  forme  des  polynomes-multiplicateurs  fera  ré- 
duite à celle  qui  fuit  : 

Pour  1a  première  équation.  ....(*...1;*, 

pour  la  fécondé 1 ) 

t—t" 

pour  ta  troiüèrae. , 

avec  un  nombre  — t — r7  — r"  -t-  1 d’équations  arbitraires  outre 
l’équation  arbitraire  en  réferve  ; ôc  comme  , par  notre  fuppofi- 
tion , nous  Remploierons  pas  celle-ci  dans  la  dimenfion  fupé- 
rieure  de  l’équation-fomme,  nous  aurons  dans  cette  dimenfion 
plus  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à faire  dilparoître  ; il 
jae  fera  donc  plus  permis  d’abaifier  cette  dimenfion. 

(454-)  Examinons  préfentement  fi  l’équation  finale  donnée 
par  cette  forme , fera  plus  fimple  que  celle  qu’on  auroit  par  la 
combinaifon  de  la  première  6c  de  la  troifième  équations. 

Les  trois  polynomes-multiplicateurs  fourniflent  un  nombre  de 
coëfficiens  = 1 -t-  r — r'-t-i-t-r  — r"-+-j. 

“ Mais  fur  ce  nombre  , nous  venons  de  dire  qu’il  y en  avoit  un 
nombre  = t — t'  — t"  •+-  2 d’arbitraires  ; fi  on  les  fuppofe  donc 
fhaçun  s=  o , l’élimination  fe  fera  aveç  un  nombre  = ( t de 

coëfficiens  ] 
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Coëfficiens  ; donc  la  dimenfion  en  lettres,  ou  le  nombre  des 
coëfficiens  déterminés  qui  entreront  dans  chaque  terme  de  l’équa- 
tion finale,  fera  t -+-  1.  ' 

Mais  fi  on  combinoit  la  première  & la  troifième  équations  , 
les  polynômes  - multiplicateurs  convenables  ( 34 6 ) feraient 
(x. . . \)‘  — (x.. . i)‘~' , qui  donneraient  t -h  t"  pour  la 
dimenfion , en  lettres  , de  l’équation  finale  ; donc  la  forme 
fuivante  des  polynomes-multiplicateurs 

( x ...  t)°, 

p 

(x  ...  I J,-,r , 

efl  celle  oui , dans  le  cas  de  t > d -+-  t" , conduit  à l’équation 
finale  la  plus  fimple  après  celle  qui  réfulte  de  la  combinaifon  de 
la  fécondé  6c  de  la  troifième  équations. 

(45J-)  Partons  au  cas  de  t < P -+-  t 

Reprenons  , dans  ce  que  nous  venons  de  dire  ( 450  ),  la  forme 

(x...  1)—+' 

(x  . . . I ),—  l\ 

L’exprertion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la 
plus  haute  dimenfion  de  réquation -lomme.,  6c  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  de  chacun  des  poly- 
nomes-multiplicateurs , que  nous  avons  vu  être 

ddN(x.:. oj‘+‘' ) — N(x ...  o 
ne  peut  plus  donner  dd  N(  x = 0* 

depuis  q"  = 1 , jufqu’à  q"  — t",  lorfqu’on  fuppofe  t •<  d -f-  d'. 
Elle  ne[peut  Être  zéro  que  depuis  q"  = 1 , jufqu’à  q['  = t — d : ôc 
dans  tout  cet  intervalle  on  a conftamment  — N (x...o)i'-<  = — 1 . 

Donc  fi  on  conçoit  que  fur  le  nombre  d' d’équations  arbitraires 
qui  nous  refte  en  réferve,  on  en  emploie  une  à chaque  di- 
menfion de  l’équation-fomme  depuis  qf'=  \ , jufqu’à  q"  — t — dt 
la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute  di- 
menfion de  l’équation-fomme  , ôc  le  nombre  des  coëfficiens 

Ccc 
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utiles , fê  trouvant  alors  = o , depuis  q"  = i , jufqu  a q"  =»  t — f^i 
on  pourra  fuppofer  = o , chacun  des  coëfficiens  des  polynomes- 
multiplicateurs  depuis  q"  = i , jufqu  a q"  = t — X7. 

La  forme  des  polynomes-multiplicateurs  fera  donc  alors  I* 
fuivante  : 

Pour  U première  équation.  ij  y 

t“— i 

pour  la  fécondé.  r.  y 

cr—  i 

pour  la  troifieme « . « * 

( 4 J 61)  Pour  favoir  fi  cette  forme  eft  encore  fufceptible  dâ 
réduâion,  je  la  fuppofe  comme  il  fuit  : 


Four  la  première  équation ( x...r) 

pour  la  fécondé.  ..  .......  (x t ) 


» —1 


pour  la  troifième.  ( x. ..  i) 

Alors  lexpreffion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes 
de  la  plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme , 6c  le  nombre  des 
coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  polynomes- 
multiplicateurs  devient 

,ddN(x... ) — N(3 

c’eft-à-dire  , 

dN(x...o)‘'+''-<\  ..(■+*;-*»  ) _ N (x  . 

-+-  N(x...o)-*‘  — N(x...o)t'+''--<". 

Mais  comme  N(x...o)~  » ne  peut  avoir  lieu , elle  fe  réduit» 

dN(x...o)  ...(  y — JV(x..,o)  —N(x.~o)  9_ 

c’eft-à-dire,  ào  — i — i , ou  — 2. 

Donc  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  de  la  dimenfion  de  nu- 
méro <j"  des  polynomes-multiplicateurs , excédant  le  nombre  de3 
termes  à faire  difparoitre  dans  la  dimenfion  de  même  numéro  de 
l’équation-fomme  , il  ne  ferait  plus  poffible  d’abaiffer  la  forme 
des  polynomes-multiplicateurs , fi  nous  n’avions  encore  un  certain 
nombre  d’équations  arbitraires  en  réfèrve. 
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Or  fur  t"  équations  arbitraires  que  nous  avions  en  réferve  , 
nous  en  avons  employé  un  nombre  = r — t!  ; il  nous  en  refte 
donc  encore  un  nombre  d -H  t"  — t ; & puifqu’il  en  faut  em- 
ployer deux  à chaque  dimenfion  , on  pourra  donc  abaiffer  la 
forme  des  polynomes-multiplicateurs  depuis  <f  — 1 , jufqu’à  <(" 

= ~ ' — , « étant  o ou  1 félon  que  -t-  r"  — tell  pair 

ou  impair  ; & dans  le  cas  où  il  eft  impair , il  reliera  une  équation 
arbitraire  en  réferve. 

La  forme  la  plus  fimple  des  polynomes-multiplicateurs , dans  le 
cas  de  t < t!  -+-  f , eft  donc  comme  il  fuit  : 


«'H-  « + « 


Pour  la  première  équation. . . 

• • ( x . . 

• U * '* 

pour  la  fécondé. . i ...... . 

• • ( X « • 

«+*'  — «•+« 

• «;  » * 

pour  la  troiCème . . . 

1 • • ( X • • 

« étant  o ou  1 , félon  que  -+- 1"  — / elt  pair  ou  impair  , & 
avec  une  équation  arbitraire  en  réferve  dans  le  cas  où  il  eft 
impair. 

(457*)  L’équation  finale  trouvée  en  employant  ces  poly- 
nomes-multiplicateurs, fera  toujours  la  plus  fimple , & plus  fimple 
que  celle  que  donnerolt  Ia  combiriallbn  de  deux  quelconques  des 
trois  équations  propofées. 

En  effet , par  la  combinailon  des  deux  plus  baffes  équations  , 
la  dimenfion  en  lettres  , de  l’équation  finale  , feroit  t1  -4-  r".  Mais 

par  ces  polynomes-multiplicateurs, elle  fera  ■'~hl 
puifque  t < t!  -+- 1",  & que  * ne  peut  excéder  1. 

(4580  Pour  avoir  la  fécondé  équation  de  condition,  on 
prendra  la  forme  fuivante  pour  les  trois  polynomes-multiplicateurs 


! + • 

Pour  b première  équation. . . . 

. ÇX...1)  » 

t 1 r'+« 

pour  la  fécondé.  . . ; ; 

• Ç x • . • t ) x 

1+  r"-t-« 

pour  b troilième.  ...  : ; . . . 

.(»..,!)  1 

* étant  encore  zéro  ou  1 félon  que  f *t«  t"  — r eft  pair  OU 

Ccc  i; 
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impair  ; & l’on  aura  trois  équations  arbitraires  en  réferve , dans  le 
fécond  cas,&  deux  dans  le  premier.  En  effet , puifque  nous  fommes 
les  maîtres  d’employer  les  équations  arbitraires  en  réferve , par- 
tout où  nous  voudrons  dans  l’équation-fomme  , nous  pouvons 
fuppolêr  que  fur  le  nombre  t'-ht"  — t qui  nous  en  reftoit  à 
l’avant-dernière  forme  ( 4 ) , nous  n’en  avons  employé  deux  à 

chaque  dimenfion,  que  depuis  cf"  —iy  jufqu’à q"'—  — - ■ — - 1. 

(459.)  Cette  nouvelle  forme  des  polynomes-multiplicateurs 
donnera  toujours  une  équation  finale  plus  (impie  que  la  combi- 
Tiaifon  de  deux  quelconques  des  trois  équations  propofées  , ex- 
cepté le  cas  où  t feroit  plus  grand  que  t'  -+- t"  — * — 6.  Dans 
ce  cas  on  prendrait  pour  fécondé  équation  de  condition  celle 
que  donneroit  la  combinaifon  de  b féconde  & de  la  troifième 
équations. 

(460.)  Mais  il  ne  fera  pas  toujours  indifpenfable , pour  avoir 
l’équation  finale  la  plus  (impie  après  celle  qui  réfulte  de  la  première 
forme , de  recourir  à la  fécondé  forme  que  nous  venons  de 
donner  pour  les  trois  polynomes-multiplicateurs.  Dans  le  cas  de 
f -+■  t?' — t impair  , la  première  forme  fuffira  pour  avoir  les 
deux  équations  de  condition.  En  effet , comme  il  y a alors  une 
équation  arbitraire  à former,  en  la  formant  de  deux  manières,  on 
aura  les  deux  équations  finales  arbitraires  cherchées.  Appliquons 
à quelques  exemples  particuliers.  . > 

( 4 6 I . ) Suppofons  qu’on  ait  les  trois  équations  fuivantes  : 
a x -+-  b = o , 
a!  x *4-  b’  = o , 
a"x  -t-  b " = o. 

t'  -f- 1"  — t étant  ici  une  quantité  impaire  , on  aura  «■  = 1 y 
& la  forme  des  polynomes-multiplicateurs  fera  ( C’eft 
donc  à dire  qu’il  faut  multiplier  chacune  des  équations  propofées 
par  un  coefficient  indéterminé  feulement.  Et  comme  ( 4 <>6  ) on  a 
un  coefficient  ou  une  équation  arbitraire , & que  la  meilleure 
fuppofition  pour  arriver  à l’équation  la  plus  (impie , eft  de  faire  ce 
coefficient  = o , il  s’enfuit  que  la  combinaifon  des  équations  , 
deux  à deux , eft  celle  qui  conduira  à l’équation  la  plus  fimple. 

Ainfi,  A)A'iA"  étant  les  multiplicateurs  refpcctifs  de  ces 
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équations , en  faifant  A ' — o , on  aura  pour  équation  finale 
( a b')  = o. 

En  faifant  A ' = o , on  aura  pour  équation  finale 
(a  b"  ) — o. 

En  faifant  A = o , on  aurait  pour  équation  finale 

(a'V)  = o. 

Mais  deux  quelconques  de  ces  équations  ayant  lieu , la  troi- 
fième  en  eft  une  fuite  néceflaire. 

(462.)  Suppofons  que  les  trois  équations  propofées  Ibienc 
a x‘  -4 - b x c = 0, 
a!  x*  -h  b'  x -+-  d = o , 
o"**  -+-  b"x  -+-  c"  = o. 

Ici , où  r'  •+■  t"  — t eft  pair , on  a « = o ; & les  trois  poly-< 
Mornes-multiplicateurs  les  plus  fimples  , font  de  la  forme 
(x  . . . 1 )° , c’eft-à-dire , font  A , A'y  A" , fans  aucun  coefficient 
ou  équation  arbitraire. 

L’équation-lomme  fera  donc  de  la  forme 

A a x'  -t-  A b x -+-  A c = o. 

On  aura  donc  pour  le  calcul  de  A A'  A!'\  comme  il  fuit  î 


Première  ligne. 

fécondé  ligne. . 

* 

troifième  ligne. 

7 

L’équation  finale  fera  donc  a b'c"  = o , 01/ 

( ai'  — a'i  ) c"  — ( a i"  — a"t)c‘  -4-  (Vf"  — a"V)C  = <J, 

c’eft  la  plus  fimple  qu'il  foit  poffible  de  former. 

Pour  avoir  la  fécondé  équation  de  condition  , nous  pouvons 
( 4 j 8 ) prendre  (x  . . . î ) ' pour  la  forme  des  polynomes-multipli* 
cateurs , & alors  nous  aurons  deux  coëfficiens  arbitraires  , 6 C 
comme  le  meilleur  ufage  qu’on  puifle  en  faire , eft  de  les  fuppofer 
égaux  à zéro  ; fi , comme  on  en  eft  le  maître , on  les  prend  tous 
deux  dans  un  môme  polynôme-multiplicateur  , on  fe  trouvq 
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alors  n'avoir  à combiner  que  deux  des  équations  ; en  effet } 
nous  avons  vu  ( 34 6 ) que  deux  équations  de  ce  degré  dévoient 
avoir  pour  polynomes-multiplicateurs  , des  polynômes  de  la 
forme  , fans  aucun  coefficient  arbitraire.  On  peut 

faire  beaucoup  d’autres  fiippofitions , mais  qui  ne  conduiront  à 
rien  de  plus  ûmple. 

Ainfi  les  deux  équations  finales  font  ( a b'  c"  ) = o , avec  l’une  . 
quelconque  des  trois  équations  fuivantes  : 

(a  V).(bd)  — (a  d )'  = o , 

( a b"). (b  c")  — (a  d'y  = o , 

( a' b") . (V  d')  — (cl  d') 1 = o. 

Et  la  première  ( a b'd'  ) = o , avec  l’une  quelconque  de  ce* 
trois , étant  fuppofées  avoir  lieu , les  deux  autres  en  font  une 
fuite  néceflaire. 

(463.)  Suppofons , pour  troilième  exemple,  les  trois  équa- 
tions fuivantes  : 

a!  x*  ■+■  b'  x*  -4-  d x *4-  et  = o , 

a"x'  •+■  b"x'  -4-  d'x  -4-  d”  = O- 

On  aura  d -b  f — t impair , & par  conféquent  * = 1 ; la 
forme  des  trois  polynomes-multiplicateurs  (4^6)  fera  donc 
( x ...  1 ) 1 avec  un  coefficient  ou  une  équation  arbitraire. 

Soient  donc  A x -4-  B , A'x  ■+■  B',  A"x  -4-  B ' , ces  troi* 
polynomes-multiplicateurs  ; l’équation-fomme  fera  de  la  forme 
fuivante  : 

Aax 4 -+■  A bx * -+■  A ex*  -4-  A dix  -+•  Bd  = 0, 

«4“  B a.  *+•  B b •+•  B c 

Je  procède  d’abord  au  calcul  de  A A' A"  B B’B"  fans  aucun 
ifgard  à l’équation  arbitraire , & j’ai  comme  il  fuit  : 

Première  ligne...  aA’A", 

féconde  ligna...  (aV)A"  B B‘B"  ■+■  aA’A"aB'B ", 

uoifleme  üg*c. . (<ti't")BB’B"*-  (*b')A"tB'B"  4-  ( ae')A"aB'B"  4-  éA'A"(*V)Jt* 
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quatrième  ligne..  (ai‘c")tB‘B"  — (a  fd")iB'B"  4-  (aV)A"(t,')B"  (ac'd')aÊ'B” 

_ (ac‘)A"(ac')B"  + (ad')A"(ai')B"  + aA'A"(aïc"), 

cinquième  ligne..  (aVc").(,S)B'' ~(ab'd!').(hd')B"  - (tc'd")Jai’)A" 4- (a c’â').(a i)B» 

-I-  (a  c'd").(a  c')A"  — (a  t'd").(a  d’J  A'\ 

Préfentement , puifque  nous  avons  une  équation  arbitraire  , je 
puis  faire 

ou  Ai  -h  A'i'  4-  A"i"=  o,  ou  Ae  + A'c'  4-  A"c”  — o,  ou  A d -t-A'<T  + A‘'dfr—<,f 
ou  B g -f-  B' a'  -+-  B,fan=zo , ou  B b B'b ' -+-  B"bu  = o , ou  B c ■+-  B'c'  -f-  B"c"  Ofr 

Et  calculer  une  fixième  ligne  en  vertu  de  l’une  quelconque  de 
ces  équations  arbitraires  , fie  ce  fera  la  première  équation 
finale.  Calculant  de  nouveau  une  fixième  ligne  , à l’aide  d’une 
autre  quelconque  de  ces  équations  arbitraires , j’aurois  une  fécondé 
équation  finale. 

Par  exemple , fi  je  prends  fucceffivement  pour  équation  arbi-i 
traire  l’équation  A b -b  A'b1  -b  A" b"  = o , 

fie  l’équation  Ac  -b  Ad  ~b  A"d'  = o. 

J’aurai  les  deux  équations  finales  fuivantes 

— (a  dd'  ).( a b'd'J  -b  (a  b' J")'  = o , 

— (b  JA'  AV'  ) -a-  (a  U<P  ).(add')  = o. 

Mais  ces  deux  équations,  toutes  fimples  qu’elles  font  , ne  fonf 
pas  les  plus  fimples  qu’il  efi  poffible  ; parce  que  le  coefficient  ar- 
fcitraire  pouvant  auffi  bien  être  fuppofé  = o , comme  déterminé 
par  toute  autre  équation  arbitraire  ; fie  dans  le  premier  cas  la  di- 
menfion  littérale  de  l’équation  finale  devant  être  moindre  d’une 
unité  , il  eft  clair  que  ces  deux  équations  ont  une  dimenfion  lit- 
térale trop  forte  d’une  unité  , quoique  cependant  ni  l’une  ni  l’autre 
n’ait  de  oivifeur. 

Au  lieu  donc  de  procéder  au  calcul  de  la  fixième  ligne , à l’aide 
de  l’une  ou  de  l’autre  des  équations  arbitraires  ci-deffus,  j’y  procède 
à l’aide  de  l’une  quelconque  des  équations  arbitraires  fuivantes 

A"  =B  o,  A'=o,  Aa=o,  S"  = o,  B‘—  o,  B = o. 

Mais  j’obferve  auparavant,  que  (ad)A"t  par  exemple,  n’efl 
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autre  que  la  repréfentation  abrégée  de 

(ad J A"  — (ad')  A'  ■+■  (a'd')A, 

qui , avec  l’équation  A"  ~ o , ou  o A -+-  o A -+•  \A"  = 0 , 
fe  change  en  (ad). 

Combinant  donc , d’après  cette  obfervation , la  cinquième  ligné 
calculée  ci-deflus  i la  combinant,  dis-je,  fucceflivement  , avec 
A"=  o , 6c  A'=  o , on  aura  les  deux  équations  finales  fuivantes 

— (b  c'd").  (a  b')  ■+■  (ac'd"  )-(ac>)  — (ab'd"  ) .(  a d' ) =o, 

& (b c'd").  (ai")  — (ac'd").(ac")-i-(ab'd").(ad")  — o. 

On  en  peut  former  un  très-grand  nombre  d’autres , mais  qui  ne 
feront  pas  plus  fimples , 6c  leur  totalité  fera  toujours  telle  que 
deux  quelconques  étant  fuppofées  avoir  lieu , toutes  les  autres  en 
feront  une  fuite  néceflaire. 

(4640  Si  l’on  étoit  curieux  de  voir  la  liaifon  de  ces  deux 
équations  finales  avec  les  deux  précédentes , on  n’a  qu’à  prendre 
en  outre  l’équation  que  donneroit  A — o , laquelle  eft 

— (bc'd").(a'bu)-i-  (ac'd"  ).(a'c")  — (ab‘ d"  ) .(a'd"  ) =0. 

Alors , de  ces  trois  équations , fi  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière pari",  la  fécondé  par  d , 6c  la  troifième  par  b,  on  re- 
tranche le  fécond  produit  de  la  fomme  des  deux  autres , on  aura 

— (at? d'* ),  (a  b1  clt ) -4-  (aVdu)%  = o. 

Pareillement,  fi  après  avoir  multiplié  la  première  par  d',  la 
fécondé  par  d,  6c  la  troifième  par  c , on  retranche  le  fécond 
produit , de  la  fomme  des  deux  autres , on  aura 

— (bc'd").(ab'c")  -c  (ab'd" ) .(ac’d")  a, 

Ponc  les  deux  équations 

— (ac'd"  ).(ab‘c")  4-  (ab'd")*  — o, 

— (bc'd").(ab’c")  + (ab'd").  (ac'd"  ) = o, 

n’expriment  rien  de  plus  que  deux  quelconques  des  trois  équation* 

— (b  c'd"  ).(ab‘  ) 4-  (ac'd"  ) ,(ac' ) — (a  b' d"  ) . (a  d' ) = o, 

4-  (b<?d").(ab")  — (ac'd").  (a.c")  4-  (a  V d"  ).(ad")  = o, 

— (bc'd").(a'b")  4-  (ac'd"). (a' c")  — (ai'  d"  ) ,(a'd")  = o. 

(4650  Suppofons  à préfent  qu’il  y ait  deux  inconnues , 6c 

par  conféquent 
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par  conféquent  quatre  équations  dont  les  degrés  foient 

tf'  pour  la  première,  fécondé,  troifième  & quatrième; 
& que  l'on  ait  t > d > r"  > d" , ce  que  l’on  peut  toujours  fup- 
pofer  , en  y comprenant  le  cas  d’égalité. 

Il  peut  arriver  l’un  des  cinq  cas  généraux  fuivans 


*'>*"-+- 4- 

»>«'+•  t"',  «>l' «<«'+«'' H-l"', 

*'>«'' 4-«"',  »>*'4-*'",  t<«'4-t",  f<f'4-<"4-«''', 
*'>/"4-i"',  * < «'  4- 1’" , »<«'4-«",  r<»'  4-x"4-«,‘', 

/ < *'4-  t"'t  »<i'4-»",  r<i'4-i“  + il". 

Mais  comme  les  quatre  derniers  cas  fe  fubdivifent  en  plufieurj 
autres  dont  le  détail  nous  conduiroit  trop  loin  , nous  nous  bor- 
nerons à l'examen  détaillé  du  premier  cas , & nous  ne  confidé- 
rerons  le  cinquième  que  dans  l’un  des  cas , dans  lelquels  il  fe 
fubdivife. 


Prenons  d’abord  le  premier  cas. 

{ 4 66.)  Si  conformément  à ce  qui  a été  dit  ( 224  ) , on  prend 


T4-  >’  + >•+>-  T+t+,'+," 

■••••*/  » ,(x.. 


T+t  + t‘  + t”  . 

>*J  > 


(*•  • • » ) 


t 4-  « 


peûifs  de  ces  équations , on  aura 


peur  Je®  polynomes-multiplicateurs  re£ 


d ♦ N(x. 


, ^r4->4-«  4-  «'4-*'*, 


/ T4-<4- *'4r«"4-«"  \ 

V t.t\  *7,t”  /» 

Eour  l’expreflion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de 
1 plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomtjle , & le  nombrè'  des 
coëfficiens  utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  polynômes— 
multiplicateurs.  Or  cette  expreflion  eft  zéro  tant  que  l’expofant 
de  chacun  des  polynômes  qu  elle  renferme , n’eft  pas  au-deffous 
de  — 1 ; & comme  le  plus  petit  de  ces  polynômes  eft  (x.. . i JT, 
dont  le  nombre  des  termes  eft  T-t-  1 , il  eft  vifible  que  depuis  T 

égal  à une  quantité  pofitive  quelconque  , jufqu  a T 1 i 

la  quantité  . •.  ; ; • t A 

d*  Nfx...  i)T+l  + •’  + ,,.Ç  T+:+;'tt ::.+  *"  ) étant  zéro. 


fin  peut  fuppofer  tous  les  coëfficiens  des  dimenftons  fupérieurei 

Ddd 
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des  polynomes-multiplicateurs , égaux  à zéro  ; ôc  réduire  pat) 
çonléquent  ces  polynômes  à la  forme  fuivante  : 

Four  la  première  équation. . . . 

+ t ' - I 

> \ x •••  */•  r 

pour  la  fécondé... ■...' 

, . .«+«•'+ «"’-i 

1 • t f J y 

pour  la  troificme. . 

f + r+i1'-  t 

• ••  Çx  • ••  ij  9 

pour  la  quatrième 

.t+f’  + r-r 
...  ( x. ..  1 ) * 

Pour  fàyoir  fi  cette  forme  peut  Être  réduite , je  la  fûppofé  telle 
qu’il  fuit  i 

*-  J , I-— e 

Four  U première  équation.  .....  ( «...  \ ) , 

pour  la  leconde. ........  ...... . ( * . ..  i ) , 


« ...  . f + + 

pour  U troifième.  r. .......  (x. ..  j ) , 

f I f ' ^ M | M . 

pour  (a  quatrième.. (x...i) 


Alors  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  la  plus  haute 
dimenfion  de  l’équation-fbmme , & le  nombre  des  coëfficiens 
utiles  de  la  plus  haute  dimenfion  des  polynomes-multiplicateurs  , 


devient  d*N{x. ..  f 


t -h  + i 


)• 


S Mais  comme  on  ne  doit  admettre  dans  cette  expreflîon  que  le9 
polynômes  dont  l’expofant  n’eft  pas  négatif,  je  la  change  en  cette 
autre 


d'  N(x.  ..  i ) -». 

T 

dd  Nfx. . . i)‘ 

-t-  dN(x ...  1 


/ r+f’  + r + r"  — i — } > 

’*v  / 

• * • V •*.  «"■  / 


4 


en  rejettant  le  terme  -+■  N (x. . . i 1 — t. 

Or  les  deux  premiers  termes  font  évidemment  chacun  = o y 
tant  que  q <C  d.  Le  troifième  tant  que  q eft  plus  petit  que  d1 , 
fe  réduit  à d"  ; & le  quatrième , tant  que  q eft  plus  petit  que  d"  , 
fe  réduit  à d"  — q y donc  l’expreflion  totale  Ce  réduit  h-h  q. 

Puis  donc-(  32  y ) que  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  eft  plus 
petit  que  le  nombre  des  termes  à faire  difparoître  , on  peut 
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fuppofèr  chaque  coefficient  = o , depuis  q — i , jufqu’à  q — t"\ 
& l’on  aura  pour  chaque  valeur  de  q comprife  dans  cet  inter- 
valle , un  nombre  = q d’équations  arbitraires  en  réferve. 

( 467.  ) Faifons  q = t"1  -4-  <(.  L’expreffion  de  la  différence 
entre  le  nombre  des  termes  à faire  difparoître  8c  le  nombre  de* 
coëfficiens  utiles  , deviendra 


d' N(x.., 

— dd  N(x. . . 1 . 

•4-  dN(x . . . . . 


• « + t-  + i«- 

f.  t\  « 

/«•  + *"  — 1 

i* 


Or  les  deux  premiers  termes  font  chacun  = o , tant  que 
y*  < t'  — t"‘ ; 6c  le  troifième  eft  pofitif  6c  = t'" , tant  que 
q1  <it"  — d"  ; donc  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  étant  moindre 
que  le  nombre  des  termes  à faire  difparoître , depuis  / = 1 , juf- 

3u’à  q1  = t" — t"' , on  peut  fuppofèr  chaque  coefficient  = o , 
epuis  q'  = 1 , jufqu'à  q = t" — t"'  ; 6c  l'on  aura  pour  chaque 
valeur  de  q[  comprife  dans  cet  intervalle  , un  nombre  = t!" 
d’équations  arbitraires  en  réferve. 

( 4 <5  8-  ) Faifons  <f  =t"  — t!"  -+-  <f.  L’expreffion  de  la  dif- 
férence entre  le  nombre  des  termes  à faire  difparoître , 8c  le 
nombre  des  coëfficiens  utiles,  deviendra 


— dd  N(x...  i)1' 
H-  N(x...  1 


1+  •'  + 1 — x 

«*,  i « J 


Or  les  deux  premiers  termes  font  chacun  = 0,  tant  que 
< t!  — t"  ; donc  puifque  t!  > t'  H-  d" , cette  expreffion  lè 
réduira  à N(x ...  1 ou  t"'  — q"  depuis  q"  = 1., 

jufqu’à  q"  = On  pourra  donc  encore  fuppofer  tous  les  coëf- 
ficiens égaux  à zéro  depuis  q"  = 1 , jufqu’a  q"  = t!"  i 6c  l’on 
aura  pour  chaque  valeur  de  q"  comprife  dans  cet  intervalle , un 
nombre  ==  t"'  — q" , d’équations  arbitraires  en  réferve. 

- (469.)  Faifons  q'1  = tf"  -4-  q"'.  L’expreffion  de  la  dif- 
férence entre  le  nombre  des  termes  à faire  difparoître  , 6c  lt 

D dd  ij 
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nombre  des  coëfiiciens  utiles  , fera 


d' Nfx...  ij‘+ 

— dd  N (x . . . ij‘‘ 


_ / •’  - 1 \ 
• * ' V.  «"  ) 


i 


laquelle  eft  zéro  tant  que  d — q'"  > tn  ■+■  r777  ou  q'"  •<  r7 — t" — d"; 
donc  depuis  <j"  = i , jufqu’à  <f"  = r7  — * r77  — r777  , on  pourra 
fuppofer  tous  les  coëfficiens  égaux  à zéro. 

( 470.  ) Faifons  q'"  = r7  — d'  — r777  *4*  9".  L’expreffion  de 
la  différence  entre  le  nombre  des  termes  à faire  difparoître , ôc 
le  nombre  des  coëfficiens  utiles , fera 


d' Nfx...  j J. + 

— dd  N(x...iJt"  + ‘’~i-'n 


/•  <+  «’+  «"-I 

\ I1,  t’  , t" 

f I"  + 

• ' V *" 


c’eft  - à - dire  , 


d > N(x... 

\ 

*—  d N (x 
-4-  N (x...  1 ^ 


-s"  ^ 


*,Ten fupprimant  le  terme  Nfx... 


Or  puifqu’on  fuppofe  r>  r7-*-  r777  , le  premier  terme  eft  zéro; 
le  fécond  eft  — r777,  fit  le  troifième  qui  ne  peut  exifter  que 
jufqu’à  qn  = d",  eft  d"  — q ",  Donc  lexpreffion  de  la  diffé- 
rence fe  réduit  à — q”. 

On  voit  donc  que  s’il  n’y  avoit  pas  d’équations  arbitraires  en 
réferve  , le  nombre  des  coëfficiens  utiles  excédant  actuellement  le 
nombre  des  termes  à faire  difparoître  , il  ne  ferait  plus  permis  de 
'fuppofer  aucun  coëfficient  — o ; mais  comme  nous  avons  depuis 
q = 1 , jufqu’à  q — d",  un  nombre  = q d’équations  arbitraires 
-en  réferve , Ôt  que  ÿ & ont  les  mêmes  valeurs  6c  en  même 
nombre , fi  on  conçoit  qu  on  emploie  ces  équations  arbitraires  , 
'depuis  q " = 1 , jufqu’à  q ” = r777  , on  pourra  fuppofer  encore  tous 
les  coëfficiens  égaux  à zéro  dans  cet  intervalle. 

( 471.)  Faifons  donc  q"  = d"  -f-  q \ L’expreffion  de  la 
'différence  entre  le  nombre  des  termes  à faire  difparoître } & le 
jtombre  des  coëffiùeos  utiles , fera 
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Et  puifqu’on  fuppofe  r > r'  -+-  r" , le  premier  terme  eft  zéro 
tant  que  q"  ■<  r"  — d"  ; ôc  le  fécond  = d".  Donc  s’il  n’y  avoir 
plus  d’équations  arbitraires  en  réferve , il  ne  feroit  plus  permis 
de  fuppofer  aucun  coefficient  =»  o ; mais  comme  depuis  q = i , 
jufqu  a <f  = d'  — d"  nôus  avons , à chaque  dimenfion  , un 
nombre  = d"  d’équations  arbitraires  en  réferve , 6c  que  q'  Sx  qr 
ont  les  mêmes  valeurs  6c  en  même  nombre , on  peut  fuppofer 
tous  les  cOëfficiens  depuis  jT*=  i , jufqu’à  qr  — t"  — d"  t 
égaux  à zéro. 

(47s.)  Faifons  q’  = d1  — d"  -+- y’1.  La  différence  entre  le 
nombre  des  termes  à faire  difparoître  , 6c  le  nombre  des  coëf- 
ficiens  utiles  , fera 


. ijr-r-t 


c 


•mm.  I _ q t! 


) 


— d N (x 

c’eft  - à - dire , 

y. 

dont  le  premier  terme,  puifque  t > d-t-  d' -¥•  d" , eft  zéro  tant 

3ue  yT  n’eft  pas  d" , ôc  dont  le  fécond  = — d"  -4-  q ” , c’eft-  à- 

ire , eft  négatif.  Donc  s'il  n'y  avoir  plus  d’équations  arbitraires 
en  réferve , il  ne  feroit  plus  permis  de  fuppofer  aucun  coëfficient 
= o ; mais  comme  depuis  q/'  = i , jufqu’a  q1'  — d"  nous  avons 
un  nombre  = d"  — ç"  d’équations  arbitraires  en  réferve  ; 6c 
que  q"  6c  q"  ont  les  mêmes  valeurs  6c  en  même  nombre, on  peut 
encore  fuppofer  ces  équations  arbitraires  employées  depuis  q = i, 
jufqu’à  q Tl  — d" , ôc  par  conféquent , tous  les  coëfficiens  compris 
dans  cet  intervalle , égaux  à zéro. 

(473*)  Faifons  q"'  = d"  ~ f-  q Tn.  La  différence  entre  le 
nombre  des  termes  à faire  difparoître , 6c  le  nombre  des  coëf-* 
ficiens  utiles , fera 

d<  N(x...x J—-* vC)  , 

laquelle  fera  zéro  tant  que  t — a*"  > d -4-  d' •+•  d"  ou 
î™  < / — r7—  d'  — d"  i on  peut  donc  encore  fuppofer  égau$ 


3P8  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

à zéro , tous  les  cocfficiens  des  polynomes-multiplicateurs , deDuis 
f"  = i , jufqu’à  q'u  = t — tt  — t!'  — t".  r 


C’eft-Ià  le  terme  de  la  réduaion  dans  le  cas  d e / t" -t- z"1 

*>  + + + r.  En  effet  ! 

1 expreffion  * 


d*  N(x...  i 1 ( ‘-\7<T  ) 

ne  peut  plus  [ en  omettant  , comme  on  le  doit.  Je  terme 

N(x...  •-!-»«,  lorfque  y**>  r — t!  — t!' /"] 

ne  peut  plus  avoir  qu’une  valeur  négative  ; on  a donc  alors  plus 
de  coémciens  utiles  que  de  termes  à faire  difparoître  dans  la  plus 
haute  dimenfion  ; & comme  il  n’y  a plus  d’équations  arbitraires 
en  réferve  , il  n’eft  donc  plus  permis  de  fuppofer  aucun  coef- 
ficient — o. 


(474  ) Examinons  préfentement  ce  qu’eft  alors  la  forme 
des  polynomes-multiplicateurs, 

Puifque  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  a lieu  . iufqu’à 
1 d - t — t"' , il  s enfuit  que  fi  l’on  fuppofe 
î , t~~t! T~  f — 1 . on  aura  la  forme  qui  fuit  im- 

médiatement la  dernière  forme  réductible  ; c’eft-à-dire , qu’on 
aura  la  forme  la  plus  fimple. 

Or  la  forme  de  1 équation-fomme , qui  avant  la  dernière  ré- 
duction, eft  (x. , . z)‘~ ,v“,  devient  donc  après  cette  der- 
nière réduaion,  f*...  2;«+f d’où  U fuit  que  la  forme 
des  polynomes-multiplicateurs  eft  celle  qui  fuit  : 

Pour  U première  équation (x...i)‘ 

pour  la  fécondé +‘ 

pour  la  troifième f*... »/  +‘ 

- pour  la  quatrième {x  +‘ 

Mais  le  polynôme  (x...  a )•'+•" +«"-«-*  ayant  zéro  ^ fe 
nombre  de  les  termes , on  doit  conclure  que  dans  le  cas  dont 
il  s agit  , c’eft-à-dire , dans  le  cas  de  /"•+-  tf" , t >•  r'-H  t'" t 
* f*+" fi  l’on  veut  avoir  l’équation  de 

condition  la  plus  fimple,  il  faut  combiner  feulement  les  trois 
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dernières  équations  entr’elles , fans  y faire  intervenir  la  première. 

Et  pour  avoir  la  fécondé  équation  de  condition  la  plus  fimple 
après  celle-là , on  combinera  les  deux  dernières  équations  avec 
la  première. 

(475*)  Examinons  préfentement  le  cas  de  r'  < r"  -f-  t"'. 
*<r/-+-f/",  / < r' -f-  t"  -H  x"'. 

Ce  que  nous  avons  dit  du  premier  cas  , continuera  d’avoir  lieu 
Jufqu’à  (f  — t!  — <"  y & depuis  3"  = 1 , jufqu’à  3"  = t!  — t"  , 
il  y aura  à chaque  dimenfion , un  nombre  = t"' — q"  d’équa- 
tions arbitraires  en  réferve.  On  pourra  donc  anéantir  toutes  les 
dimenfions  des  polynômes -multiplicateurs  comprifes  dans  cet 
intervalle. 

(476.)  Faifons  3"  = t'  — t"  -4-  3"'.  L’exprefüon  de  la  dif- 
férence entre  le  nombre  des  termes  à faire  difparoître  , & le 
nombre  des  coëfficiens  utiles , deviendra 

• d>  n (x...  1/ +«•+•”->  -«"...(' + •"+ ' - * ) 

— ddN(X . . . xy  + • • • ( '"+ ) 

*1-  N ( x ...  1 y + 1-**  qU’jl  faut  réduire  à 


d'  N (*....)<  ±«+  1W ^41+  ) 


•4-  N(x. . . 1 y-' — n fx . . . 1 y* qui  f j 
caufe  de  t<é  + t"',  n’aura  lieu  que  jufqu  a q"'=  t — t! , & 3 
pour  valeur  — t!"  -1-  t!"  — q"‘  -+-  t"  -t-  t!"  — ■ r'  — 3"',  ou 

U fe  préfente  ici  deux  cas  : favoir  é + f'  + — 2 r > o * 

& f7  *+•  r"  r"' — 2t  < o.  De  ces  deux  cas,  nous  ne  pour- 
suivrons que  l’examen  du  premier.  On  peut  donc  depuis  3"  = 1 y 
jufqu  a 3"'  = r — ' d anéantir  toutes  les  dimenfions  des  poly-t 
nomes-multiplicateurs  comprifes  dans  cet  intervalle. 


( 477-)  Faifons  d"  = t — t1  -+-  3”.  L’expredion  de  la  dif- 
férence entre  le  nombre  des  termes  a faire  aifparoitre  , Sx.  \& 
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nombre  des  coëfficiens  utiles , devient 

4*  n(x  ...  iy ^ ,+,'+,i:-:  - » t ) 

qu’il  faut  réduire  à 

dd  n(x  . . . i y*  *”+  . . . ( t,+t’ ) 


— d N(x... 

^ d N(x ...  I ) 

N fx. . . i } laquelle  a lieu  depuis  y”  = i j 
jufqu’à  ÿ,T=  t"  -h  d"  — f,  & a pour  valeur  — 2 P"  -f- 
— . f .+.  ^ -4-  r"'  _ t — f 4-  f 4-  d"  — t — f ou 
d -+-  d‘  4-  d"  — 2 1 — jj”,  quantité  qui  n’eft  pofitive  que  jufqu’à 
une  certaine  valeur  de  g” , (x.  devient  négative  avant 
q"  = t"  -f-  d"  — t, 

Concevons , préfentemcnt , que  depuis  q"  — i , jufqu’à  une 
certaine  diftance , nous  ajoutions,  à cette  expreflion,  pour  chaque 
dimenfion,  un  nombre  = q"  des  équations  arbitraires  que  nous 
avons  en  réferve  depuis  q — i , jufqu’à  q = d" , alors  elle  de- 
viendra d 4-  d'  -H  d"  — 2 1 — 2 q"  dont  la  fomme  efl 
(*  + d " 4-  d"  — 2t J q‘r  ~r-  q,r  ( q" 4-  i J ; or  cette  fomme  eft 
zéro  , lorfque  q"  4-  i = f H-  d'  -t-  d"  *—  2t , ou  lorfque 
a"  ==  d ~+-  d'  d"  — a t — i ; on  peut  donc  par  ce  premier  ufage 
o’une  partie  des  équations  arbitraires  en  réferve , fupprimer  toutes 
les  dimenfions  des  polynômes- multiplicateurs,  depuis  qn  = i , 
p(<p&q"  = d^-/!-4-d"^-2t—u 

( 47 8-  ) Si  l’on  fait  y"  — d -+•  d' d" r-~  ar—  r >4 -q;  alors 

Texprellïon  d 4-  d'  -f-  d"  — 2t — jj"  devient  — 2 f d *+•  r"  4- 
f"'  —r  2t J •+•  3 — 30  laquelle  a lieu  depuis  <7  ==  1 > jufqu’à 
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q = i'  -4-  t!"  — r — (t'  -4-  t"  -H  r"'  — 2 1 — 1 ) , c’elt-à-dire  , 
jufqu’à  q =•  t — t'  -H  1. 

Faifons  i.°  q = t! -4-  t" -4- 1!" — 2t  — 1 -4-<jr,  & concevons 

3ue  nous  employions  à chaque  dimenfion  depu  is  q = 1 , le  nombre  q 
'équations  arbitraires  que  nous  avons  encore  en  réferve  , depuis 
q = f'-t-  t"  -4- 1'" — 2t , ou  depuis  q = 1 jufqu’à  q — t'". 

Faifons  2°  q1"  = t — t'  -t-  1 — q ; & concevons  que  nous 
employions  à chaque  dimenfion  depuis  q = 1 , le  nombre 
t"  -4-  f — t'  — 25'",  ou  t!  -4-  r"  -+-  t"'  — 2 1 — 2-4-217  d’équa- 
tions arbitraires  que  nous  avons  depuis  q'"  = 1 , jufqu’à 
q"'  — t — t!.  Alors  à chaque  dimenfion  depuis  q = 1 , 

jufqu’à  q = t — t1 , nous  aurons  un  excédent , en  coëflîcicns 
utiles  , exprimé  par  2 (d  -H  t"  -4-  t'" — 2 1)  — 3 -4-  3q  & un 

nombre  d’équations  arbitraires  en  réferve , exprimé  par 
i(  t'  -ht"  -+- 1'"  — a ) — 3 -+-  ÿ ; -t-  » y r = » (•'  ■+■  -t-  — it)  — 5 -+-  ? y. 

Nous  pouvons  donc  anéantir  toutes  les  dimenfions  des  poly- 
nomes-multiplicateurs  depuis  q — 1 , jufqu’à  q — t — r/- 

Nous  avons  donc  gpmfif Fexpi cflîon  V-t- 1" -4-  t'"  — at  — $q" 
depuis  q"  — 1 , jufqu’à  q"  = t"  - 4-  t"'  — t — 1 ; il  relie  donc 
encore  dans  la  dimenfion  q ,T  = t"  -4-  t"'  — t , un  excédent,  en 
coëfficiens  utiles , exprimé  par  t'  — 2 r"  — 2 1"'  -4-  t. 

Nous  abforberons  cet  excédent  avec  les  autres  équations  arbi- 
traires en  réferve  qui  nous  relient. 

( 479*  ) ü nous  refte  donc  actuellement  i.°  un  nombre  <7 
d’équations  arbitraires  en  rcferve  , à chaque  dimenfion  depuis 
q — t1  -4-  t"  -4-  t"’  — 2 1 — i-t - t — d -4-  1 , jufqu’à  q — d" ; 
c’elt-à-dire,  depuis  q — t"  -h  t?"  — t , jufqu’à  q = d".  2.0  A 
chaque  dimenfion  depuis  q'  — 1 julqu’à  q'  — t" — r"',  il  nous 
en  relie  un  nombre  = d".  j.°  A chaque  dimenfion  depuis  q"=i, 
jufqu’à  q"  = d — t" , il  nous  en  relie  un  nombre  = t J"  — • q 

( 48°*)  Pour  connoître  l’abailfement  ultérieur  dont  les 
polynômes  - multiplicateurs  peuvent  être  fufeeptibles  , faifons 

E e e 
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Î',T  — t!'  -+-  t!" — t -+-  q".  L’expreffion  de  la  différence  entre 
e nombre  des  termes  à foire  difparoître , 6c  le  nombre  des  coef- 
ficicns  utiles,  deviendra 


J A N 


1-1-1  - j 


V . »•/  .f'— 


laquelle  aura  lieu  depuis  qy  =*=  1,  jufqu’à  q*  = t7,  — t77,  6c  a 
pour  valeur  — 2 r777  r — t"  — q " -+•  t!  — t77  — 5",  ou 
*~2t'"  — 2r"  ■+-  r t7—  2}". 

Nous  venons  de  voir  qu’il  nous  reftoit  auffi  un  excédent  de 
coëfficiens  utiles  = — 2 1"' — 2 r77  H-  t -t-  r7,  des  rédudions 
précédentes;  6c  comme  cette  quantité  n’eft  autre  que  le  cas 
de  q”  = o dans  la  quantité  ■ — 2 1777  — 2 f77  ■+■  r -4-  t7  — 2î”» 
nous  devons  confidérer  l’état  de  la  queffion  , comme  donnant  , 
à cliaque  dimenfion  depuis  qT  = o , jufqu’à  q"  = t'  — r77,  un 
excédent  de  coëfficiens  utiles  = — 2t"' — 2t"-\- 1 -f-  r7 — 2 q'. 

Pour  l’abforber  , je  remarque  i.°  que  nous  avons  depuis 
q = t"  -f-  r7"  — t , jufqu’à  q — t1",  à chaque  dimenfion  , un 
nombre  d’équations  arbitraires  en  réferve  , ==  q.  Donc  fi  nous 
faifons  q = t"  -+■  t"' — t-\~  q , nous  avons  à chaque  dimenfion 

depuis  q = o , jufqu’à  q = t — t7, 6c  par  confe'quent  à plus  forte 
raifon  jufqu’à  q — t’  — t ",  un  nombre  d’équations  arbitraires 
■=  t"  - f-  r777  — t •+•  q.  2.0  Depuis  9"  = 1 jufqu’à  q"  — r7  — t", 

IV 

nous  avons , à chaque  dimenfion,  un  nombre  d’équations  arbitraires 
e=  t'"  — q" , ou  en  faifant  q"  = t'  — t"  — q,  un  nombre  d’équa- 
tions arbitraires  = t!"  -h  t"  — t7  •+•  q ; ajoutant  ces  deux 

▼ 

nombres  d’équations  arbitraires , nous  avons  donc  à chaque 
dimenfion  depuis  q'  — o,  jufqu’à  q*  — t7  — t" , un  nombre  d é- 

quations  arbitraires  = 2 17'7  2 r77  — r7  — ■ t •+-  q -h  q = 

» ». 

2t'"  + 2t" — f — r7  -4-  2qr,  c’eft-à-dire  , le  même  que  le 
nombre  excédent  des  coëfficiens  utiles. 

(48  I.)  On  peut  donc  depuis  q"  = 1 jufqu’à  q T = t1  — t’ 
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anéantir  toutes  les  dimenfions  correfpondantes  des  polynômes- 
multiplicateurs. 

Faifons  q'  — t1  — t"  - f-  q".  L’expreffion  de  la  différence 
entre  le  nombre  des  termes  à faire  difparoître , & le  nombre  de* 
coëfficiens  utiles  deviendra 

(,+‘; - dN(x...x  ; '"Ç+f 

-dN(x... »J*'“ T-«”  ...  + N(x...,)t—'-t-'nt 

laquelle  aura  lieu  jufqu’à  q”  — t — S , & c a pour  valeur 
— 2t"’  -+•  t — tt — q",  ou  — (ztf"  -f-:1 — t -4- q"). 

Or  i.°  depuis  q=  t1  -+-  t?"  — t jufqu’à  q — t!" , il  nous  refte 
un  nombre  d’équations  arbitraires  en  réferve  = q ; c’eft-à- 

dire , en  faifant  q = t>-\~t'"  — t — i -t-  q , il  nous  refte  , à chaque 

▼1 

dimenfion  depuis  q — i,  jufqu’à  q—t  — t!  - f-  i,  un  nombre 

▼ I Tl 

d’équations  arbitraires  en  réferve , = d -+•  t'"  — t — 1 -H  q. 

▼ I 

2.0  Depuis  q1  — i , jufqu’à  q1  — t"  — t!" , à chaque  dimen- 
fion , il  refte  un  nombre  d’équations  arbitraires , = t*  ; fup- 
pofons  d’abord  tf'  — t"'  > t — t!. 

Alors  en  réunifiant  ces  deux  nombres  d’équations  arbitraires  , 
nous  aurons  depuis  q"  — î , jufqu’à  5”=  t — t' , un  nombre 

d’équations  arbitraires  en  réferve,  = 2ty"-+-r/ — t — 1 -t-  q 

« 

= it!"  1! — t — 1 c’eft-à-dire,  qu’à  chaque  dimen- 

fion, il  y aura  une  équation  arbitraire  de  moins,  que  de  coëf- 
ficiens utiles  ; mais  comme  fur  les  équations  arbitraires  que  nous 
avions  en  réferve  depuis  q — 1 , nous  n’aurons  employé  juf- 
qu’ici  que  celles  qui  ont  lieu  depuis  q = 1 , jufqu’à  q = t!" , il 
nous  en  reliera  un  nombre  = t"'. 

Si  fur  ce  nombre  nous  en  prenons  le  nombre  t — t! , alors 
nous  aurons  autant  d’équations  arbitraires  depuis  q"  = 1,  jufqu’à 
q"  — t — t! , que  de  coëfficiens  utiles  : nous  pouvons  donc 
luppofèr , égaux  à zéro  , tous  les  coëfficiens  des  po  1 y nomes-mu  I- 
tipiicateurs , depuis  q"  = 1 , jufqu’à  q"—  t — t! ; & il  nous 
refiera  i,°  le  nombre  t"'  — t d’équations  arbitraires  ; 2.0  le 
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nombre  t"'  d’équations  arbitraires  depuis  q/=t— t'-Çi, 
jufqu’à  q'  = t"  — r"'. 

( 4S2.)  Faifons  q"  ■=  t — t* -h  y"1.  L’expreffion  de  la 
différence  entre  le  nombre  des  termes  a faire  dilparoître  & le 
nombre  des  coefficiens  utiles,  deviendra 

— J N (x ...  x ) ...  [ * j qui  aura  lieu 

depuis  q""  = 1 , jufqua  ?’"=  t!  •b  tf' — t,  & fe  réduit 
à — 2 1">. 

Mais  nous  venons  de  voir  que  depuis  q’  = t — t'  i , jufqu'à 
q'  — t"  ~ t!" , c’eil-à-dire , pendant  un  nombre  de  dimenfions 
= t"  -+-  r'  — t'"  — t , il  nous  relie  à chaque  dimenfion  un 
nombre  = t'"  d’équations  arbitraires  ; fi  donc  on  conçoit  qu’à 
chaque  dimenfion  depuis  qn  = i , on  en  emploie  un  nombre 
= 2 1"'  y on  pourra  ftmpofer  égaux  à zéro  tous  les  coefficiens 
des  polynômes -multiplicateurs  , depuis  q = i , jufqu’à 

ÎT“  — ou  plus  exaélement  jufqu’à 

^,▼11  **  l”  t"1  — t « r f n , 

9 , * étant  zéro  ou  i félon  que 

f* •+*  ^ — t'"—t  efl  pair  ou  impair;  & dans  ce  dernier  cas  , 
il  reliera  encore  un  nombre  d’équations  arbitraires  , = 4"  t 
outre  le  nombre  t!"  -t-  t!  — ■ t qui  relie  encore  pour  l’un  6c 
l’autre  cas. 

Mais  comme  t"'  -t-  r*  — r,  ainfi  que  2 r,/' -f-r'  — r font  plus 
petits  que  az'",  il  n’elt  plus  poffible  d’abailfer  la  forme  des 

polynomcs-multiplicateurs  par  de-là  g"'  — ' ~w  . 

enforte  que  la  valeur  q ~c~‘.  -4-  1 } cil  celle 
qui  détermine  la  forme  la  plus  fimplc. 

L’équation  - fomme  fera  donc  de  la  forme 

. -t-  t-t~. 

, , — r. 

1 

Et  par  conféquent  celle  des  polynomes-multiplicatcurs  fera 
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Comme  il  fuit  : 


»'  -+-  t " -t- 1"‘  — »-+-« 


Pour  U première  équation. 

a 

t 11  -4-  x -4-  / — 1'  -4-  « 

Pour  la  féconde 

. (x..,l) 

x 

t*  -4-  im  -4-  t — x"  -4-  « 

pour  la  troififcme. • 

• ) 

» 1 » 

l‘  -4.  1”  .+.  r — t'"  -+-  « 

— I. 

pour  la  quatrième... 

. (■*...«; 

X 

« étant  zéro  ou  i félon  que  t!  -t-  t"  — t"'  — t efl  pair  ou 
impair;  & avec  un  nombre  d’équations  arbitraires  = t'"-bt’ — t , 
dans  le  premier  cas , & = 2 1"'  •+.  t'  — t dans  le  fécond. 

(483*)  Telle  efl  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs 
dans  le  cas  où  l’on  a t’  < t"  -b  d" , t < r"  -+- 1"' , c ■<  t'  -+-  t"'t 
t < t'  -b  t",  t -b  t"  -b  t'",  2t  < t'  + t"  -H  t & 

r"  — t"'  > t — t!  . 

Nous  n’entrerons  pas  dans  l’examen  de  la  forme  convenable 
aux  autres  cas  : ce  que  nous  venons  de  dire  , fuffit  pour  faire 
connoître  comment  on  doit  procéder  pour  y parvenir.  Il  faut  , 
fans  doute,  quelque  attention  pour  employer  les  équations  arbi- 
traires qui  font  en  Tôffcrve  ; mais- il  y aura  toujours  une  diftri- 
bution  pofTible  , qui  conduira  par  une  fuite  de  valeurs  ratio- 
nelles  & entières  des  quantités  q , q*,  q",  &c.  à celle  qui  déter- 
mine le  plus  grand  abaiflenient  poflible  de  la  forme. 

(484-)  Pou  r donner  quelques  applications , fuppofbns  d’abord 
qu’on  ait  quatre  équations  de  la  forme 

û x -+-  b y *+•  c = o. 

On  a donc  t = t'  = t"  = t"'=  \ ; t"  — t"'  = t — t' ; & 
toutes  les  autres  conditions  du  cas  que  nous  venons  d’examiner, 
ont  lieu.  On  a de  plus  t1  -b  t"  — t"'  — t = o , & par 
conféquent  * — o. 

La  forme,  qui  efl  commune  aux  quatre  polynomes-multiplica- 
teurs , efl  donc  ( x . . . 2 ) ° , avec  une  équation  arbitraire 
feulement. 

Or  le  meilleur  ufige  qu’on  puifle  faire  ici,  de  cette  équation 
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arbitraire  eft  de  fuppofer  un  coefficient  = o ; faifant  donc 
cette  fuppofition  de  deux  manières , on  voit  que  pour  arriver  aux 
deux  équations  de  condition  les  plus  fimples , il  faut  combiner 
les  trois  équations  propofées , trois  à trois , en  deux  manières. 

Ainfi  combinant  les  trois  premières,  c’eft-à-dire , formant  l’é- 
quation-fomme  , de  la  fomme  des  trois  premières  équations 
multipliées  refpecUvement  par  A , A',  A",  on  aura  l’équation 
de  condition 

(a  Vf  ) = o. 

Combinant  de  môme  les  deux  premières  avec  la  quatrième , 
on  aura  l’équation  de  condition 

( a b'c'"  ) = o. 

Si  on  combinoit  la  première  avec  les  deux  dernières  , on  aurait 
( a b"  c"')  = o. 

Et  en  combinant  enfemble  les  trois  dernières , on  aurait 
( a'  b"  c"'  ) = o. 

Mais  les  deux  premières  équations  étant  fuppofées  avoir  lieu , 
les  deux  autres  en  font  une  fuite  nécelfaire. 

(48  5)-  e^et  première  & la  fécondé  font  la  repréfen- 
tation  abrégée  de  ces  deux  équations 

( a b'  ) c"  — (a  b")  c'  -h  (a!b")c  mm  o, 

(ab')c'"  — (aV")t?  •+•  (db")c  = o. 

Or  , fi  après  avoir  multiplié  la  première  par  ( a!  b'") , on  en 
retranche  la  fécondé  multipliée  par  ( al  b' ) , on  aura  l’équation 
fuivante 

— (ab').(iib")  c"1  — [ (a  b").(a’b"')  — (a  b'").(a'b")  ] c'  = o . ..(A), 

Pareillement,  fi  après  avoir  multiplié  la  première  par  ( a b'" J , 
on  en  retranche  la  fécondé  multipliée  par  (al/'),  on  aura  l’é- 
quation fuivante 

(ab').(ab‘")c"  — (ab‘).(ab")cm  ■+•  [ (a'b").(a  b' — (<ïb"’).(ab")'\c—o. . . (B) 

Or  d’après  ce  qui  a été  dit  ( 220) , on  a 

(a  b”). (a’ y")  — (ab‘").(a'b")  — ( ab’j . ( a"  b1"  ) = a. 

Les  deux  équations  (A  ) Sx.  ( B ) deviennent  donc 
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(ai').  (a'i"')c"  - (ab').(  a'i")e"'  - ( a i' ) . ( a"  t'" )e>  = 0, 

8c  (a  i').(ai‘")t " — (ai').  (at“)c"'  — (ai1)  . (a"t"')c  =o. 

Lefquelles  étant  divifibles  par  (a  b')  deviennent,  par  cette 
divifion , les  deux  équations  fuivantes 

— (a'  b")c'"  -4-  ( a'  t"‘  ) c"  — ( a"t"')c'  = o , 

— (ai")c‘"  -4-  (ai"') c"  — (a"t'")e  = o, 

ou  — (a'  b"t'")  = o 

& — (ai"  c'"  ) = o , 

dont  la  fécondé  & la  première  font  précifément  la  troifième  & 
la  quatrième  des  quatre  équations  ci-delTus. 

Deux  quelconques  de  ces  quatre  équations  étant  fuppofées , 
les  deux  autres  en  font  donc , en  effet , une  fuite  néceflaire. 

Mais  on  voit  en  même  temps  que  pour  ces  fortes  de  vérifi- 
cations, il  efl  indifpenfable  d’avoir  les  théorèmes  que  ( 220) 
nous  avons  enfeigné  à trouver.  Sans  cela  il  ferait  bien  difficile 
de  fe  reconnoître  dans  la  quantité  de  calculs  qu’on  aurait  à 
cmbralfer  pour  des  équations  très-médiocrement  élevées. 

( 48^-)  Suppofons  que  les  quatre  équations  propofées  foient 
de  la  forme 

4**  + ixy  •f[~Fyr 
-4.  dx  -4-  ey 
•+■  / 

nous  aurons  t = t!  — t"  = t!"  ; t"  — tf"  = t — t! , & toutes  les 
autres  conditions  fuppofées  ( 47 p ùfuiv.  ) auront  lieu.  On  a de 
plus  r'-t-r" — t"'  — t — o,  6c  par  conféquent  * = o. 

La  forme , qui  eft  commune  aux  quatre  polynomes-multipli- 
cateurs  , eft  donc  (X...2)'  avec  deux  équations  arbitraires 
dans  l’équation-fomme. 

Pour  avoir  les  deux  équations  de  condition  les  plus  (impies , 
nous  fuppoferons  deux  des  douze  coëfficiens  indéterminés  que  nous 
aurons , égaux  à zéro.  Mais  pour  ne  rien  perdre  des  avantages 
de  notre  méthode  pour  la  facilité  du  calcul , nous  ne  ferons  cette 
fuppofition  qu’après  le  calcul  de  la  dixième  ligne. 
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Suppofant  donc  qu’on  ait  multiplié  les  équations  propofées , 
chacune  par  un  polynôme  de  la  forme  A x -+-  By  -b  C j on 
aura  une  équation-fomme  de  la  forme 

Aax'  ■+■  Ab  **  y -f-  Acxy * ■+■  Bcyi  =« 

B a -J-  B b 

■+■  AJx1  ■+■  Atxy  Btyx 
C a B d — f-  C c 

■+-  Cb 

■+-  Afx  -+-  Bfy 
•4-  C d ■+-  Ce 

b Cf 

Comme  nous  avons  deux  équations  arbitraires , & que  nous 
foinmes  les  maîtres  de  les  faire  tomber  fur  deux  quelconques  des 
douze  coëiliciens  indéterminés , je  me  propofe  de.  les  faire  tomber 
fur  deux  des  quatre  quantités  B , B',  B",  B".  En  conféquence 
procédant  au  calcul  des  lignes  en  parcourant  fuccedivement  les 
termes  x'y , xyl,  y',  x',  xy , y',  x,  y,  & le  terme  fans  x 
ni  y , dès  que  je  ferai  arrivé  au  calcul  de  la  huitième  ligne , 
j’omettrai  dans  la  valeur  de  cette  ligne  tous  les  termes  où  il 
refleroit  l’une  quelconque  des  quantités^,  A',  A",  A'”,  & tous 
ceux  où  refleroit  une  combinaifon  quelconque  des  quantités 
C , C',  C",  C'",  trois  à trois.  Dans  le  calcul  de  la  neuvième 
ligne  , j’omettrai  les  termes  où  refleroit  une  combinaifon  quel- 
conque des  quantités  C,  C',  C",  C‘" , deux  à deux.  Dans  le 
calcul  de  la  dixième  ligne , j’omettrai  tous  les  termes  où  refle- 
roit l’une  quelconque  des  quantités  C , C C",  C'".  Et  même 
dès  le  calcul  de  la  troifième  ligne  , j’omettrai  tous  ceux  où 
refleroit  A A'  A"  A'"  ; au  calcul  de  la  cinquième  j’omettrai 
ceux  où  refleroit  une  combinaifon  quelconque  de  ces  lettres  trois 
à trois;  au  calcul  de  la  fixième,  ceux  où  refleroit  une  combinaifon 
quelconque  de  ces  lettres  deux  à deux. 

Mais  comme  en  grouppant  ces  cocfficiens  , ainfi  que  nous 
l’avons  prefcrit  , il  ne  refiera  fucceflivement  que  A A’ A" A'"  , 
A' A'' A"',  A" A"',  A'",  BB‘B"B"\  B' B" B’",  B"B'",E'\ 
CC'  C"C'"y  C C"  C"',  C"  C"',  C'"}  on  exclura  fucceflivement 

ces 
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ces  produits  au  calcul  des  lignes  des  numéros  que  nous  venons 
d’indiquer. 

Avec  cette  attention  qui  exclura  un  très-grand  nombre  de 
termes  à mefure  qu’on  avancera  dans  le  calcul  , on  trouvera 
pour  dixième  ligne , la  quantité  fuivante 

— (aVc"f'").(aVt"P")ct' B" B"'  — (be’t"/'")  . l(ab'd"f"')be'B"B'"  — (ac'<r/,')ac'B"Bl"  3 
.4-  (ac’t"/’») e d’B"B'"  -b  (ab't"/"')  be'B"B"'  — (ac,e"f"')ac'B"B’"  ] 

4-  (ab'c"f")'cf‘B"B"'  — (abV'd'").(bJ'e"/"')“'B"B"'  -h  (ab'c"e"').  (ad'e"/»')eJlB"B'"  I 

— (ctfc"fl").l(ab'd"e"')bc'B"Bm  — f ac'd"e'")ac'B"Bm  -b  (<tb'i.J,d!")c  d’B"B"‘  J 

— (ab'e"J'").(bc'J»f")cf’B"B’"  -b  (abW)  .(ac‘J"f")c  f‘B"B"'. 

Préfentement,  rappelions  que  dans  cette  exprefiion  la  quantité 
c e'B"B'"y  par  exemple , n’eft  que  la  repréfentation  abrégée  de 
(cé)  B" B"'  — (c  d) B' B'"  4-  (c  d")  B’ B"  4-  (d  d')  B B" 

— (d  d")  B B"  4-  (d'd")  B B' il  en  eft  de  même  de  b dB"B 
qui  n’eft  que  la  repréfentation  abrégée  de  (bd)  B" B"’ 

— (bd')  B' B'"  -b  (bd")  B' B"  4-  (b'd')BB'"  — (b'd")BB"- 
4-  (b"  d" ) BB’ , & ainfi  des  autres. 

Or  fi  on  fuppofe,  par  exemple,  B"  = o,  & B'"  = o,  6c 
qu’avec  ces  dcux^iatinncorL  procède  au  calcul  des  lignes  fur 
la  quantité  (cd)B"B'"  — (c  d' ) B' B'"  4-  ( c d" ) B'  B" 

4-  (dd')BB'"  — (dd")  B B"  4-  (d'd")  B B',  par  exemple  ; il 
eft  facile  de  trouver  en  fe  repréfentant  les  deux  équations 
B"  = o , B'"  = o , comme  étant  la  même  chqfe  que 

oB  + o B'  -b  • B"  -b  oB"‘  = o 
6c  O B -b  a B‘  -b  o B"  -b  \ B'"  = o. 

Il  eft  , dis-je,  facile  de  trouver  que  (cdB'B'")  ou  fon 
équivalent  ( c d ) B"  B"'  — (cd')B'B'"  4-  ( c d" ) B'  B" 
-*-(dd')BB"'  — (dd")  B B"  4-  (d'd")  B B',  devient  fuc* 
çelTivement 

«c 


(ee')B'"  — ( cd" )B‘  — ( c'c"1  ) B 
( et’). 
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Donc  i.°  fi  nous  fuppofons  B"  = o , & B'"  = o,  nou* 
aurons  pour  l’une  des  équations  de  condition  cherchées 

+ (ac't"f").l(<,ye"f").(ej’)+  (ab'e"f").(be>)  - (a  t't"f •").(<,  c'  ) J / 

4-  (a  Ve"/'"/ . (cf)  — (a  Vc"d"‘)  . (b  d't"/'")  .(et')  4-  (aVc"e"‘)  . (a  dt"f")  .(ce')  \=(^ 

— (ed't"/"').[  (ab'd"t'") . (be')  — (ac'd (ac')  4-  (a  b'c"d"').(cd' ) 1 ( 

— (ab'c"d"’).(bt’d"/"').(c/’  ) 4-  (a. b'c"e"‘) . (a c'd" /"').(ef).  I 

Et  comme  il  eft également  libre  de  fuppoferB  = o , & B'  = o , 
fi  nous  faifons  cette  fuppofition,  nous  aurons  pour  la  fécondé 
équation  de  condition 

— (a  b'e"/'").(a  Ve"/"') . (c"e"')  — (ke't"/'")  [(ab’d"f")  ,(b"e'")  — (ac'd"f").(<i”e'"j{) 

4-  (a  c'e'f") . [ (a  Ve'/’")  :(c"d  '")  4-  (a  Ve"/"' ) . ( b"c‘")  — (a  c'e" ’/'") . (a"c‘")  ] [ 

4-  (a  Vc"/"’)' . (c"f")  — ( a b'c"d  "') . (b  d't"/"') . (c"e'")  4-  (a  b'c"c"') . (a  d ’t" /"') . (c"e'"))>  = 

— (cd'e'/"')  .[(ab’d"t"‘) . ( b"c"')  — (ae'd"e"‘).(a"e'")  4-  (ab'e"d'")  ,(e"dw  ) ) l 

— (a.b‘ç"d'"). (b  e’d" /"').(  c<  '/'")  4-  (a  Vc"t'")  . (a  c'd"/’"  ).(e"/"’).  J ' 

On  peut , ainfi  qu’il  eft  facile  de  voir , en  trouver  un  grand 
nombre  d’autres  ; mais  elles  feront  toutes  une  fuite  néceiïaire  de 
ces  deux-la.  Néanmoins  comme  la  confidération  de  ces  autres 
équations  n’eft  pas  fans  utilité  , nous  croyons  devoir  nous  en 
occuper  actuellement. 

Ufage  des  coëffcicns  arbitraires  beaucoup  plus  étendu 
que  nous  ne  l’avons  fait  envifager  ju/quici.  Leur 
utilité  pour  arriver  aux  Equations  de  condition  de  la 
plus  bajfe  dimenfion  littérale. 

( 487«)  Puisqu’on  peut  toujours  faire  des  coëflîciens  que 
nous  avons  appellés  inutiles , tel  ufage  que  bon  femblera , à la 
réferve  feulement  de  celui  que  nous  avons  interdit  (2jo& fuiv.)  ; 
il  s enfuit  donc  que  fi  on  procède  à la  recherche  de  l’équation 
finale  qui  doit  réfulter  d’une  forme  quelconque  de  polynômes- 
multiplicateurs  i fi , dis-je  , on  procède  à cette  recherclie  , fans 
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aucune  détermination  des  coëfficiens  inutiles  , foit  avant , foit 
pendant , foit  apres  le  calcul  des  lignes  , la  dernière  ligne  égalée 
a zéro  doit  être  auffi  bien  l’équation  finale  , que  fi  on  avoic 
déterminé  ces  coëfficiens  par  quelque  condition  arbitraire  que 
ce  foit. 

Et  comme  cette  équation  finale  ne  doit  dépendre  en  aucune 
manière,  de  ces  coëfficiens  inutiles,  il  s’enfuit  que  cette  équa- 
tion finale  renferme  toujours  autant  d’équations  finales,  qu’il  fe 
trouvera  dans  la  dernière  ligne,  de  combinaifons  de  ces  coëffi- 
ciens inutiles , foit  un  à un , foit  deux  à deux , foit  trois  à 
trois , &c. 

En  effet , puifque  cette  dernière  ligne  doit  être  zéro , quels 
que  foient  ces  coëfficiens  inutiles  , il  faut  que  chaque  fonction 
connue,  qui  affectera  dans  cette  dernière  ligne,  une  combinaifon 
quelconque  des  coëfficiens  indéterminés  reftans , foit  = o. 

( 48  8 - ) Il  fuit  delà  i.°  que  lorfque  le  nombre  des  équations, 
& celui  des  inconnues,  font  les  mêmes;  fi  après  avoir  procédé  , 
fans  aucune  détermination  des  coëfficiens  inutiles , au  calcul  de 
ce  que , pour  ces  fortes  d’équations  , nous  avons  appellé  la 
dernière  ligne , on  procède  enfuite  conformément  à ce  qui  a été 
dit  (207),  au  calcul  d’une  nouvelle  ligne  , en  employant  le 
coefficient  indéterminé  total  de  chaque  terme  de  l’équation  finale  , 
comme  une  équatlorr  ; ■ quVnfin  cm  <kmne  cette  nouvelle  ligne 

Four  coefficient  au  terme  de  l’équation  finale,  qui  l’a  fournie; 

équation  finale  qui  en  réfultera  , pourra  être  décompofée  en 
autant  d’autres  équations  finales  qu’il  s’y  trouvera  de  combinaifons 
différentes  des  coëfficiens  indéterminés  reftans.  Que  ces  équations 
finales  auront  toutes  lieu  à la  fois,  ôc  ne  différeront  par  confé- 
quent  les  unes  des  autres  que  par  un  faûeur  particulier  a chacune. 

On  fent,  à la  vérité,  que  le  calcul  fait  de  cette  manière  fera 
beaucoup  plus  long  , plus  cliargé , que  lorfqu’on  détermine  arbi- 
trairement les  coëfficiens  inutiles  ; mais  on  voit  en  même  temps 
qu’il  raffemblera  dans  une  feule  ôc  unique  équation  toutes  les 
connoiffances  générales  6c  particulières  qu’on  peut  acquérir  fur 
les  équations  propofées. 

( 48Q-)  2.0  Lorfque  le  nombre  des  équations  propofées  ex- 
cédera celui  des  inconnues;  fi  on  procède  au  calcul  de  la  der- 
nière ligne  fans  aucune  détermination  des  coëfficiens  inutiles,  alors 

Fffij 
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d’après  ce  que  nous  avons  dit  ci-deffus  ( 487  ) , on  obtiendra  autant 
d’équations  finales  , c’eft-à-dire  , autant  d’équations  de  condi- 
tion entre  les  coëfficiens  connus, qu’il  reliera  de  combinaifons  diffé- 
férentes  des  coëfficiens  arbitraires  des  polynomes-multiplicateurs. 

Mais  ces  équations  non-feulement  ne  feront  pas  toutes  les 
mêmes , ou  n’auront  pas  toutes  lieu  , par  la  fuppofition  qu’une 
feule  d’entr’elles  ait  lieu  : elles  feront  encore  des  compofés  plus 
ou  moins  compliqués,  les  unes  des  autres.  Mais  en  général,  Il 
le  nombre  des  équations  ( toujours  fuppofé  plus  grand  que  celui 
des  inconnues  ) eft  n , & p celui  des  inconnues , il  y aura  tou- 
jours un  nombre  11  — p de  ces  équations  de  condition  qui  feront 
effentiellement  différentes  entr’elles.  Les  autres  feront,  ou  les 
mêmes  que  quelques-unes  de  celles-là  , ou  leurs  multiples  , ou 
compofées  de  leurs  multiples;  c’eft-à-dire,  auront  lieu,  par  la 
fuppofition  que  les  n — p premières  ont  lieu. 

(4 90.)  Avant  que  d’éclaircir  tout  cela  par  des  exemples, 
ajoutons  deux  obfervations  importantes. 

i.°  Lorlqu’après  avoir  employé  au  calcul  des  lignes  toutes 
les  équations  fournies  par  l’équation-fomme , on  fera  arrivé  à la 
dernière  ligne  , on  ne  doit  pas  toujours  adopter  tous  les 
différens  termes  que  cette  expreffion  générale  préfentera. 

En  effet  , fuppolbns  , par  exemple  , que  I’équation-fomme 
renferme  un  nombre  quelconque  de  coëfficiens  indéterminés 
A,  B , C,D , &c.  & que  fur  ce  nombre  il  n’y  en  ait  que 
trois  d’inutiles.  La  dernière  hgne  renfermera  toutes  les  comoi- 
naifons  poffibles  des  coëfficiens  A , B , C,  D , &c.  pris  trois  à 
trois.  Or,  en  vertu  du  raifonnement  que  nous  avons  préfenté 
( 487  ) , on  n’eft  fondé  à égaler  à zéro  le  coëfficient  déterminé 
de  l’une  quelconque  de  ces  combinaifons  , qu 'autant  que  tous 
les  coëfficiens  indéterminés  qu’elle  renferme  , peuvent  chacun 
être  réputés  du  nombre  des  coëfficiens  inutiles.  Mais  félon  ce 
qui  a été  dit  (2306*  futv.) , quoiqu’on  ait  fur  ce  point  une  très- 
grande  liberté , elle  n’eft  cependant  pas  illimitée.  Si , par  exemple, 
A,  B,  C,  D,E,  &c.  érant  cenfés  appartenir  refpeêlivement  à 
la  première  ou  plus  haute  dimenfion  de  l’équation-fomme , à la 
fécondé , à la  troifième , à la  quatrième  , &c.  fi  , dis-je  , la 

Îremière  dimenfion  de  l’équation-fomme , ne  devoir  point  donner 
'équation  arbitraire  ; alors  on  ne  feroit  nullement  fondé  à égaler 
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à zéro  le  coefficient  de  toute  combinaifon  dans  laquelle  en- 
trerait A. 

En  effet,  puifque  A ne  peut,  par  la  fuppofition , être  déter- 
miné par  aucune  condition  arbitraire  , il  ne  peut  donc  faire  partie 
des  équations  arbitraires  que  l’on  pourrait  former.  Donc  ft  on 
conçoit  qu’ayant  formé  ces  équations  arbitraires , on  continue 
le  calcul  des  lignes , à l’aide  de  ces  équations , toute  combinaifon 
dans  laquelle  entrerai  finira  par  difparoître,  & ne  fera  point 
partie  du  dernier  réfultat. 

(49  I.)  Donc  fi  au  contraire,  on  ne  forme  point  les  équa- 
tions arbitraires,  il  faudra  exclure  de  la  dernière  ligne  , toute 
combinaifon  dans  laquelle  il  fe  trouverait  un  foui  coefficient  indé- 
terminé qui  ne  pourrait  pas  être  réputé  du  nombre  des 
coëfficiens  inutiles  ; & l’on  ne  doit  regarder  comme  équations 
appartenantes  à la  queftion , que  celles  qu’on  aura  , en  égalant 
à zéro  le  coefficient  total  déterminé , d’une  combinaifon  de 
coëfficiens  indéterminés  qui  auront  chacun  le  caraélère  de  pouvoir 
être  regardés  comme  du  nombre  de  ceux  que  nous  avons  appellés 
coëfficiens  inutiles. 

Sans  cette  attention , on  donnerait  des  équations  de  condi- 
tion qui  n’appartiendraient  pas  à la  queftion. 

( 4 9 2 • ) un  moi  fuk  f>  le  ooüfltciwt  déterminé  d’une  quel- 
conque des  combinaifons  de  trois  lettres  ou  coëfficiens  C,  D,  E s 
c’eft-à-dire , foit  p C DE  un  des  termes  de  la  dernière  ligne  , 
ayant  les  conditions  que  nous  exigeons  ici.  Ce  qui  fait  qu’on 
peut  fuppofer p = o , c’eft  que  C,  D , E étant  chacun  du  nombre 
des  coëfficiens  inutiles , on  peut  donc  fuppofer  C—  o , D = o, 
E = o ; c’eft-à-dire , former  les  trois  équations  arbitraires 

i C 4-  o D 4-  o £ = o , 

o C 4*  * ^ 4"  o JE  = o y 

o C 4*  o D 4*  * £ — o* 

Or  fi  avec  ces  trois  équations  arbitraires , on  pourfuit  le  calcul 
de  la  dernière  ligne  , on  verra  que  tous  les  autres  termes  dif- 
paroîtront  , & qu’il  n’y  aura  que  le  foui  terme  p C D E qui 
iûbfifte  jufqu’à  la  fin , en  devenant  fucceffivement  pD  E , p £ , 
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& enfin  p.  Donc  p étant  le  dernier  réfultat , la  dernière  de 
toutes  les  lignes , on  a p = o. 

Mais  fi  on  nrenoit  un  terme  tel  que  q AB  C,  dans  lequel  il 
n’y  eût  que  B & C qui  puflcnt  être  réputés  coëfficiens  inutiles; 
enforte  que  les  trois  équations  arbitraires  fuflent  B — o } 
C ~ o}  D = o,  ou 

i B «4-  o C -f-  oZ)  s o t 

oB  -4-  i C -4-  o D = o , 

o B -4-  o C 4-  i D = o , 

alors  la  continuation  du  calcul  des  lignes  donneroit  fucceffive- 

nicnt^  pour  qA  B C , les  quantités  — q A C,  -+-  q A , o; 
c’eft-à-dire,  que  le  terme  qA  B C finirait  par  dilparoître  ; & 
fi  r eft  le  coefficient  de  B C D , ce  ferait  r qui  ferait  le  dernier 
réfultat  du  calcul  des  lignes  ; enforte  qu’on  aurait  r = o , & 
'non  pas  <7=o. 

(4930  Il  y a quelques  cas  où  l’équation  de  condition 
de  la  plus  balle  dimenlion  littérale  eft  unique  ; c’eft-à  dire , ou 
parmi  les  équations  de  condition  néceflaires  pour  que  les  équa- 
tions propolccs  aient  lieu , il  n’y  en  a qu’une  feule  qui  puiflë 
Être  d une  certaine  dinienfion  littérale  ; toutes  les  autres  font 
d une  dimenlion  plus  élevée.  Nous  en  avons  déjà  eu  des 
exemples  ( 462  ).  Nous  avons  dit  que  dans  ce  cas , il  falloir 
pour  avoir  les  autres  équations  de  condition  , employer  les  poly- 
nômes-multiplicateurs  de  la  forme  immédiatement  au-deftus  de 
celle  que  nous  avons  enfeigné  à déterminer  comme  la  plus 
fimple. 

Ce  cas  a lieu , lorfque  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs 
les  plus  fimples , n’admet  aucun  coefficient  inutile.  Alors  on  ne 
peut  rencontrer  qu’une  feule  équation  de  condition  en  employant 
cette  forme.  Mais  fi  alors  on  prend  les  polynomes-multiplica- 
teurs de  la  forme  immédiatement  au-defiùs  , & que  l’on  calcule 
comme  nous  le  propofons  actuellement , c’eft-à-dire  , fans  aucune 
détermination  préalable  des  coëfficiens  inutiles,  ce  procédé  don- 
nera plusieurs  équations  de  condition , parmi  lefqueiles  on  trou- 
vera toujours  la  plus  fimple  en  queftion. 

(494-)  Pour  éclaircir  ôc  confirmer  tout  cela,  reprenons 
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d’abord  les  équations  que  nous  avons  traitées  (462  ) , c’eft-à-dire, 
les  trois  équations  de  cette  forme 

a x'  b x -+-  c — o. 

Nous  avons  trouvé  que  la  folution  la  plus  funple  étoit 
comprife  dans  l’équation  ( a b'  d' ) = o , & l’une  quelconque 
des  trois  équations  fuivantes 

(a  b'),  (bd)  — (ad y = o, 

(a  b"),  (bd')  — (ad)'  = o, 

( a! b")  . ( b’d)  — (dd)'  = o. 

Mais  fi  ayant  employé  les  polynomes-multiplicateurs  de  la 
forme  qui  fuit  immédiatement  la  plus  funple,  nous  euffions 
recherché  les  équations  de  condition  en  déterminant  les  deux 
coëfficiens  inutiles , par  la  fiippofition  , par  exemple , que  l'un 
des  polynomes-multiplicateurs  s’anéantît , uous  n’aurions  trouvé 
d’autres  équations  de  condition  que  les  trois  précédentes  ; & il 
feroit  allez  difficile  d’en  conclure  l’équation  ( a b'd ')  = o , qui 
cependant  en  eft  une  conclufion. 

(495-)  Si  au  contraire , en  perfiftant  à prendre  la  forme 
A x H-  B pour  celle  des  polynomes-multiplicateurs  des  équa- 
tions propofces , 1»»  noua  aLiltinons  .feulement  de  déterminer 
aucun  des  coëfficiens  inutiles  i Ûc  fi  en  conféquence  nous  pro- 
cédons d’après  la  forme 

A a jc’  -♦*  A b x*  -4-  Ac  x ■+ • B c = 0. 

- •••’>  * 

. “t*  B a *+-  £ b , 

qui  eft  alors  celle  de  l’équation-lbmme , au- calcul  des  lignes  qui 
doivent  donner  l’équation  finale , nous  aurons  comité  il  fuit 


Première  ligne...,; a A'A" . BB'B"  v t : ,j  ", 

fécondé  ligne. ab'A"  . BB’B"  a A'A"  > a B'B"  '■  i-  : 

• troifième  ligne...... ....  fa  b'c")BB  B » — a b’ A",  b B'B"  -h  « ('A'",  a B’B' 

-I-  a A'  A"  .a  b' B"  - 


Quatrième  8c  dernière  lig.t  f a b'*")  c B'B " — a VA"  . b JB1'  — (a  c')A".  a c'B" 

— a A’  A"  ( a b'e"  ), 
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Faifant , de  plus,  attention  i.°  que  cB'B"  n’eft  ici  que  la 
reprdfentation  abrdgde  de  c B' B"  — c'B  B"  c"  B B'.  1°  Que 
a VA"  n’eft  ici  que  la  reprdfentation  abrdgde  de  fa  b')  A"  — (a  b") A’ 
-H  fa' b")  A,  & ainfi  des  autres  ; on  aura  pour  dquation  finale 
gdnerale,  l’dquation  fuivante 


— c’BB"  + — (ab)A  + ia'k,')A']  t(S  e')S"  — (bc”)  B'  + (b'c’)B  ] 

— [(ac)A'  — (ac”)A+(ac  )A ) [ (tc')S"  — (ac")B '+  <a'C)B J — (aie">.(aAA"  — a'AA"  + a"AA  ) =o, 


Et  comme  d’après  ce  qui  a dtd  dit  ( 462),  les  deux  dquationi 
arbitraires  que  l’on  peut  former  , peuvent  appartenir  à telle 
dimenfion  de  l’dquation-fomme  que  l’on  voudra  , il  n’y  a ici 
aucune  combinaifon  des  cocfficiens  A , A',  A",  B , B\  B",  qui 
n’ait  les  qualitds  requifes  (491  ).  Rafiemblant  donc  les  différentes 
parties  qui  doivent  compofer  le  coefficient  de  chaque  combinaifon 
B' B",  BB\  B B',  A' A",  A A",  A A',  A"  B",  A" B',  A' B",  &c. 
& ne  confervant  que  les  dquations  qui  diffèrent  entr  elles , oa 
aura  les  dix  dquations  fuivantes 


(ab'c"  ; = 0, 
( a b‘.),(  b c'  ) 

( a c'  ;*  =s  0, 

. 

(ab").(bc") 

— 

( a c")1  = 0, 

■ ~ 

(a'V').(b'c") 

O 

II 

V» 

( a b').(bc") 

— 

( a c'  ) .(  ac") 

= 

« » 

( a b'  ).( b'c" ) 

— 

( a c').(a'c") 

= 

0 • 

( a b" ).(  b c1') 

— 

( ac" ).(ac'  ) 

= 

0 1 

( ah")  .(b'c") 

— 

( a c"  ).(  a' c") 

= 

» » 

(a'$").(  bc') 

~ 

(arc").(ac<  ) 

= 

« « 

( a'  b " ) . ( b c") 

— 

(a'c").(ac") 

= 

0 • 

dont  deux  quelconques  dtant  fuppofdes  avoir  lieu  , les  huit 
autres  auront  lieu, 


( 496.)  Prenons  pour  fécond  exemple  les  trois  dquations  de 
la  forme 


a x' 


■+■  b x'  ex  r+;  d = c, 


Et 
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Et  confervant  les  mêmes  polynomes-mulciplicateurs  que  nous 
avons  employés  ( +6  3 ) , nous  trouverons  comme  nous  l’avons 
déjà  vu , pour  dernière  ligne , la  quantité 

t (a  b'c » ) . (cd')  — (a  b'd")  . (b  d')  -b  (a  dd")  .(ad'))  B" 

— l(bc'd").(ab')  — (ac'd").  (a  c')  •+■  (a  b'd").  ( a d' ))  A" 

qui  n’eft  que  la  reprélèntation  abrégée  de 

[ (ab'c")  . (cd1)  — (ab'd")  . (bd1)  -b  (ac'd',)  . (ad’)]B" 

- ((ab'c").  (cd")  — (ab'd")  . (bd")  (ac'd")  .(ad")\B‘. 

-b  [ (ab'c")  . (c’d")  — (ab'd")  . (b'd")  + (ac'd").  (a'd")]B 

- l(bc'd")  . (aV)  — (ac'd").  (a  c’)  + (ab'd")  . (ad' )]  A" 

-b  [ (bc'd")  . (a b")  — (ac'd")  ,(ac")  -t-  (ab'd")  . (ad"))  A'. 

- [ ( bc'd")  . (a'b")  — ( ac'd").(a’c")  -b  (ab'd")  • (a'd"))A. 

Et  comme  chaque  coefficient  A",  A',  &c.  B",  B &c.  eft  ici 
dans  le  cas  d'être  pris  pour  le  coefficient  inutile  , nous  pouvons 
tirer  de  cette  dernière  ligne , les  lix  équations  fuivantes 

(ab'c").(cd<)  — (ab'd"). (bd  ) 4-  (ac'd").  (ad')  — o, 

(ab'c"),(cd''J  — (ab'd").  (bd")  -b  (ac'd"). (ad")  = o, 

(ab'd').(c'd")  — (ab'd'). (b'd")  -t-  (ac'd").(a'd")  = o, 

(bc'd").  (a  b')  — (ac'd").(ac' ) 4-  (ab'd").  (ad')  = o, 
(bc'd").  (a  b")  — (ac'd").(ac")  4-  (ab'd")  .(ad")  = o, 
(bc'd"). (a'b")  — (ac’d").(a'c")  -b  (ab'd")  .(a' d")  = o, 

dont  deux  quelconques  étant  fuppofées  avoir  lieu,  les  quatre 
autres  font  une  iuite  nécefTaire. 

(4970  Si  on  fuppofe  d = o , d' =■  o,  d"  = o,  les  trois 
équations  propofées  deviennent 

a*1  4-SxI4-c*  = o>  a'x * 4-  b'x1  + c'x= o , a"x>  4^  b"x * 4;  e"x  — 0 , 

ç'eft-à-dire, 

a xx  4-  b x -f-  c =s  o , 

t 

a*  x • 4-  b1  x -f-  c'  — o y 
a"*1  4*  b"x  4-  c"  = o, 

Ggg 
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Les  fix  équations  que  nous  venons  de  trouver , doivent  donc 
donner  les  dix  équations  que  nous  avons  trouvées  ( 49?  ) pour 
ce  cas  : c’eft  ce  qui  eft  en  effet. 

Car  fi  au  lieu  de  fuppoler  d’abord  d — o , </'  = o,  d."  = o , 
nous  fuppofons  feulement  ces  quantités  infiniment  petites , les 
fix  équations  deviendront 

f aVc").(ci')  = o , 

(ai’c").(cd")  = 0 , 

( ai' c").(  c'i"j  = o , 

( te'd”).(aV)  — (ae'd"  ).(ac')  = o , 

( te’  d"  ).(  ah")  — (ae’d" ) ,(ac")  = o , 

(hc1  d"  ).(a'h")  — ( ae'd"  ) .(  a'e")  = o , 

c’eft-à-dire , feulement 

( ah'c")  = o , 

( hc'd").(ah'  ) — ( ae'd"  ).(  ac’  ) = o, 

( hc’  d")  .(  ah")  — ( ae'd"  ) .(  ac")  = o, 

( h c‘  d"  ) , ( a'h"  ) — (ae'd"  ).(  a’e")  = o, 

dont  chacune  des  trois  dernières  en  égalant  à zéro  deux  quel- 
conques des  trois  quantités  dy  d\  d' , ôt  divifant  par  la  troi- 
fième  , donnera  trois  équations , ce  qui  fera  en  tout  les  dix 
équations  que  nous  avons  trouvées  ( 49  j ). 

(498.)  Comme  les  équations  en  plus  grand  nombre,  & à 
un  plus  grand  nombre  d’inconnues  , ne  donneroient  que  des  ré- 
fultats  plus  chargés,  làns  répandre,  pour  cela,  plus  de  jour  fur 
l’objet  afluel , nous croions pouvoir  nous  difpenfer  démultiplier 
ces  exemples. 

(499-1  Mais  nous  ne  devons  pas  négliger  de  faire  remarquer 
dans  cet  ufage  des  coëfficiens  inutiles,  le  moyen  d’arriver  aux 
équations  finales  de  la  plus  baffe  dimenfion  littérale , objet  que 
probablement  on  n’obtiendroit  que  très-difficilement  fans  les  reffi 
fources  que  cet  ufage  fournit. 

En  effet , fi  en  fe  bornant  à quelques  - unes  des  équations 
qu’on  obtient  en  faifant  les  équations  arbitraires , on  s’arretoit , 
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par  exemple  , aux  trois  équations 

(ab').(  be')  - ( ac'  )*=  O , 

( ai").  ( bc")  — ( ac")%  = o, 

( a'b").(  b'c")  — ( a'e" ) * = o. 

Dans  le  cas  traité  ( 462  ) on  auroit  aflez  de  peine  à trouver 
l’équation  plus  fimple  (a  b'  c")  — 0 que  nous  favons  appar- 
tenir à la  queftion. 

Si  on  eut , d’abord , fait  les  équations  arbitraires  qui  peuvent 
donner  les  trois  autres  équations 

( ab').(bc')  — ( ae')1  = o , 

( ab').(bc")  - ( ac<).(  ac")  = o . 

( ab').(b'c")  — ( ae').(  a'c" ) = o , 

On  auroit  pu  en  conclure  plus  facilement  l’équation  (a  b'c")  = o,  en 
ajoutant  enfemble  la  première  de  ces  trois  équations  multipliée  par 
a", avec  latroifième  multipliée  par  a,  & de  la  fomme  retranchant 
la  fécondé  multipliée  par  a' ; car  alors  on  auroit  (a  b)  .(a  b'c") 
— (ad)  .fac'  c" ) = o,  c’eft-à-dire  (ab'J  .(a  b' c")  = o , 
puifque  ( a } » Or  l’équation  {ab'J  . fa  b' c")  = o 

donne  fab')  = o , qui  ne  peut  fatisfaire  à la  queftion  , comme 
ne  renfermant  pas  toutes  les  quantités  dont  la  queftion  dépend  ; 
& fa  b'c" ) — o qui  eft  celle  dont  il  s’agit. 

( J o O.  ) Mais  quoique  ces  trois  équations  préfentent  plus  de 
facilité  que  les  trois  précédentes  , pour  arriver  à l’équation 
( a b'c")  = o , elles  ne  la  donnent  cependant  que  par  un 
artifice  particulier , & fur  lequel  il  ne  paroît  pas  facile  de  donner 
des  règles  générales. 

( J O I . ) Si , comme  nous  le  propofons  actuellement , on  pro- 
cède au  calcul  des  lignes  fans  faire  aucun  ufage  des  équations 
arbitraires,  alors  on  aura  toutes  les  différentes  expreffions  des 
équations  de  condition.  De  ces  différentes  expreffions  les  unes 
feront  plus  compofées , d’autres  moins  compofées.  Quelques- 
unes,  comme  nous  l’avons  vu  ( 497  ),  donneront  l’équation  ou 
les  équations  de  la  moindre  dirçenfion  littérale  , foit  immédiat 
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tement , foie  affectées  feulement  d’un  facteur  ; d’autres  enve-* 
lopperont  plus  ou  moins  cette  équation  ou  ces  équations  , multi- 
pliées par  différens  facteurs  , enforte  qu’il  feroit  très-difficile 
d’y  appercevoir  ces  équations  de  la  plus  firnple  dimenfion 
littérale. 

En  un  mot  fi  E,  E\  E",  &c.  font  les  équations  de  la  plus 
balle  dimenfion  littérale , la  méthode  actuelle  donnera  des  équa- 
tions telles  que  aE—o,  a'E'  — o,  a"E"  «=»  o , &c.  des  équa- 
tions telles  que  b E -+-  b'E'  — o , ou  b E -+-  b"E"  ==  o , ou 
bE  -+-  b'E'  -+-  b"E"  = o.  Or  il  e(l  facile  de  voir  que  dans  celles 
de  ces  dernières  formes,  E , E',  E",  &c.  n’étant  nullement  appa- 
rentes, fi  on  fe  bornoit  à quelques-unes  feulement  des  équations  de 
condition,  on  chercheroit  long-temps  inutilement  les  équations 
de  la  plus  bafle  dimenfion  littérale. 

En  ne  négligeant  au  contraire  , aucune  des  équations  de 
condition,  on  fera  sûr  d’en  trouver  qui  auront  un  fadeur,  & 
l’extradion  de  ce  fadeur  donnera  immédiatement  une  des  équa- 
tions de  la  plus  bafle  dimenfion  littérale. 

C’eft  ainfi  que  dans  l’expreflion 


. UB B — cBB'  + C BBJ  — t t»*»*#  + (e'h")A)  [(6  tIB  — fl  t'jB’+i't” ) B] 
— ll»l')A''—lac“)A'+  n'C'lA]  [ (a  ci  B”  -f-i.VÏB)— (•»<).  (æAA  — a AA  ■+-  a A A} 

on  trouve  i.°  (a  b' c")c  — o , (cl b'c") d = o , (a  b'c")  c"  = o ; 
(ab'c')a  =o,  (ab'd')al  — o,  ( a b'c"  ) a"  — o qui  donnent 
l’équation  de  la  plus  bafle  dimenfion  littérale  feule  & engagée 
feulement  avec  un  fadeur  ; 2.0  Les  autres  équations  que  nous 
avons  vues  ci-deflus,  mais  dont  l’équation  de  la  plus  bafle 
dimenfion  ne  peut  être  extraite  que  par  la  combinaifon  de 
plufieurs  d’entr’elles  , combinaifon  dépendante  d’artifices  qui 
doivent  varier  avec  le  nombre  des  équations  & des  quantités  ; 
au  lieu  qu’en  n’omettant  aucune  des  équations  de  condition , on 
fera  toujours  afluré  qu’il  y en  aura  de  la  forme  a E = 0 , a'E'  — o, 
&c.  & le  procédé  général  pour  avoir  E fera  de  chercher  le  plus 
grand  commun  divifeur  de  ces  équations. 

Il  eft  vrai  que  n’ayant  pas  d’indice  général  qui  fàfle  reconnoitre 
fi  l’une  quelconque  de  çes  équations  eft  de  la  forme  firnple 
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a E = o , ou  de  la  forme  bE  -+■  b'E'  = o , &c.  il  faudra  prendre 
ces  équations  deux  à deux , & chercher  fi  elles  ont  un  commun 
divifeur  ; mais  du  moins  eft-on  alluré  que  par  cette  recherche  , 
on  arrivera  aux  équations  de  la  plus  bafle  dimenfion  littérale.  Au 
lieu  qu’en  fe  bornant  à quelques-unes  feulement  des  équations  de 
condition , il  peut  arriver  que  ce  foient  précifément  celles  de  la 
forme  b E -+-  b'E'  = o , ou  bE  •+-  b'E'  -H  b"E"  = o , &c. 
alors  les  moyens  d’arriver  aux  équations  finales  de  la  plus  bafle 
dimenfion  littérale  . font  bien  difficiles , ou  du  moins  me  paroifi- 
fent  bien  difficiles  à affigner. 

Des  Equations  qui  étant  au  nombre  de  ri  , ne  renferment 
qu’un  nombre  p d’inconnues , pétant  <•  n. 

( J 0 2.)  Lorsque  le  nombre  p des  inconnues  eft  moindre 
que  celui  des  équations  d’une  quantité  quelconque  n — p , la 

Foffibilité  de  la  queftion  exprimée  par  ces  équations  dépend  de 
exiftence  d’un  nombre  n — p d’équations  de  condition  entre 
les  coëfficiens  des  équations  propofées. 

Pour  avoir  ces  équations  de  condition , de  la  moindre  dimetl- 
fion  littérale  qu’il  foit  polfible,  il  faut , avant  toutes  chofes , que 
les  polynomes-multipficateurs  qu’on  y employera,  foient  de  la 
plus  bafle  dimenfion  polfible.  Il  s’agit  donc  de  faire  voir  com- 
ment, dans  tous  les  cas-,  ou  puuua  déicmtiner  cette  plusbafle 
dimenfion  des  polynomes-multiplicateurs. 

( J O 3 • ) D’après  ce  que  l’on  a vu  jufqu’ici , fi  on  nomme  s 
la  fomme  des  expofans  des  degrés  de  chacune  des  équations 
propofées , & t , r',  r",  é",  &c.  les  expofans  des  degrés  de  la 
première,  fécondé , troifième , quatrième,  &c.  équations,  on 
aura  donc  les  formes  fuivantes , pour  celles  des  polynomes- 
multiplicateurs. 


Pour  U première  équation.... 

...  ( * 

pour  la  fécondé 

l-f' 

...  ( 

pour  la  troifième.... 

( *"*P) 

pour  la  quatrième 

...  ( x.,.p) 

& ainfi  de  fuite. 

La  forme  de  l’équation-fomme  fera, ....  (x,,.p)’. 
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Et  la  différence  entre  le  nombre  total  des  termes  de  l’équa-* 
tion-fomme , & le  nombre  des  coéfficiens  utiles , fera 


d " N ( x ...  p ( 


». 


laquelle  , puifque  p eft  < n , fera  néceffairement  zéro. 

Mais  fi  on  fait  attention  que  le  dernier  terme  de  la  quantité 
quelconque  d*  N(x...p)  — < fcc.  ) » eft 

± N f x .. . pj-i , lequel  eft  zéro  jufqu’à  q = p,  on  verra 
qu’on  aaufti  d"  N (x.  ..p)‘~'.  ••(,,,  kc.  ) = O , & 

que  par  conféquent  on  peut  réduire  la  forme  des  polynomes- 
multiplicateurs  à la  fuivante 

_ f . a—t—p 

Four  la  première  équation# ••.•••••••  ( x»„p)  9 

pour  la  féconde. ...................  ( x,.,p)  t 

t — t'  — p 

pour  la  troifième. ... ( x...p)  » 

• J — f'7—  p • 

pour  la  quatrième.. ( x,..p)  > 

& ainfi  de  fuite. 

Et  par  conféquent  l’équation  - fournie  fera  de  la  forme 
(x...p)-~’’. 

( 5°  40  Mais  >1  s’en  faut  de  beaucoup  que  ce  foit  là  la 
forme  la  plus  fimple  : pour  reconnoître  plus  facilement  la  route 
à tenir  pour  arriver  à cette  forme  la  plus  fimple,  reprenons  les 
chofes  d’un  peu  plus  haut. 

1 .°  Lorfque  le  nombre  des  inconnues  eft  égal  à celui  des 
équations , l’expreftion  de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes 
de  l’équation-lbmme , & le  nombre  total  des  coefficiens  utiles 
des  polynomes-multiplicateurs , n’eft  point  — o , mais  elle  devient 
une  fon&ion  des  expofans  connus  des  équations  propofées  : cela 
eft  évident  par  tout  ce  qui  a été  dit  jufqu’ici  fur  ces  fortes  d’é- 
quations. 

2.0  Lorfque  le  nombre  des  équations  furpaffe  d’une  unité  le 
nombre  des  inconnues  , l’expreffion  de  la  différence  entre  le 


sy  Google 


ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  4aj 

nombre  des  termes  de  l’équation-fomme  , & le  nombre  total  des 
coüfficiens  utiles  des  polynomes-multiplicateurs  , eft  zéro  ; mais 
elle  ne  peut  avoir  cette  valeur  que  dans  fa  totalité  ; c’eft-à-dire, 
que  fi  on  conçoit  que  pour  chaque  dimenfion  de  l’équation- 
fomme , on  ait  calculé  les  valeurs  de  la  différence  entre  le 
nombre  des  termes  de  cette  dimenfion  , & le  nombre  des  coiif- 
ficiens  utiles  des  dimenfions  correfpondantes  des  polynomes- 
multiplicateurs,  la  fonirne  de  ces  quantités  ne  peut  Être  zéro  , 
que  dans  l’étendue  totale  de  la  plus  grande  valeur  de  s , à zéro. 
jC’eft  ce  qu’on  peut  voir  dans  ce  qui  a été  dit  de  (338  ) à 
(44°). 

(5o5-)  Mais  lorfque  la  différence  du  nombre  des  équations 
au  nombre  des  inconnues  eft  plus  grande  que  1 , l’exprefiion 
de  la  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  l’équation-fomme  , 
& le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  polynomes-multiplicateurs , 
devient  zéro  plufieurs  fois  : ou  pour  parler  plus  exactement  , fi 
on  calcule  cette  différence  fucceflivement,  pour  chaque  dimen- 
fion , à compter  de  la  plus  haute  , & qu’on  faffe  les  fommes 
fucceflives  du  premier,  des  deux  premiers,  des  trois  première  , 
&c.  réfultats , on  trouvera  que  cette  fomnie  pa(fe  plufieurs  fois 
du  pofitif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  pofitif.  Or  tant  que  la 
fomme  de  plufieurs  de  ces  réfultats  confécutifs , fera  pofitive  , on 
peut , d'après  r^uVa.  vu  infqn'ici , fupprimer  dans  l'équation- 
iomme,  toutes  les  dimenfions  qui  ont  donné  ces  réfultats  ; & 
dans  les  polynomes-multiplicateurs , toutes  les  dimenfions  cor- 
refpondantes. Donc  pour  arriver  à la  dimenfion  la  plus  baffe , il 
faut  déterminer  à quelle  dimenfion  de  l’équation-fbmme  , les 
fommes  confécutives  de  ces  différens  réfultats  deviennent  zéro 
pour  l’avant  dernière  fois , ou  vont  paffer  du  pofitif  au  négatif 
pour  la  dernière  fois. 

( J O 6.)  Mais  quoiqu’on  puifTe  toujours  facilement  , ainfî 
qu’on  va  le  voir , déterminer  cette  dimenfion  numériquement, 
il  s’en  faut  beaucoup  qu’on  le  puifTe  faire  algébriquement  d’une 
manière  générale.  Deux  raifons  s’y  oppofcnt  : 1°  la  multitude 
infinie  de  cas  relatifs  aux  différens  rapports  de  grandeur  des  ex- 

rofans  , qui  font  varier  l’expreftion  de  cette  dimenfion  , ainfi  qu’on 
a déjà  vu.  2.0  Le  changement  prefquc  continuel  que  fubic 
l’expreflion  algébrique  de  chacun  des  réfultats  ci-defius , & par 
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conféquent  de  leurs  fournies  confécutives. 

( $ 07.  ) Nous  nous  bornerons  donc  ( & la  pratique  n’a  rien  à 
y perdre  ni  du  côté  de  l’étendue  , ni  du  côté  de  la  célérité  ) 
a expofer  la  méthode  par  des  exemples  numériques , qui , en 
éclairciffant  ce  que  nous  venons  de  dire  , feront  allez  voir  que 
la  marche  eft  la  même  dans  quelque  cas  propofé  que  ce  foit. 

( J O 8»)  Suppofons  d’abord  que  les  équations  propofées  font 
toutes  du  même  degré  ; ôt  rappelions  que 


d" 


■N(x...Pru-p- 


) =N(x...p)’-r  — nN(x...p)‘-'-* 

n-  1 n-  x f.T/,  „ 

n . — — . N(x...p]  -f-  ÔCC. 


Conformément  à ce  que  nous  avons  déjà  obfervé  plus  d’une  fois  , 
on  doit  rejetter  de  cette  exprelhon  les  termes  où  l’expofant  de 
N (x. . .p)  devient  négatif. 

Cela  nofé , l’exprcflion  de  la  différence  entre  le  nombre  des 
termes  de  la  plus  haute  dimenfion , 6c  le  nombre  des  coëfïiciens 
utiles  des  dimenfions  correfpondantes  des  poly nomes-multiplica- 
teurs , fera 


v(*.. -p-') 


•—r 


$ — t— p 

n N(  X.é.p  - l)  -4-  n . 


n - 1 

— ff(x.,.p- 


t) 


*-»  <-M 


— n."  — L p &c. 


Donnant  donc  fucccflivement  à s toutes  les  valeurs  pollibles 
en  nombres  entiers  pofitifs  , depuis  s = nt , jufqu’à  s = p , en 
rejettant  , à rnefure  qu’ils  fe  rencontreront  , les  termes  où 
N(x...p — j ) acquéreroit  un  expofant  négatif;  alors  on  fera, 
dans  quelque  cas  que  ce  foit , des  remarques  analogues  à celles 
que  vont  préfenter  les  exemples  fuivans. 

( J 09.  ) Suppofons  d’abord  qu’on  ait  fix  équations  du  premier 
degré , 6c  une  feule  ineonnue.  On  aura , pour  l’expreffion  de  la 
différence  entre  le  nombre  des  termes  de  chaque  dimenfion  de 
l’équation-fomme , 6c  le  nombre  des  cociïiciens  utiles  des  poly- 
nomes-multiplicateurs , la  fuite  des  quantités  que  voici  : 


N(x.,.oJ’ 
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y—  6N(x...o)'-b  J f N(x*.o)i—  ioN(x...o)'  ■+•  i J N(x...o)'  — 6 N(x..*)‘„  = — i, 

N(x..,o)*—  6N(x.~o)'-b  ilff(x.~o)1—  to  N(x...o)' -b  iitt(x...o)° ■+■  f, 

t/(x..,o)'  — 6 N(x...o)l-b  i iN(x...o)'—  ioN(x...o)’>. — 10, 

tf(x...o)x  — 6 N(x...o)'-b  if  NCx.'.o)’ io, 

<Ar('ï...oJ* — f, 

W(x,..o)9 + I. 


Où  l’on  voit  i.°  que  puifque  la  fomme  des  deux  premiers  ré- 
fultats  eft  •+■  4 , c’eft-à-aire , pofidve , on  peut  anéantir  les  deux 
premières  dimenfions  de  l’équation-fommc , & des  polynômes- 
multiplicateurs , & qu’il  reliera  quatre  équations  arbitraires  à 
former  dans  l’équation-fomme  reliante. 

2.0  Que  puifque  la  fomme  des  quatre  premiers  réfultats  eft 
■+*  4,  c’eft-a-dire,pofitive,  on  peut  anéantir  les  quatre  premières 
dimenfions  de  l’équation-fomme  primitive , ôc  par  conféquent  les 
quatre  premières  dimenfions  des  polynomes-multiplicatcurs  ; 6c 
qu’il  reliera  quatre  équations  arbitraires  à former  dans  l’équation- 
fomme. 

?.°  Que  puilque  la  fomme  des  réfultats  des  dimenfions  confé- 
cutivès , ne  devient  plus  pofitive  ni  zéro  , fi  ce  n’ell  à la  der- 
nière liimmfimi , il  ni  Opine  pnfïiMp  d’abaffler  l’équation-fomme 
ni  les  polynomes-multiplicateurs. 

L’équation-lbmme , de  la  plus  baffe  dimenfion  , eft  donc  de  la 
forme  (x . . ,i)'  — o , ôc  les  polynomes-multiplicateurs  font 
de  la  forme  ( x . . . i )°  ; ôcilya  quatre  équations  arbitraires 
à former  dans  l’équation-fomme. 

Les  polynomes-multiplicateurs  étant  donc  A,  A,  A"}  A"'iAn  A 
la  dernière  ligne  ou  l’équation  finale  fera 

ab'  A* A"' A" A' 

qui  eft  la  repréfentation  abrégée  de 

(a  b')  A"  A"’ A"  A*  — (a  b")  A' A’"  A"  A'  -+-  (a  b'")  A’ A" A”  A-  —(a.  b")  A' A"  A" A* 
•b  ( a b")  A' A" A'" A"  -b  (V b")  A A’" A™ A'  — (a'b"')A  A"A"A*-t-  ( a' b"r )A  A"  A'"A" 
— (a' b"  ) A A" A"' A"  -b  (a"b"’  )AA’A"'A-'  — (a" b")  A A' A" A'  -b  (a"  F ) A A A"  A" 
rt-  (a"‘b*  )AA'  A'A'  — (a"'b',)A  A’ A"  A™  — (a'-’b")  A A A"  A'". 

H h h 
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Donc  puifqu’on  a quatre  équations  arbitraires  à former  dans 
l’équation-fomme,  lefquelles  peuvent  porter  indifféremment  fur 
quatre  quelconques  des  fix  coëfficiens  indéterminés , on  aura 
conformément  à ce  qui  a été  dit  ( 487  ) les  quinze  équations 
fuivantes 

(a  b')  = o,  (a  b")  = 0,  ( a b"'  ) = 0 , (a  b")=  o,  (a b')  =0  , 
(a'b")  = 0 , (a! b'")  = 0 1 (cl  b ")  = 0 , (dV)  = 0 , (a" b")  = o , 
(a"bn)  = o , (a" b')  = o , (d"V)  =*  o , (a"' b')  = o , (a" b')  = o. 

Ce  font , en  effet , toutes  les  différentes  équations  qu’on  peut 
obtenir  par  la  combinaifon  des  équations  propofées  , deux  à 
deux  ; & il  n’y  a pas  d’autre  combinaifon  à en  faire  qui  ne  foie 
une  équation  trop  compofée. 

De  ces  quinze  équations  cinq  étant  fuppofées  avoir  lieu  , les 
dix  autres  en  font  une  fuite  néceffaire. 

( 5 1 O.  ) Suppofons  , pour  fécond  exemple  , cinq  équations 
du  fécond  degré  , ôc  trois  inconnues.  La  différence  entre  le 
nombre  des  termes  de  chaque  dimenfion  de  l’équation-fomme  r 
& le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  dimenfions  correfpondantes 
des  polynômes  - multiplicateurs  , fera  fùcceffivement  comme  il 


fiiit  - 

tf(xm *)'  — jA r(x...x)'  -t-  ioN(x...x)'  — 10 N(x..,t)' = + 1, 

JV  — 5 N(x...i )*  -t-  10  N (x...i )'  — la  N ( x...i )°. -t-  } » 

N — j N(x..,x)>  + 10  N(x...x)' -+-  iy 

W(x.„i)*  — J N i )'  -+-  10 N (x...i)’... — î, 

JV — f A '(x.~i)' — t, 

N(x...x)'  — » -t-  i| 

N(x.„i)' -*-  J, 

A'fx.jJ»... -t-  T. 


Où  l’on  voit  que  l’on  peut  rejetter  les  quatre  premières  dimen- 
fions des  polynornes-multiplicateurs,  puifque  le  nombre  total  des 
termes  de  l’équation-fomme , dans  les  quatre  premières  dimen- 
fions , efl  précifément  égal  au  nombre  des  cocfficiens  utiles  des 
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quatre  premières  dimenfions  des  polynomes-multiplicateurs.  Mais 
comme  paffé  ce  terme  , la  fomme  des  nombres  fuivans 
— y , 1 > -+•  3 , -+*  1 ne  devient  zéro  qu’à  la  fin  , il  n’y  a 

pas  lieu  à une  réduâion  ultérieure  de  la  forme  des  pol/homes- 
multiplicateurs , laquelle  fe  réduit  donc  à (x . . . 3 ) '. 

( J 1 1 . ) Suppolbns , pour  troifième  exemple  , fix  équations 
du  fécond  degré  , 6c  trois  inconnues.  La  différence  entre  le 
nombre  des  termes  de  chaque  dimenfion  de  l’équation- fomme , 
6c  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  polynomes-multiplicateurs  , 


fera  fuccefiivement  comme  il  fuit  : 

N{x...x )•  — 6 N (x...x'y  i J N — xoN )'  -+-  15  N(x...i)'  = — i, 

W(x~.i)’ — 6 N(x...x)s  ■+■  ij  N( X...1J4 — 10 N(x,..\ J1  -+-  if  N(x...i)’..  — 5, 

1V(x...i)i  — 6 N(x...x)'  4.  ij  N(x...x)i — 10  N (x**.\y  ... o, 

N(x...x)‘ — 6 N(x...x)*  -h  1 j N (x...xy  — xoN(x.^x)° ■+•  8, 

y — 6 N(x...x y ■+■  ij  w(x„.xy -t-  <s, 

N (x~,x  y — . 6 N (x...x)'  -t-  IJ  N(x...x)° — 6, 

N(x...xy  — 6N(x.~x)' — 8, 

tf(x,..x  y — 6 y o, 

N ( x...x  1*’. .Trrm ■■  ■ . -t-  }, 

A ’(x...xy ■+■  1. 


Où  l’on  voit  qu’on  peut  d’abord  rejetter  les  quatre  premières 
dimenfions  des  polynomes-multiplicateurs , & qu  alors  il  reliera 
dans  l’équation-lomme  qui  fera  ae  la  forme  (x  . . . 3 ) 1 , quatre 
équations  arbitraires , puifque  la  fomme  des  nombres  — 1,  — 3,  o, 
-4-  8,  = -+-  4,  c’eft-à-dire,  ell  un  nombre  pofitif. 

Mais  fi  l’on  pourfuit  l’addition  fuccelfive  de  ces  nombres , on 
voit  qu’on  peut  encore  rejetter  les  deux  dimenfions  fuivantes  des 
polynômes  - multiplicateurs  , puifque  la  fomme  ell  encore  pofi- 
tive,  étant  compofée  des  nombres  — 1,  — 3,  o,  8 , 6,  — 6 

qui  ell  -+-  4 : 6c  il  reliera  quatre  équations  arbitraires  dans  l’é— 
quation-fomme.  Mais  paffé  ce  terme,  il  n’ell  plus  permis  de 
diminuer  la  dimenfion  des  polynomes-multiplicateurs  , parce 
qu’en  continuant  d’ajouter  les  réfultats  numériques , la  fomme 

Hhh  ij 
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ne  devient  zéro  qu’à  la  dernière  dimenfion. 

( J r a . ) Nous  ne  multiplierons  pas  d’avantage  ces  exemples 
qu’il  eft  aifé  de  prendre  fur  un  plus  grand  nombre  d’équations  fie 
d’inconnues , & fur  des  degrés  plus  élevés.  Mais  nous  obferverons 

3ue  quoique  nous  ayons  fuppofé  les  équations  propofées  toutes 
u même  degré , ce  que  nous  avons  dit  (yo2  & fuiv.) , n’a  pas  moins 
lieu  lorfqu’elles  font  de  degrés  différens , ôc  le  procédé  eft  abfo- 
lument  le  même  pour  découvrir  les  réductions  dont  peut  être 
fufcepcible  la  forme  générale  des  polynomes-multiplicateurs. 
Cependant  il  eft  à propos  de  dire  un  mot  fur  les  différens  termes 
qui  compoferont  les  expreflions  confécutives  de  la  différence 
entre  le  nombre  des  termes  de  chaque  dimenfion  de  l'équation- 
fomme , & le  nombre  des  coëlîïciens  utiles  des  dimenfions  cor- 
refpondantes  des  polynomes-multiplicateurs. 

( 5 I 3 • ) Cette  expreffion  générale  fera  toujours 

*■  n(x...p 

de  laquelle  on  aura  rejetté  tous  les  termes  ou  N (x...p)  aurait 
un  expofant  négatif.  Mais  pour  avoir  le  développement  de 

Nfx . . .p)‘  ~ f . . . ( *c.  ) , on  obfervera 

i.°  Que  le  premier  terme  ne  contiendra  que  Nfx...  p)’~r. 

2.°  Que  le  fécond  aura  le  ligne  — , & fera  conipofé  de 
Nfx... p J avec  tous  les  différens  expofàns  qui  peuvent  ré- 
fulter  de  la  fomme  des  quantités  fit c.  ajoutées  n — î 

à n — î , cette  fomme  étant  diminuée  de  p. 

j.°  Que  le  troifième  aura  le  figne  , fie  fera  compofé  de 
N(x...p J avec  tous  les  différens  expofàns  qui  peuvent  ré- 
fulter  de  la  fomme  des  quantités  t , d,  t",  ôcc.  ajoutées  n — 2 
à n — 2 , cette  fomme  étant  diminuée  de  p. 

4.0  Que  le  quatrième  aura  le  figne  — , fit  fera  compofé  de 
N f x ...p)  avec  tous  les  différens  expofàns  qui  peuvent  réfulter 
de  la  fomme  des  quantités  t , r',  t ",  61c.  ajoutées  n — 3 à /z  — 3, 
cette  fomme  étant  diminuée  de  p ; Si.  ainfi  de  fuite. 

Par  exemple,  le  développement  de  d' Nfx. . .p),+  ‘ +‘" 
fera 
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N(x«.p),+  i+t  — N(x.~p)‘  + ‘~r  4-  N(x„'P)  P — N(x.,.p)  ’ 

( 4.1'  — B t — P 

— A '(x...p)  F 4-  N(x...p) 

— N (x...p)‘  + ' P 4-  N(x.,p)  f 


Mais  dans  l’ufage  que  nous  faifons  ici  de  ces  fortes  d'ex- 
prdlions , nous  omettrions  le  terme  N ( x. . .p)  ~ p. 

( J i 4.  ) Quoique  la  marche  que  l’on  devra  tenir  , lorfque 
les  équations  proposes  ne  feront  pas  toutes  du  même  degré , foie 
facile  à appercevoir  actuellement,  cependant  comme  la  forme  des 
expreffions  à calculer  offre  plus  de  détails , nous  croyons  devoir 
en  donner  un  exemple. 

Suppofons  donc  qu’on  ait  quatre  équations  à deux  inconnues, 
de  la  forme  (x. . .2)^=0 , (x...  2)1  — o , (x,. . 2)'  = o , 
(x ...  2) 1 = o. 

L’expreflion  de  la  différence  entre  le  nombre  total  des  termes 
de  l’équation- lomme  , & le  nombre  des  coëfliciens  utiles  des 
quatre  polynomes-multiplicateurs , fera  donc 

N(x 2 J10-1  ( 4 5 j , ). 

Et  l’exprefnon  île  -nu  • fr— ■ t différenre , pour  la  plus  haute 
dimenfion  de  l’équation  - fomme , fera 


d<N(x...  1/0-*. 

Si  on  développe  cette  expreflion  conformément  à ce  que  nous 
avons  dit  ( j 1 3 ) , & qu’on  en  rejette  tous  les  termes  où  N (x...\) 
auroit  un  expofant  négatif;  & qu’enfuite  on  en  déduife  fuccef- 
fivement  les  expreffions  correfpondantes  aux  autres  dimenfions 
fucceflives  de  l’équation-fomme  , on  trouvera  d’abord  pour  la 
plus  haute  dimenfion 


— N(x, 

— ff(x. 

— N(x. 

— N(x. 


O»  ■+■  N(x...iy  — N(x...i j»  4-  N(x..,i)~  » 
1 )’  4-  A’ ("x...  ij*  — N(x.,,  ij* 

1/  4-  N(x...i)>  — N(x.., ij* 

1/  4-  N(x...i)>  — N(x,..i)—‘ 

4- 

4*  A fjf.**iJ“ 
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Rejettant  donc  les  termes  N ( x...\ J~'  & N (x...\)~  1 , puis 
réduifant  on  aura 

A' )'  — N(x...\ y — N(x...l)<  4-  i/f(x.nt)>  — M(x,..i)° =4-  i 


& pour  les  dimenfions  fuivantes 

JV  (■*..«>  y — N (x...x)t  — N (x...i)'  4-  xN(x...t)* I, 

N(x...l)‘  — N(x...i )'  — N(x...\)'  4-  iJV(x...i)’ o, 

NÇx...i)'  — N(x...\ J*  — JV(x...i)<  4-  i A'f*...;;» — i, 

N(x...t)*  — M(x...i)'  — N(x...i)x — x , 

N(x...t)>  — N(x...\)'  — A'  (x.,.i)' — f, 

A' ;•  — Ar('*...i/  — a^('*...i;« o, 

W(x...i)'  — N(x...\)’ 4-  i, 

N(x...l )° i. 


Si  on  prend  les  fommes  confécutives  -f-  i , i *+-  i , 
4-  i H-  î 4-  o,  4-  i +i+o  — i,  des  quatre  premières 
dimenfions , on  voit  qu’elles  font  toutes  pofitives , & ne  com- 
mencent à devenir  négatives  qu’à  la  cinquième  : on  peut  donc 
anéantir  les  quatre  dimenfions  fupérieures  de  l’équation-fomme  : 
& comme  la  dernière  fomme  4-  i 4-  i 4-  o — i le  réduit 
à + î,  il  reliera  donc  une  équation  arbitraire  à former  dans 
réquation-fonr.ne.  De  plus,  comme  cette  équation  arbitraire  vient 
des  dimenfions  fupérieures , on  pourra  la  faire  porter  fur  tel  des 
cocfficiens  reftans  qu’on  voudra. 

On  pourra  donc  en  ne  formant , au  contraire , aucune  équation 
arbitraire  ( 487  ù Juiv.  ) , dériver  du  calcul  de  la  dernière  ligne, 
toutes  les  équations  de  condition  qui  peuvent  fatisfaire  à la  quef- 
tion , ainfi  que  toutes  celles  qui  en  feront  une  fuite  néceflaire. 

L’équation-fomme  étant  donc  réduite  à la  dimenfion  4 , on 
voit  qu’elle  fera  de  la  forme  ^jc...2^*  = o,  & que  par  confé- 

3uent  les  polynomes-multiplicateurs  des  équations  feront  comme 
fuit  : 


Pour  l’équation  ( x.,,x  )*  = o • ...  ( x...i  )•  , 

Pour  Pcquation  ( x.,,x  = o ( x..,x  )*  , 

Pour  Tcquation  ( x. . ,x  )*  =z  o ( x,.,x  )*  , 

Pour  l'équation  (x,,.x)'  bqo«  ••••••  ( x.,  .1 
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( y I 5.  ) Nous  tenons  de  dire  qu’il  refteroit,  dans  l'équation- 
fomme , une  équation  arbitraire  à former.  Il  faut  bien  remarquer 
conformément  à ce  que  nous  avons  déjà  fait  obferver  ailleurs 
que  ce  que  l’on  trouve  d’équations  arbitraires  à former,  d’après 
cet  examen , n’eft  pas  la  totalité  des  équations  arbitraires.  Pour 
favoir  ce  qu’il  peut  en  relier  d’ailleurs , il  faut  obferver  que 
Je  nombre  des  coefficiens  utiles  des  poly  nomes-multiplicateurs 
des  équations 


n-ï 

(x,..p)  = o eft  refpeftivement  d 

*'  n-i 

(x...p)  = O d 

(x.,.p)  0 

fie  ainfi  de  fuite. 


ff(x...p) 


t-t-p 


N ( x...p ) 


i-t-p 


• ( 


N(x,,  ,p)  *#*  ( 9 1 


P 

t'",  Sic. 

~l  — P 


). 

). 


Donc  le  nombre  des  coefficiens  ou  des  équations  arbitraires 
fera 


n-I  #—  f — p 

Pour  le  1."  Polynôme  N(x...p)  — d N(x„.p) 


pour  le  fécond......  N(x...p)  ‘ P — d N(x...p ) 

fn.,.  1*  .Tntttrrrm  tr  ( ‘ P — d * **•  " ^ * T,  * ^ J 

fie  ainli  de  fuite. 


( J I fi.)  Et  pour  reconnoître  quel  en  fera  le  nombre  dans 
chaque  dimenfion  , ce  qu’il  eft  encore  important  ( 234  & fuiv.)  de 
favoir,  on  aura  les  expreffions  fuivantes 


t—  t—p  n-I  *—  t —p  / 

Pour  le  t.#r  polynôme..  N (x—p—\)  —d  N(xt9.p—i)  • f ^ 


t—  t —p  n— 1 

pour  le  fécond.. ....... — d tf(x—p—*j 

pour  le  troifième S(x...p — t ) P—d  * N (x...p — 1 ) f. . . ^ ' 

fie  ainfi  de  fuite. 


‘-•'-p 


( £ 


t-p 

* - p 
",  &c. 

P 

Sic, 


(5  I 7-  ) C’eft  ainli  qu’on  trouvera , dans  l’exemple  précédent, 
qu’outre  'équation  arbitraire  que  les  réfultats  numériques  nous 
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ont  indiqué  refter  à former  dans  l’cquationTomme  , il  y en  a 
encore  quatre  autres,  favoir  i.°  un,  provenant  du  polynome- 
multiplicateur  de  l’équation  (X...2)1  = o , & pour  lequel 
l’équation  arbitraire  peut  être  formée  dans  telle  dimenfion  de 
l’équation-fomme  que  l’on  voudra.  j.°  Trois  , provenans  du  po- 
lynome-multiplicateur  de  l’équation  (x ...  2j‘  = o , mais  dont 
deux  feulement  peuvent  fournir  deux  équations  arbitraires  dans 
telle  dimenfion  que  ce  loit  de  l’équation-fomme  , & le  troi- 
fième  ne  peut  donner  d’équation  arbitraire  que  dans  les  dimenfions 
de  l’équation-fomme  inférieures  à la  première. 

Des  cas  ou  pour  avoir  les  équations  de  condition  de  la 
plus  baffe  dimenfion  littérale , on  ne  doit  pas  employer 
toutes  les  équations  propofées. 

( S I 8-  ) Lorsq’un  certain  nombre  des  équations  propofées, 
feront  fufceptibles  de  donner  une  ou  plufieurs  équations  de 
condition  d’une  dimenfion  littérale  plus  baffe  que  ne  donneroit 
la  combinaifon  d’un  plus  grand  nombre  des  équations  propofées, 
on  le  reconnoîtra  facilement  d’après  la  méthode  précédente  , 
& voici  comment. 

Après  avoir  déterminé  , comme  nous  l’avons  enfeigné , la 
plus  baffe  dimenfion  que  puifle  avoir  l'équation-fomme , on  en 
conclura  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs.  Autant  on 
trouvera  de  formes  dont  1 expofant  fera  négatif,  autant  il  y aura 
d’équations  à exclure  pour  avoir  les  équations  de  condition  de 
la  dimenfion  littérale  la  plus  baffe. 

Par  exemple , fi  on  avoit  quatre  équations  de  cette  forme 

( *...t;*=o , ('w...iJ,  = o,  ( x...i)'  = o,  j‘=  o; 

on  voit  qu’il  doit  y avoir  des  équations  de  condition  dont  la 
dimenfion  littérale  ne  paffe  pas  deux;  mais  l’équation  ou  les 
équations  de  condition  réfultantes  de  la  combinaifon  des  quatre 
équations  propofées , ne  peuvent  pas  être  d’une  dimenfion  lit- 
térale moindre  que  quatre. 

Aufii  la  méthode  actuelle  le  fait-elle  connoître.  En  effet  les 
exprellions  confécutives  de  la  différence  entre  le  nombre  des 
termes  de  chaque  dimenfion  de  l’équation-fomme , & le  nombre 

des 
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tics  coëfliciens  utiles  des  dimenfions  correfpondantes  des  poly- 
nomes-multiplicateurs , feront  telles  qu’il  fuit  : 


K(x.*o)*  — 5 N(x...o)'  -4-  i N (x—o)'  -+-  i N(x...o)'  — J N (x^.o)"..  = — i 

N(x„. o)'  — } N (x...o  )'  •+•  iN(x...o)'  -+•  iNCx..,'))* -t-  » 

N(x—o)'  — } N(x,..o)'  -t-  » N(x...o)' o 

N(x...o)‘  — jN(x...  oJ° — » 

K(x-o)’ -t-  ». 


Où  l’on  voit  que  la  fomme  — 1+2  + 0 des  trois  premiers 
réfultats  étant  pofitive , on  peut  réduire  l’équation-fomme  à la 
forme  ( x . . . 1 J ' — o , avec  une  équation  arbitraire  qui  reliera. 

Mais  fi  de  cette  forme  on  déduit  celle  des  polynomes-multipli- 
cateurs  , on  verra  que  l’équation  (x.  . . 1)  1 = o auroit  pour  poly- 
nome-multiplicateur  , un  polynôme  de  la  forme  ( x ...  1 ) ~ 1 ; 
c’eft  donc  une  indication  que  cette  équation  n’entre  point  dans 
lcquation-fomme  de  la  plus  baffe  dimenfion. 

( J"  I 9.  ) Mais  après  avoir  obtenu  ainfi  les  équations  de  la 
dimenfion  littérale  la  plus  baffe , on  n’eft  pas  difpenfé  pour  cela 
de  chercher  au-delà.  Ici , par  exemple , on  parviendrait  à 
trouver  trois  équations  de  condition  dont  la  dimenfion  littérale 
ferait  ne  fhilli-  rr“'c  équations  de  condi- 

tion pour  fatisfaire  à la  queftion  , on  fe  tromperait,  fi  on  croyoit 
pouvoir  les  prendre  toutes  trois  dans  ces  trois  équations  de  la  fécondé 
dimenfion  littérale.  En  effet,  l’une  de  ces  trois  dernières  équa- 
tions eft  fuite  néceffaire  des  deux  autres , & n’exprime  rien  de  plus. 

Pour  trouver  les  autres , il  faudra  , comme  nous  l’avons  déjà 
dit  ailleurs,  prendre  la  forme  immédiatement  au-deffus  ; & on 
aura  les  équations  de  condition  de  la  dimenfion  littérale  la  plus 
fimple  après  la  précédente.  Si  les  expofans  des  formes  de  tous 
les  polynomes-multiplicateurs  , ne  font  pas  encore  toutes  pofi- 
tives  , on  prendra  encore  la  forme  immédiatement  au-deffus  , fie 
toujours  de  même , jufqu’à  ce  que  tous  ces  expofans  devenant 
pofitifs  , ou  tout  au  moins  zéro  , on  aura  l’équation  où  les  équa- 
tions de  condition  de  la  plus  baffe  dimenfion  littérale  qui 
puiffe  réfulter  de  la  combinaifon  de  toutes  les  équations  propofées. 

( 5 2 0.)  Au  furplus , en  fe  conformant  à ce  qui  a été  dit 

I i i 
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( 487  6*  fuiv.) , cette  dernière  forme  des  polynomes-multipIîcateur9 
donnera  toutes  les  équations  de  condition,  61  par  conféquent  celles 
que  donneroient  les  formes  plus  baffes  des  polynomes-multiplica- 
teurs  ; mais  celles-ci  feront  alors  compliquées  d’un  fadeur.  Quoi- 
qu’il en  foit , pour  avoir  toutes  les  différentes  expreflions  des 
conditions  dont  la  queftion  peut  dépendre , la  forme  de  l’équation- 
fomrne , la  plus  baffe  à laquelle  on  puiffe  s’arrêter , efl  celle  qui 
donnera  la  valeur  pofitive  la  plus  baffe  à tous  les  expofans  des 

folynomes-multiplicateurs  ; & il  faudra  même,  dans  quelques  cas 
4-93),  remonter  jufqu’à  la  forme  immédiatement  au-aeffus. 

Ainfi  dans  l’exemple  ci-deffus,  quoique  je  voie  que  la  fomme 
des  réfultats  — 1 -4-  2 -4-  o eft  une  quantité  pofitive  qui  permet 
d’abaiffer  l’équation- fbmme  à la  dimenfion  1 ; fi  je  ne  veux 
omettre  aucune  des  expreflions  des  équations  de  condition , je 
m’arrêterai  feulement  à la  fomme  — 1-4-2  des  deux  premiers 
réfultats;  c’eft-à-dirc,  que  je  me  fixerai  à l’équation-fomme  de 
la  forme  fx. ..  i)x.  A la  vérité,  celle-ci  en  me  donnant  toutes 
les  équations  , me  donnera  celles  qu’auroit  produit  la  forme 
(x..,\)',  me  les  donnera,  dis- je,  plus  compofées  quelles  ne 
font  ; mais  elle  n ’ôte  pas  les  moyens  de  trouver  celles-ci. 

De  la  manière  de  reconnaître  , parmi  plufieurs  Equations 
données  , quelles  font  celles  qui  font  une  fuite  nécef- 
faire  des  autres  ou  de  quelques-unes  des  autres. 

( y a r . ) Lorqu’a  l’aide  d’un  nombre  n d’équations  , on 
élimine  un  nombre  d’inconnues  = p <C  n,  la  queftion  exprimée 
par  ces  équations  , eft  ramenée  à dépendre  de  l’exiftence  d’un 
nombre  n — p d’équations  de  condition  entre  les  coëfficiens 
donnés  des  équations  propofées. 

Mais  nous  venons  de  voir  qu’il  exifte  prefque  toujours  un. 
nombre  d’équations  de  condition  beaucoup  plus  grand  que  n — p; 
il  y en  a donc  plufieurs  qui  font  une  conféquence  néceffaire  les 
unes  des  autres.  Donc  fi  on  fè  contentoit  de  prendre  indiffé- 
remment parmi  toutes  les  équations  de  condition  que  l’on  auroit , 
ou  que  l’on  peut  avoir  ; fi  on  fè  contentoit , dis-je  , d’en  prendre 
indifféremment  un  nombre  n — p , il  pourrait  fouvent  arriver 
qu’on  ne  fàtisferoit  point  à la  queftion.  En  effet , fi  fur  ce 
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nombre  n — p , il  y en  a un  nombre  q qui  foient  une  fuite 
néceflaire  des  autres  , on  eft  précifdment  dans  le  même  cas  que  fi 
l’on  n’eut  employé  qu’un  nombre  n — p — q de  ces  équations 
de  condition , ce  qui  eft  infuffifant. 

( 5^2.)  Quoiqu’il  y ait  des  cas  où  l’on  puiflc , à l’infpeêtion 
feule , juger  fi  une  équation  propofée  eft  une  fuite  de  quelques 
autres , il  y en  a un  nombre  infiniment  plus  grand , où  les 
caractères  auxquels  on  pourroit  en  juger , lèroient  très-difficiles 
à faifir.  Pareillement , il  y a quelques  cas  où  l’on  peut  parvenir 
à s’afliirer  plus  facilement  & plus  promptement  que  par  la  mé- 
thode générale  que  nous  allons  propofer  , fi  une  équation  eft 
fuite  de  quelques  autres  ; mais  il  y en  a un  nombre  infiniment  plus 
grand,  où  les  artifices  analytiques  propres  à abréger  le  travail  f 
ïèroient  très  difficiles  à découvrir. 

( J 2 3 • ) Par  exemple  , les  trois  équations  (a  b')  = O , 
(a  b")  =0,  (a!b")=  o,  font  les  équations  de  condition 
que  fourniflent  les  équations 

a x -4-  b = o , 
a'  x -+-  b'  — o , 
a"x  H-  b"  = o. 

Comme  celles-ci  ne  peuvent  dépendre  que  de  deux  équations 
de  condition , iT  Taüt  que  l unè  ties  trois  cl^deflbs , (bit  une  fuite 
néceflaire  des  deux  autres.  Or  avec  un  peu  d’ufage  du  calcul  & 
des  théorèmes  pareils  à ceux  que  nous  avons  enfeignés  à trouver 
( 2 1 j & fuiv.  ) , je  vois  que  fi  de  la  première  multipliée  par  a" , je 
retranche  la  fécondé  multipliée  par  a!,  j’aurai  (a  b)a" — (ab")a'=  o, 
mais  (219)  on  a (aV)d' — (ab")al  • +•  (c!b")a  — o ; 
donc  (a!  b")  a — o , ou  (a!  b")  — o , donc  l’équation  (o!b")  = 0 , 
eft  une  fuite  néceflaire  des  deux  équations  (ab)  = o , (a b")  = o, 

( J 1 4.  ) Mais  ce  que  nous  trouvons  ici  très-facilement  par  un 
artifice  particulier,  nous  ne  le  trouverions  pas  de  même  , ou  du 
moins,  avec  la  même  facilité,  s’il  étoit  queftion  de  faire  voir 
que  des  trois  équations 

foi';. fie*;  — ( a c'  )'  = o , 

(ai"),  (te")  - (ac")'=  o. 

( a't" ) . (t'e")  — f ss  o. 
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qui  font  données  par  les  trois  équations 

a x*  b x c = o , 

a'  x‘  -t-  b'  x c'  — o , 

a"x * -+-  3"*  -H  c"  = o. 

L’une  quelconque  efl  une  fuite  nécelfaire  des  deux  autres , ce 
qui  eft  néanmoins. 

Il  n’eft  pas  facile  de  voir  par  quelle  fonction  on  doit  multi- 
plier deux  de  ces  équations  , pour  trouver  la  troifième  dans  la 
lbmme  ou  la  différence  des  deux  produits  : & quand  on  le 
fàuroit,  on  feroit  encore  bien  embarraffé  devoir  à quel  théorème 
de  la  nature  de  ceux  qu’on  peut  trouver  par  ce  qui  a été  dit 
( 21  f &fuiv.  ),  on  doiravoir  recours , pour  rendre  praticable  la 
recherche  de  cette  troifième  équation  , dans  le  réfultat  de  ce» 
opérations. 

( J 2 f.)  Abandonnant  donc  les  artifices  particuliers  que  les 
circonftances , la  forme,  &c.  des  équations  propofées  peuvent 
préfenter , il  efl  queflion  ici  de  la  manière  générale  de  s’affurer 
lï  parmi  plufieurs  équations  propofées , l’une  quelconque  efl  une 
(dite  d’un  certain  nombre  des  autres. 

OLfcrvons  d’abord  qu’une  équation  peut  être  i.°  fuite  nécef- 
faire  d’une  autre  : 2.0  fuite  néceffaire  ae  deux  autres , fans  l’être 
ni  de  l’une  ni  de  l’autre  féparément.  Par  exemple , l’équation 
a'  x >4-  b'  — o , eft  fuite  néceffaire  des  deux  équations 
a x -+-  3 = o , (a  -t-  m a'J  x •+■  b m b'  = o , quoiqu’elle 
ne  foit  une  fuite  néceffaire  ni  de  l’équation  a x -b  b ==  o , ni 
de  l’équation  ( a *+-  ///  a' ) x -1-  b -+-  m b'  = o.  3.0  Suite  néceffaire 
de  trois  autres , quoiqu’elle  ne  foit  fuite  d’aucune  ni  de  ces 
équations,  ni  de  leurs  combinaifons  deux  à deux,  & ainfi  de 
fuite. 

( J 1 6.  ) Si  une  équation  eft  faite  néceffaire  d’une  autre , on 
le  reconnoitra  par  le  procédé  ftdvant. 

Choififfez  une  lettre  qui  foit  commune  à ces  deux  équations  a 
& regardant  cette  lettre  comme  repréfentant  une  inconnue, 
éliminez  cette  inconnue , à l’aide  des  deux  équations , par  les 
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règles  données  jufqu’ici  ; le  réfultat  de  l’élimination  fera  une 

?uantité  identique , c’eft-à-dire,  qui  deviendra  zéro  d’elle-même. 

)u  ce  qui  revient  au  même  , en  procédant  au  calcul  des  lignes, 
vous  trouverez  zéro  pour  valeur  de  la  dernière  ligne. 

Par  exemple,  je  vois  que  l’équation  ma  x'  -H  m bx  -+-  me  — o, 
eft  une  fuite  néceflaire  de  l’équation  aac*  -4-  bx  -H  c = o, 
parce  qu’en  éliminant  x , j’arrive  à 

( mab  — ma  b) . ( m b c — mbc)  — (mac  — ma  c)1  = o , 
c’eft-à-dire  , à o = o. 

' ( J 27»  ) Si  une  équation  eft  fuite  néceflaire  de  deux  autres, 
ôn  le  reconnoîtra  par  le  procédé  fuivant. 

Choififlez  deux  lettres  communes  aux  trois  équations  , ou 
telles  que  fi  l’une  n’entre  que  dans  deux  de  ces  équations  , 
l’autre  entre  dans  la  troifième , 6c  dans  l’une  au  moins  de  ces 
deux-là.  Regardant  ces  deux  lettres  comme  deux  inconnues  , 
éliminez  ces  deux  inconnues  à l’aide  des  trois  équations  ; ôc  le 
réfultat  du  calcul  des  lignes  vous  conduira  à zéro  pour  valeur 
de  la  dernière  ligne  ; c’eft-à-dirc  , que  la  dernière  ligne  fera 
zéro  par  elle-même. 

( y 2 8-  ) Si  une  équation  eft  fuite  néceflaire  de  trois  autres , 
on  le  reconnoîtra  par  le  procédé  fuivant. 

Choififlez  trois  lettrés  qui  fbteru  cuinnumes  aux  quatre  équa- 
tions , ou  qui  du  moins  foient  telles  que  la  valeur  d'aucune 
d’entr’elles  ne  puilfe  être  déterminée  indépendamment  des  deux 
autres.  Regardant  ces  trois  lettres  comme  trois  inconnues  , éli- 
minez ces  trois  inconnues  à l’aide  des  quatre  équations  ; fi  de 
ces  quatre  équations  l’une  quelconque  eft  fuite  des  trois  autres , le 
réfultat  de  cette  élimination  fera  zéro  par  lui-même. 

( 5 2 > • ) En  général,  fi  une  équation  eft  fuite  néceflaire  d’un 
nombre  quelconque  n — 1 d’autres  équations  ; choififlez  un 
nombre  n — 1 de  lettres  qui  foient  communes  aux  n équations, 
ou  qui  du  moins  foient  telles  qu’aucune  ne  puifië  être  déter- 
minée indépendamment  des  n — 2 autres.  Regardant  ces  n — 1 
lettres  comme  autant  d’inconnues , éliminez-les  à l’aide  des  n 
équations  : le  réfultat  de  cette  élimination  fera  zéro  par  lui- 
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Ainfi,  pour  reconnoître,  par  exemple , fi  des  trois  équations 

( aV ) . (b  d ) — ( a d)‘  = o , 

( a V ) . ( b d')  — (ad')'  = o, 
(dV').(b'd')  — (dd')'  = o. 

l’une  quelconque  eft  fuite  des  deux  autres  ( comme  nous  (avons 
d’ailleurs  que  cela  doit  être)  ; je  prendrais  a Cf.  a!  pour  in- 
connues. Eliminant  donc  a & a'  par  les  règles  données  jufqu’ici , 
& en  employant  les  trois  équations,  j’arriverais  à une  équation 
où  tout  Je  détruirait  (ans  aucune  valeur  particulière  aux  quan- 
tités a , d} a";  b,  b', b" s c,  d,  d'. 

Des  Equations  qui  ne  font , qu’en  partie , une  fuite 
ne'cejfaire  les  unes  des  autres. 

( J 3 O-  ) Les  équations  dont  il  vient  d’être  queftion  ( jai  fir 
fuiv.)  , font  donc  celles  dont  aucune  n’exprime  rien  que  les 
n — t autres  n’expriment  fuffifamment  ; enforte  que  ces  n — t 
autres  fatisfont  auffi  pleinement  à la  queftion  que  le  feraient  les 
n équations. 

Mais  il  eft  des  équations  qui , au  nombre  d en,  font  telles 
que  n — t de  ces  équations  étant  fatifaites , la  n.’"”  l’eft  auffi  , 
fans  qu’on  puifle  dire  pour  cela  que  la  queftion  foit  auffi  com- 
plètement exprimée  par  ces  n — i équations , que  par  le  nombre 
total  n de  ces  équations. 

Par  exemple , fi  on  a les  deux  équations 

max,’i-mbx-+*nb  = ot 
-J-  n a 

ma'x%  -+-  m b'x  -t-  nb'  — o ] 

*+-  n d 

Si  on  met  pour  x,  dans  chacune  , la  quantité  — ~ , on  verra 

qu’elles  font  fatisfaites  ; donc  dans  ce  cas  l’une  de  ces  équations 
eft  fuite  néceffaire  de  l’autre. 
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Et  en  effet , fi  on  élimine  * , à l’aide  de  ces  deux  équations , 
on  trouvera  m‘n'(ab' — a'  b J‘  — m‘ttx(ab'  — a'b)'=  o, 
c’eft-à-dire  , o = o. 

On  fe  tromperait  cependant,  fi  de  ce  dernier  réfultat  on 
concluoit  que  1 une  des  deux  équations  propofées  exprime  toute 
la  queftion. 

En  effet  l’une  des  deux  équations  ne  fadsfait  à l’autre  que 
par  un  de  fes  fadeurs , par  le  fadeur  mx  -h  n. 

Si  on  réfout  la  fécondé  , par  exemple  , on  la  trouvera  dé- 
compofable  en  ces  deux  fadeurs  a'  x -t-  b1 , fie  m x -+-  n.  Si  on 
réfout  pareillement  la  première , on  la  trouvera  décompofàble  en 
ces  deux  fadeurs  ax  -b  b,  fie  mx  ~b  n. 

On  peut  donc  regarder  la  queftion  comme  exprimée  par  ces 
deux  couples  d’équations 

mx  -b  n — o , ni  x -4-  n = o , 

fie  a x -b  b = o , a!x  -4-  i>'  = o. 

Le  premier  couple  eft  évidemment , s’il  étoit  feul , dans  le 
cas  des  équations  dont  il  a été  queftion  ( y 2 1 & fuiv.  ) ; mais 
le  fécond  conduit  à l’équation  de  condition  a b'  — a'  b = o 
ou  ( a b'  ) = ~o: 

Donc  quoique  par  l’élimination  de  x dans  les  deux  équa- 
tions propofées , on  arrive  à un  réfultat  identique , on  fe  trom- 
perait fi  on  en  concluoit  que  l’une  des  deux  équations  pro- 
pofées fuffit  pour  fatisfaire  à la  queftion. 

( 5 3 I • ) Mais , pourra-t-on  dire , fi  d’être  conduit  à une  équa- 
tion identique  n’eft  pas  un  figne  certain  que  fur  un  nombre  n 
d’équations , n — t fuffifent  pour  la  folution  complette  de  la 
queftion,  la  méthode  donnée  ( y2i  ùfuiv.)  ne  fera  donc  pas 
plutôt  connoître  fi  des  équations  propofées  l’une  eft  une  fuite 
parfaite  des  n — i autres  , qu’elle  ne  fera  connoître  fi  elle  net» 
eft  fuite  qu’en  partie. 

Non,  fans  doute,  fi  avant  d’appliquer  ce  qui  a été  dit  ( pi  & 
fuiv.  ) , on  n’a  pas  eu  foin  de  fimplifier  les  équations  propofées 
autant  qu’il  efl  pofltble  ; c’eft-à-dire,  de  leur  ôter  leur  commun 
divifeur. 
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Mais  fi  au  contraire  on  a eu  foin  de  leur  ôter  le  commun 
divifeur , alors  on  ne  peut  être  conduit  à un  réfultat  identique , 
qu’aucant  que  l’une  des  équations  fera  une  fuite  parfaite  des 
autres  : donc  le  fymptôme  donné  ( J21  & fuiv.  ) fera  toujours  dé- 
couvrir sûrement  fi  quelqu’une  des  équations  propofées  eft  fuite 
parfaite  des  autres. 

Au  refte  il  ne  faut  pas  croire  que  les  équations  qui  ne  font 
qu’en  partie  fuite  les  unes  des  autres , donneront  toujours  zéro 

four  réfultat  de  l’élimination.  Cela  dépend  de  la  quantité  que 
on  y prendra  pour  inconnue. 

Par  exemple  , fi  on  a ces  deux  équations 

a m x y -4-  nax  -4-  mb y -4-  n b = o, 
a'm  xy  -4-  rta'x  •+-  m b'y  -h  n b'  — 0. 

Et  qu’on  élimine  en  prenant  * pour  inconnue , on  ne  fera 
point  conduit  à une  équation  identique.  Ce  fera  le  contraire , fi 
on  élimine  en  prenant  y pour  inconnue.  La  raifon  de  cela  eft 
que  le  commun  divifeur  de  ces  deux  équations,  qui  eft  my  -4 - n, 
ne  doit  point  renfermer  d’x , mais  feulement  des  y. 

Ce  ferait  peut-être  ici  le  lieu  de  parler  de  l’ufage  des  mé- 
thodes données  dans  cet  ouvrage,  pour  la  recherche  du  com- 
mun divifeur  des  quantités  littérales.  Mais  le  peu  de  difficulté 
qui  refte  à préfent , à faire  cette  application  , & les  autres  objets 
dont  il  nous  refte  à parler  , nous  déterminent  à ne  pas  nous 
arrêter  fur  celui-là. 

Réflexions  fur  V Elimination  fuccejflve. 

( J 3 2*)  C’est  à préfent  que  le  Lecteur  peut,  cerne 
femble , faire  une  jufte  appréciation  de  l’état  de  l’Analyfe  rela- 
tivement à l’élimination  , avant  les  méthodes  que  nous  pro- 
pofons  dans  cet  ouvrage. 

Toutes  les  méthodes  d’élimination  connues  jufqu’à  préfent, 
procèdent  par  élimination  fucceffive.  Suppofons  donc  qu’on  eut 
trois  équations  & trais  inconnues.  Apres  les  avoir  mifes  fous  la 
forme  d’équations  à une  feule  & même  inconnue  , on  procéderait 

. donc 
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donc  à l’élimination  de  cette  inconnue  , à l’aide  de  ces  trois 
équations , pour  avoir  entre  leurs  cocfficiens  deux  équations  de 
condition.  Comme  ces  coëfliciens  font  des  fondions  des  deux 
inconnues  reliantes , on  auroit  alors,  entre  ces  deux  inconnues, 
deux  équations  qui , étant  mifes  fous  la  forme  d’équations  à une 
feule  & même  inconnue,  donneraient  par  l’élimination  de  cette 
inconnue  , une  équation  qui  ne  renfermerait  plus  qu’une  feule 
inconnue. 

C’eft  à cela  que  fe  réduifent  toutes  les  méthodes  de  l’élimi- 
Dation  connues  jufqu’ici , du  moins  les  méthodes  générales. 

( 533.)  Examinons  préfentement  fi  d’après  ce  procédé  on 
pouvoir  i.°  efpérer  d’arriver  à la  véritable  équation  finale,  c’efl- 
a-dire , à la  plus  bafie.  2.0  Si  on  n’étoit  pas  au  contraire  prefque 
toujours  expofé  à tomber  dans  des  équations  non-feulement  plus 
compofées  qu’il  n’ell  nécelTaire , mais  encore  fans  efpérance  de 
trouver  , pendant  le  cours  du  calcul , le  fadeur  qui  les  com- 
plique. 3°  Enfin  fi  même  on  n’étoit  pas  fouvent  expofé  à ne 
rien  rencontrer  du  tout. 

Si  pour  avoir  les  deux  équations  de  condition  dont  nous  venons 
de  parler,  on  fe  contentoit  de  combiner  les  équations  deux  à 
deux , on  arriverait  néceflairement  à deux  équations  beaucoup 
plus  oompafes  qu’il  n’efl  néceflaire  , 6c  qui  cependant  n’auroient 
ni  l’une  ni  l’autre  un  fadeur  dont  l’extradion  put  les  Amplifier. 

Si  pour  avoir  ces  équations  de  condition  moins  compofées  , 
on  eut  pris  le  parti  de  combiner  les  équations  en  nombre  plus 
grand  que  deux  , on  n’auroit  remédié  qu’en  partie,  à la  diffi- 
culté ; la  dernière  équation  finale  auroit  encore  été  trop  com- 
pofée.  Pour  en  donner  un  exemple  bien  fimple , rappelions  que 
pour  le  cas  de  trois  équations  du  fécond  degré  à une  feule  in- 
connue , cas  auquel  fe  rapporte  celui  de  trois  équations  du 
fécond  degré  à trois  inconnues  , lorfqu’on  va  par  élimination 
fucceffive  ; rappelions , dis-je  , ( 462  ) que  les  deux  équations  de 
condition  les  plus  fimples  font  ( a b'c")  =»  o , & (a  b)  . (b  c' ) — 
(ad)1  =0.  Or  a , b,  c,  ainfi  que  a',  b',  c',  & a",  b",  c", 
étant  refpedivement  de  o,  1 & 2 dimenfions , la  première  de  ces 
équations  fera  du  troifième , êt  la  féconde  du  quatrième  degré. 
Donc  l’équation  finale  ferait  du  douzième , & cependant  elle  ne 
doit  être  que  du  huitième. 
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D’ailleurs  en  mettant  les  équations  propofées , fous  la  forme 
d’équations  à une  feule  inconnue  , & ne  fe  propofant  d’employer, 
comme  il  convient , que  les  équations  de  condition  de  la  plus 
baffe  dimenfion  littérale;  quel  guide  avoit-on  pour  reconnoître , 
fi  parmi  celles  qu’on  prendrait , il  n’y  en  avoit  pas  qui  fu fient 
fuite  néceffaire  les  unes  des  autres  ? Dans  le  cas  où  il  s’en  feroit 
trouvé  de  telles , au  lieu  de  l’équation  finale , on  aurait , après 
bien  du  calcul , rencontré  une  expreffion  dont  tous  les  termes 
fe  feraient  détruits  d’eux -mêmes. 

Concluons  donc  que  la  méthode  d’élimination  fucceflive , 
outre  l’inconvénient  de  conduire  inévitablement  à donner  à 
l’équation  finale  des  fadeurs  inutiles , ôc  en  très-grand  nombre  , 
avoit  encore  celui  de  ne  pas  même  conduire  fûrement  à cette 
équation  trop  compofée. 

Des  Equations  de  forme  régulière  ou  irrégulière 
quelconque. 

(5340  Par  équations  de  forme  régulière,  j’entends  celles 
dont  on  peut  avoir  une  expreffion  algébrique  finie  du  nombre 
de  leurs  termes.  Et , au  contraire , j’appelle  équations  déformé 
Irrégulière , celles  dont  le  nombre  des  termes  ne  peut  être  ra- 
mené à une  expreffion  algébrique  finie , foit  que  cela  ne  fe 
puilfe  pas  réellement , foit  que  la  loi  des  variations  des  expofans 
principaux  des  inconnues  , n’étant  pas  connue , l’expreffion  algé- 
brique du  nombre  de  leurs  termes , foit  feulement  inconnue. 

( J 3 5 0 Parlons  d’abord  des  équations  dont  le  nombre  eflr 
égal  à celui  des  inconnues  ; il  ne  nous  reftera  après , qu’un  mot 
à dire  fur  celles  dont  le  nombre  eft  plus  grand  que  celui  des 
inconnues. 

Nous  avons  traité  avec  allez  de  détail , la  manière  de  déter- 
miner l’expreffion  algébrique  générale  du  degré  de  l’équation 
finale  dans  un  nombre  infini  d’équations  de  formes  régulières. 
Et  ce  que  nous  avons  dit , eft  plus  que  fuffifant , pour  déterminer 
ce  même  degré  pour  une  infinité  d’autres  formes. 

Mais  comme  il  n’eft  pas  poffible  d’avoir  l’expreflion  algébrique 
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du  nombre  des  termes  de  quelque  équation  ou  polynôme  que  ce 
foit , il  ne  l’eft  pas  non  plus , par  la  même  raifon  , d’avoir  l’ex- 
prefiion  algébrique  générale  du  degré  de  l’équation  finale. 

Cependant  s’il  n'eft  pas  poffible  d’avoir  cette  expreflion  algé- 
brique générale , du  moins  dans  quelque  cas  que  ce  puifie  être  , 

f eut-on  toujours  déterminer  en  nombres  quel  fera  le  degré  de 
équation  finale  d’un  nombre  quelconque  d’équations  , quelque 
irrégulière  que  leur  forme  puifie  être  d’ailleurs. 

Ce  dernier  objet , qui  ce  me  femble , ne  laifiera  plus  rien  à 
defirer  fur  le  degré  de  l’équation  finale  d’un  nombre  quelconque 
d’équations,  eft  d’autant  plus  utile  , que  la  méthode  qui  va  nous 
conduire  , Ôc  qui  d’ailleurs  eft  toujours  au  fond , la  même  que 
nous  avons  employée  jufqu’ici , eft  également  propre  à donner 
l’exprefiion  algébrique , lorfqu’il  y en  aura  de  poffible  ; attendu 
qu’elle  détermine,  d’une  manière  direêle  , la  forme  que  doivent 
avoir  les  polynomes-multiplicateurs. 

( 5 3 5.)  Nous  avons  vu  ( 1 68  & fuiv.  ) en  parlant  des  équa- 
tions incomplettes  de  différens  ordres , que  la  première  forme 
des  polynomes-multiplicateurs , b forme  la  plus  fimple , la  feule 
que  nous  ayons  confidérée,  n’eft  propre  a donner  l’exprefiion 
algébrique  du  degré  de  l’équation  finale , que  dans  certains  cas 
feulement.  Selon  les  dittérens  rapports  dé  grandeur  qui  peuvent 
avoir  lieu  entre  les  expofans  connus  qui  déterminent  la  forme  des 
équations  propofées  , les  polynomes-multiplicateurs  doivent  être 
incomplets  d’ordres  plus  ou  moins  élevés. 

En  adoptant  une  certaine  forme  pour  celle  des  polynomes- 
multiplicateurs  , fi  elle  n’eft  pas  la  véritable  , elle  ne  conduira 
point  à une  différencielle  exacte , parce  que  n’étant  point  la  vé- 
ritable forme , elle  ne  donnera  pas  non  plus  la  véritable  exprefiion 
du  nombre  des  termes  qu’il  eft  pofiible  de  faire  difparoître  dans 
chaque  polynôme  - multiplicateur  ; l’expreffion  qui  en  réfultera 
pour  le  rapport  entre  le  nombre  des  termes  à faire  difparoître 
dans  l’équation-fomme  , & le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des 
polynomes-multiplicateurs , ne  fera  donc  pas  vraie.  Dans  ce  cas , 
il  eft  tout  fimple  que  les  expofans  indéterminés  des  polynomes- 
multiplicateurs  , ne  difparoiflent  pas  de  l’expreffion  algébrique 
du  degré  de  l’équation  finale. 
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Par  exemple,  fi  la  forme  qu’on  a choifie  pour  les  polynomes- 
multiplicateurs , fe  trouvoit  telle  que  clans  l’équation-fomme  , 
l’anéanti ITement  de  quelques-uns  des  coefficiens  indéterminés  fit 
dilparoitre  un  nombre  de  termes  de  cette  équation,  plus  grand 
que  celui  de  ces  coefficiens  ; il  eft  évident  qu’on  auroit  eu  tort 
de  fupnofer  que  le  nombre  des  coefficiens  utiles  des  polynomes- 
multiplicateurs  , doit  excéder  de  un  le  nombre  des  termes  à faire 
difparoître  dans  l’équation  - fommc  , puifqu’il  y en  a qui  difpa- 
roiflent  avec  un  moindre  nombre  de  coefficiens.  La  forme  des 
nolynomes-multiplicateurs  feroit  donc  vicieufe  , & par  conféquent 
le  réfultat  de  l’expreffion  du  degré  de  l’équation  finale  renfer- 
mcroit  les  expofans  indéterminés  des  polynomes-multiplicateurs , 
& ne  feroit  par  conféquent  pas  la  véritable  expreffion  de  ce 
degré. 

( T 3 7-  ) Pour  avoir  la  véritable  forme  des  polynomes-mul- 
tiplicateurs , & par  conféquent  le  véritable  degré  de  l’équation 
finale , il  faut  donc , avant  toutes  chofes , s’alfurer  que  l’anéan- 
tiflément  de  quelques-uns  des  coefficiens  de  ces  polynomes-multi- 
plicateurs  , ne  fera  pas  dilparoitre  dans  l’équation-fomme , un 
nombre  de  termes  plus  grand  que  celui  de  ces  coefficiens. 

( 5 3 8"  ) Soit  p le  nombre  de  ces  coefficiens , & n le  nombre 
des  termes  de  lequation-lomme  , que  l’anéantiflement  de  ces 
coefficiens  peut  faire  difparoître.  L’équation-fomme  fournira  donc 
un  nombre  n d’équations  qui  ne  renfermeront  qu’un  nombre  p 
de  coefficiens  indéterminés.  Suppofant  donc  tous  ces  coefficiens 
égaux  à zéro  , on  aura  déjà  fatisfait  à un  nombre  n d’équations 
fournies  par  l’équation-fbmme , & la  forme  des  polynomes-multi- 
plicateurs fera  la  précédente  , tronquée  des  termes  dont  les  coëfi- 
iîciens  viennent  d’être  fuppofés  égaux  à zéro.  Mais  cette  forme  ne 
fera  pas  encore  la  véritable. 

On  examinera  de  nouveau , s’il  n’exifte  pas  encore  un  nombre  n' 
d’équations  partielles  de  l’équation-fomme  , qui  ne  contiennent 
qu’un  nombre  p'  < n!  de  coefficiens  indéterminés  ; & on  fe 
conduira  à leur  égard  , comme  ci-devant  , jufqu’à  ce  que  le 
nombre  des  coefficiens  reflans  dans  l’équation  - fomme  , foit  plus 
grand  que  le  nombre  total  des  termes  de  cette  équation-fomme  , 
diminué  du  nombre  de  ceux  qui  ne  renferment  que  l’inconnue 
qu’on  veut  conferver , & qu’en  même  temps  ces  coefficiens  loient 
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tellement  liés  par  ccs  équations , qu’aucun  ne  puifle  être  déterminé 
indépendamment  des  autres. 

( 5 3 9-)  Bien  entendu  que  dans  cet  examen,  on  aura  égard 
au  nombre  des  équations  arbitraires  que  l’on  a , par  la  connoif- 
fance  du  nombre  des  coëfïiciens  inutiles  des  polynomcs-multipli- 
cateurs.  Par  exemple,’  fuppofant  que  l’on  ait  laifTé  fubfifler  tous 
les  cocfliciens  des  différens  termes  que  comprend  la  forme  que 
l’on  a choifie  pour  les  polynomcs-multiplicateurs , on  examine- 
roit,  s’il  n’y  a pas  dans  l’équation-fomme  un  nombre  q de 
termes  qui,  avec  le  nombre  q'  d’équations  arbitraires,  corref- 
pondant , fournifle  un  nombre  n d’équations  plus  grand  que  le 
nombre  p de  coëfïiciens  qu’elles  renferment  au  total.  Ou  bien 
on  commencera  par  anéantir  dans  les  polynomes-niultiplicateurs , 
tous  les  coëfficiens  inutiles,  6c  enfuite  on  examinera  purement 
ôt  Amplement  , fi  l’équation -fomme  ne  fournit  pas  plufieurs 

trouppes  d’équations  dont  le  nombre  foit  plus  grand  que  celui 
es  cocfliciens  qu’elles  renferment. 

(y 40.)  s’il  arrivoit  qu’après  l’exécution  de  ce  que  nous 
venons  de  prefcrire  , le  nombre  des  équations  données  par  le  nom- 
bre total  aes  termes  qui  reftent  à faire  difparoître  dans  l’équation- 
fomme,  fut  plus  grand  encore  que  le  nombre  des  coëfïiciens 
rpftanffTp-r-.»— G>m\r  |in^  yirfnvp  gnp  l’on  a pris  une  forme  trop 
peu  élevée.  Mais  il  y a un  moyen  généralement  fùr  d’éviter 
cet  inconvénient  : le  voici. 

( 541.)  On  prendra , généralement , pour  polynomes-multi- 
plicateurs  , des  polynomes-complets  tels  que  la  dimenfion  totale 
de  l’équation-fomnie  foit  la  même  que  fi  les  équations  propofées 
étoient  toutes  des  équations  complettes.  Alors  il  eft  bien  fûr 
que  les  polynomes-niultiplicateurs  cherchés  , ne  peuvent  être 
que  les  débris  de  ces  polynômes  - multiplicateurs  généraux. 
L’examen  que  nous  venons  de  prefcrire , ne  fera  donc  que  leur 
ôter  des  termes  fuperflus  , 6c  jamais  aucun  d’utile.  Au  lieu  qu’en 
prenant  une  forme , ou  d’une  dimenfion  inférieure  à celle  que 
nous  venons  de  prefcrire , ou  incomplette  d’une  manière  quel- 
conque, il  pourroit  arriver  que  la  mutilation  que  cette  forme 
incomplette  fuppoferoit , ne  fut  pas  légitime.  Celle  au  contraire 
qui  arrivera  par  l’examen  que  nous  prefcrivons , étant  faite 
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d’après  l’état  de  la  queftion  , & fur  des  polynômes  qui  com- 
prennent néceflairement  ceux  dont  il  s’agit , ne  peut  manquer 
d’être  légitime. 

( J42-)  Une  fois  arrivés  à avoir  dans  l’équation-fomme  , 
plus  de  coëfficiens  indéterminés  qu’il  n’y  a de  termes  à faire  difi 
paraître  , il  refte  à favoir  l’emploi  légitime  qu’on  pourra  faire 
des  coëfficiens  furnuméraires , & par  conféquent  arbitraires. 

Pour  diftinguer  ces  derniers  d’avec  les  coëfficiens  arbitraires  que 
nous  avons  confidérés  jufqu’ici , nous  appellerons  coëfficiens  ar- 
bitraires generaux  ceux  qu’on  eft  toujours  en  état  de  faire  difpa- 
roître  dans  les  polynomes-multiplicateurs , à l’aide  des  équations 
propofées.  En  prenant  , comme  nous  le  preferivons  ici , des 
polynômes  complets  pour  polynomes-multiplicateurs , le  nombre 
des  coëfficiens  arbitraires  généraux  eft  le  même  que  fi  les  équa- 
tions propofées  étoient  complettes. 

Nous  appellerons  coëfficiens  arbitraires  particuliers  ceux  qui  ne 
font  arbitraires  que  parce  que  l’équation  - fomme  n’a  pas  tous 
les  termes  qu’elle  aurait , fi  toutes  les  équations  étoient  com- 
plettes. 

( 5430  Cela  pofé  pour  déterminer  le  nombre  des  coëfficiens 
arbitraires  particuliers  ou  le  nombre  des  équations  arbitraires  par- 
ticulières, on  commencera  par  examiner  combien  dans  l’équation- 
fomme  , il  y a de  termes  de  moins  à faire  difparoître , qu’il  n’y  en 
aurait  fi  les  équations  propofées  étoient  complettes , & combien 
fur  ce  nombre  total  il  y en  a qui  appartiennent  à chaque  dimenfion. 
Il  y aura  autant  de  coëfficiens  arbitraires  particuliers  , qu’on  trou- 
vera de  pareils  termes. 

On  cherchera  enfuite  les  termes  de  l’équation-fomme , qui , eu 
égard  au  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  , ne  renferment  ou 
ne  font  cenfés  renfermer  qu’un  nombre  de  coëfficiens,  moindre 
que  le  nombre  de  ces  termes.  Soit  n le  nombre  de  ces  termes , 
& p le  nombre  de  ces  coëfficiens  ; en  fuppofant  ceux-ci  égaux 
à zéro , on  fatisfait  donc  à n équations  ; on  fait  donc  difparoître 
n — p de  termes  au-delà  du  nombre  de  coëfficiens  qu’on  a 
employés  ; on  en  conclura  qu’il  faut  compter  un  nombre  n — p 
de  coëfficiens  arbitraires  particuliers , de  plus , dans  l’équation- 
fomme. 
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On  continuera  cet  examen , jufqu’à  ce  qu’il  ne  fe  trouve  plus 
de  termes  à faire  difparoître  qui  ne  renferment  plus  de  coëfficiena 
qu’il  n’y  a d’équations  pour  les  déterminer  ; 6c  tenant  compte  , 
à mefiire , du  nombre  d’équations  arbitraires  particulières  que  cet 
examen  fournira  , on  emploiera  enfuite  celles-ci  à abaiffer  l’é-. 

3uation  , lorfqu’elle  en  fera  fufceptible  ; mais  cet  abaiffement 
oit  être  , non  pas  une  condition  impofée  arbitrairement  , 
mais  une  fuite  de  remploi  des  équations  arbitraires  : c’ell  ce  que 
nous  allons  développer  par  des  exemples. 

( 5440  Nous  avons  ( 28;  ) calculé  l’équation  finale  réfultante 
de  deux  équations  de  la  forme  (x .. . 2)1  = o.  Suppofons  qu’il 
manque  à ces  deux  équations  les  termes  de  la  dimenfion  1 ; c’eft- 
à-dire , qu’ elles  foient  de  la  forme 

a x1  ■+■  byx  -+-  c y 1 = O 
+ / 

Pour  connoître  fi  l’équation  fera  fufceptible  d’abaifiement , ou 
fi  les  polynomes-multiplicateurs  peuvent  être  d’une  forme  plus 
ftmple  que  la  forme  générale,  je  forme  l’équation-produit  qui 
fera  de  cette  forme 

\ 

**  1 ^ if  x I v .4-  A c X lyx  ■+•  B c x y'  Cty*  = « 

-4-  B a B b C b 

H-  C a 

-4-  Dax'  -+-  Dix'y  -4-  Dcxy 1 -4-  Zcy  » 

-(-  E a -+-  E b 

-4-  Fax1  -+-  F b x y -4-  F t y1 

H-  fA  -4-  / B -+-  fC 

-4-  f D x -4-  f£y 

+ fF 

Comme  cette  équation  eft  complette , je  conclus  qu’il  n’y  a 
aucun  coefficient  arbitraire  particulier,  mais  feulement  un  coef- 
ficient arbitraire  général , coefficient  que  nous  favons  d’ailleurs 
pouvoir  être  pris  indiftinctement  dans  telle  dimenfion  qu’on 
voudra. 
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Mais  en  obfervanc  les  termes  y4,  x'y,  xy',y',  & y je  vols  que 
les  équations  que  leur  anéantiffement  donnera , ne  contiennent 
que  fix  cocfficiens  indéterminés  C ,C';  D ,D';  E , E'  ; donc  à 
caufe  de  l’équation  arbitraire  générale , on  aura  fix  équations 
qui  ne  renfermeront  que  ces  fix  cocfficiens  ; on  pourra  donc  fuppofer 

C = o , C‘  = o,  D = o y D'  = o , E = o , £'=  o, 

La  forme  des  polynomes-multiplicateurs  peut  donc , en  effet , 
être  plus  fimple  que  la  forme  générale  , 6c  telle  que  voici 

A x1  -H  B xy A'xx  h-  Bxy 

-h  F -+-  F1 

En  forte  que  celle  de  l’équatipn-lbmme  fe  réduit  à 

A ax*  -f-  Abx'y  •+•  A cx‘yx  Bcxy'  = • 

■+*  J3  a 4-  S b 

4-  Fax1  4-  F bxy  4-  Fcy\ 

*+■  fA  4-  fB 

+ fF 

qui  conduit  à l’équation  finale 

r Cac’)*  (tc-).(tf)xx  ( cf ;* 

(bc’)  I 

l-(aV).(bc')  - z(ac').(cf) 

dont  le  faêleur  (b  d ) indique  le  cas  où  l’équation  peut  être 
abaiffée. 

•(  5450  Suppofons  que  les  équations  propofées  foient  de  la 
forme 

a x*  -+-  b x y = o 

*+-  / 

Et  qu’ignorant  la  forme  que  les  poly nomes-multiplicateur* 
doivent  avoir , ainfi  que  le  degré  de  l’équation  finale,  nous  em- 
ployaffions  la  même  forme  de  polynomes-multiplicateurs  que  fi 
les  équations  étoient  complettes. 

Pour  déterminer  la  véritable  forme  des  polynomes-multipli- 
cateurs , &.  le  vrai  degré  de  l’équation  finale , j'examine  la  forme 

de 
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de  l’équation-fomme  qui  eft  la  fuivante 

Aax ♦ 4-  Abx'y  4-  £ b x'y1  4;  Cbxy>  — », 

4-  £ a 

4-  Dax'  4-  Dbx'y  4-  Ebxy * 

• 4 - E a 

4-  Fax 1 4-  Fbxy  4-  fCyx 

4-  f A 4-  f £ 

4-  fDx  4-  fEy 

Et  je  vois  qu’il  y a , dans  la  plus  haute  dimenfion,  urt  terme  de 
moins  à faire  dilparoître , que  fi  les  équations  propofées  étoient 
complettes  ; il  y a donc , dans  cette  dimenfion  , deux  équations 
arbitraires , c’eft-à-dire  , une  équation  arbitraire  générale , & une 
équation  arbitraire  particulière. 

Je  vois  de  même , que  la  dimenfion  j ayant  un  terme  de  moins 
à faire  difparoître , que  fi  les  équations  étoient  complettes , cette 
dimenfion  donnera  une  équation  arbitraire  particulière. 

Cela  pOflfy  -le»  treii  fonrniec  par  l'anéanti  ITemcnc  des 

termes  x'y , x'y',  xy 1 , & les  deux  équations  arbitraires  qui 
appartiennent  à cette  même  dimenfion,  renfermeront  au  total 
fix  inconnues  ; mais  l’équation  fournie  par  l’anéantifiement  du 
terme  y1,  ne  renfermant  pas  d’autres  inconnues  que  celles-là, 
nous  aurons  donc  fix  équations  entre  ces  fix  coëfficiens  ; chacun 
fera  donc  = o ; on  a donc 

A = o,  A' = o,  B = 0,  B'  = o,  C=  o,  C'  = o, 

, L’équation-fomme  eft  donc  réduite  à 

Dax 1 4-  D b x'y  4-  E h x y*  — o 
4-  E a 

4-  Fax1  4-  Fbxy 

4-  fD  *4 -fEy  » 
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Or  les  deux  équations  fournies  par  l’anéantiffement  des  termes 
x'y,  xy' , & l’équation  arbitraire  qui  appartient  à cette  di- 
mension renfermeront  quatre  inconnues  ; mais  l’équation  fournie 
par  l’anéantiffement  du  terme  y y ne  renfermera  pas  d’autre  in- 
connue ; on  aura  donc  entre  ces  quatre  inconnues  , quatre  équa- 
tions; on  en  conclura  donc  D=  o,  D‘  = o , E=  o,  £'  = o. 

L’équation-fomme  le  réduira  donc  à la  forme 
Fax :*  -4-  Fbxy  = o 

+ fF 

Les  polynomes-multiplicateurs  font  donc  Amplement  F & Fr; 
& l’équation  finale  fe  réduit  au  fécond  degré;  ce  qui  eft , d’ail- 
leurs , évident  à l’inlpetlion  des  équations  propofécs. 

( 5 46.)  Supposons  qu’on  ait  deux  équations  de  cette 
forme  (x  *,  y ' J * = o. 

Nous  favons  ( 6 2 ) que  le  degré  de  l’équation  finale  doic 
être  4 ; & nous  avons  (317)  enfeigné  à trouver  la  forme  la  plus 
fimple  que  puiflent  avoir  les  polynomes-multiplicateurs. 

Mais  conduifbns-nous,  comme  fi  nous  n’avions  aucune  connoiA 
fonce  du  degré  de  l’équation  finale  , ni  de  la  forme  des  poly- 
nomes-muhlplicateurs. 

Je  prendrai  donc  deux  polynômes  complets  du  degré  3x3  — 3; 
c’eft-à-dire  , du  degré  6.  L’équation-fomme  fera  de  la  forme 

(x'yy7/**  o. 

Il  y aura  donc , dans  la  plus  haute  dimenfion , deux  termes 
de  moins  à faire  difparoître  , que  fi  les  équations  propofée9 
étoient  complettes  ; & un  , feulement  dans  la  dimenfion  8. 
Donc  outre  les  coëfficiens  arbitraires  généraux,  il  y en  aura 
trois  particuliers  , dont  deux  appartiendront  à la  dimenfion  9 ,, 
& un , à la  dimenfion  8. 

Cela  pofé  , je  remarque  d’abord  que  l’équation-fomme  aura 
trois  termes  affectés  dey7 , pour  la  deftru&ion  defquels  les  poly- 
nomes-multiplicateurs ne  peuvent  fournir  plus  de  deux  coëfficiens. 
Donc , puifqu’en  fuppofant  ces  deux  coëfficiens  égaux  à zéro  , on 
fait  difparoître  dans  l’équation-fomme , un  terme  de  plus  qu’on 
ne  détermine  de  coëfficiens  , il  s’enfuit  qu’on  acquerre  une 
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équation  arbitraire,  de  plus,  à former  dans  l’équation  fomme  ; 6c 
que  cette  équation  arbitraire  peut  appartenir  indifféremment  à 
l’une  quelconque  des  trois  plus  hautes  aimenfions , 6c  à plus  forte 
raifon  aux  dimenfions  inférieures. 

Les  polynomes-multiplicateurs  font  donc  réduits  à la  forme 
(xi,y,)i , ôc  l’équation-fomme  à la  forme  (xl, y6)’  — o. 

Dans  cette  nouvelle  forme , je  remarque  que  l’équation-fomme 
aura  qüatre  termes  affectés  de  y 6 , pour  la  dcllruêlion  defquels 
les  polynomes-multiplicateurs  fourniffent  feulement  quatre  coëf- 
fïciens  utiles  ; chacun  de  ces  coëfficiens  pourra  donc  être  fup- 
pofé  = o. 

La  forme  des  polynomes-multiplicateurs  fera  donc  réduite  à 
( x6,y*)6 , 6c  celle  de  l’équation-fomme  àfjc*,  y 'J*  = o. 

Dans  cette  forme  il  y aura  cinq  termes  affectés  de  y',  pour  la 
deftruÊtion  defquels  les  deux  polynomes-multiplicateurs  fourni- 
ront fix  coëfficiens  qui  fe  réduifent  à cinq , parce  qu’il  y en  a 
un  qui  eft  du  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  généraux  : on 
n’aura  donc  qu’autant  de  coëfficiens  indéterminés  que  d’équations  ; 
on  pourra  donc  fuppofer  ces  coëfficiens  égaux  à zéro;  la  forme 
des  polynomes-multiplicateurs  fera  donc  réduite  à (x6,  y')  > 
6c  celle  de 'niqudLluii-fDiiiiiiu  ■ ( *»*  ==>  o. 

Dans  cette  nouvelle  forme  de  l’équation-lomme  , il  y aura 
fix  termes  affeêlés  dey* , pour  la  deftruction  defquels  les  deux 
polynomes-multiplicateurs  fourniront , à la  vérité , huit  coëfficiens; 
mais  fur  ce  nombre , il  y aura  deux  coëfficiens  arbitraires  géné- 
raux ; on  pourra  donc  encore  fuppofer  tous  ces  coëfficiens  égaux 
à zéro , 6c  réduire  par  conféquent  la  forme  des  polynomes-mul- 
tiplicateurs à ( x6,y')6 } 6c  celle  de  l’cquation- fomme  à 

(x'>y'y  — °- 

En  continuant  le  même  raifonnement , on  verra  que  la  forme 
des  polynomes-multiplicateurs  peut  être  réduite  à ( x6 , y°)6> 
ou  ( x . . . i )‘ , 6c  celle  de  l’équation-fomme  à(x’,y')s  = o , 
où  il  ne  relie  plus  aucun  coefficient  arbitraire  général. 

Mais  comme  il  nous  relie  quatre  coëfficiens  arbitraires  parti- 
culiers , il  faut  maintenant  les  employer. 

Lll  ij 
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Concevons  d’abord  que  nous  employions  feulement  une  équa- 
tion arbitraire  dans  la  plus  haute  dimenfion  ; cette  équation  avec 
celle  que  donnera  l’anéantiffement  du  terme  x % y , faifant  un 
nombre  d’équations  égal  au  nombre  des  coëfficiens  indéterminés 
quelles  renferment,  ces  deux  coëfficiens  feront  donc  chacun  = o. 
Et  par  conféquent  la  forme  des  polvnomes  - multiplicateurs 
deviendra  (x ...  1 , & celle  de  l’équation  - fomme  fera/ 

(*7>y'f  = o- 

Par  un  raifonnement  (êmblable,  on  voit  qu’en  employant  dans 
celle-ci  une  des  trois  équations  arbitraires  particulières  qui  relient, 
la  forme  des  polynômes  - multiplicateurs  deviendra  f x . . . i J*t 
& celle  de  l’équation-fomme  , ( x6 , y 'J7  = o.  Qu’en  em- 
ployant dans  cette  nouvelle  , une  des  deux  équations  arbitraires 
particulières  qui  relient , la  forme  des  polynomes-multiplicateurss 
deviendra  fx...ij’f  & celle  de  l’équation-fomme  (x1,  y')  • 
Qu’enfin  en  employant  la  dernière  équation  arbitraire  particu- 
lière qui  relie  , la  forme  des  polynomes-multiplicateurs  fera 
( x . . . i)x y & celle  de  l’équation-fomme  ( x*,y')s  = o ; 
où  l’on  voit  qu’en  effet , l’équation  finale  n’eft  que  au  quatrième 
degré  ; & où  les  polynomes-multiplicateurs  les  plus  fimples  , 
font  les  mêmes  qui  réfultent  de  ce  qui  a été  dit  (317). 

(54 70  Suppolons  trois  équations  delà  forme  [x,(y,  ç J'J  = o. 

Nous  avons  déjà  eu  plus  d’une  occafion  de  parler  de  ces 
équations  ; mais  nous  allons  agir , comme  fi  nous  n’avions  au- 
cune connoiffance  fur  le  degré  de  l’équation  finale , ni  fur  la 
forme  des  polynomes-multiplicateurs. 

Prenons  donc  trois  polynomes-multiplicateurs  complets  du 
degré  2x2x2  — 2,  c’efl-à-dire , du  degré  6. 

L’équation-fomme  fera  de  la  forme  [x  , (y  ,\J7Ÿ  = o ; c’eft- 
à-dire,  qu’il  lui  manquera  tous  les  termes  où  y & [ monteroient 
à la  dimenfion  8 , qui  font  au  nombre  de  p.  Nous  avons 
donc  neuf  coëfficiens  arbitraires  particuliers , qui  appartenant  à 
la  plus  haute  dimenfion , peuvent  être  repartis  fiir  toute  autre1 
dimenfion. 

Si  on  confidère  les  termes  où  y & ? montent  à la  dimenfion  7, 
en  verra  que  n’étant  introduits  dans  l’équation  - fomme  que  par 
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les  termes  des  polynomes-multiplicateurs  où  y & ç montent  à 
la  dimenGon  6 , on  verra  que  l’anéantifiement  de  ces  termes  en 
y & ^ de  la  dimenfion  7,  qui  font  au  nombre  de  1 6 , dépend 
de  vingt- un  coëfiiciens  ; mais  comme  il  y en  a neuf  d’arbi- 
traires particuliers  , ainfi  que  nous  venons  de  le  dire  , fi  on 
conçoit  que  fur  ces  neuf  équations  arbitraires  on  en  emploie 
d’abord  feulement  cinq  avec  les  feize  équations  données  par 
l’anéantiflement  des  termes  dont  il  s’agit , on  voit  qu’on  peut 
fuppofer  ces  vingt-un  coefficiens  égaux  à zéro  ; & que  par  confé- 
quent  la  forme  de  l’équation-fomme  fera  [ x }fy  — o ; & 

celle  des  polynomes-multiplicateurs  [ x , (y,  7t)s  ]5  , avec 
quatre  coefficiens  arbitraires  particuliers  de  relie. 

Si , fans  faire  encore  aucun  ufage  de  ces  coefficiens  arbitraires 
particuliers,  on  examine,  comme  nous  venons  de  le  faire  , les 
termes  où  y & [ montent  à la  dimenfion  6 , on  verra  que  , 
déduction  faite  du  nombre  des  coefficiens  arbitraires  généraux  , 
les  polynomes-multiplicateurs  ne  fourniront  qu’autant  de  coeffi- 
ciens qu’il  y a de  termes  à faire  difparoître  ; on  pourra  donc 
fuppofer  égaux  à zéro  tous  les  coefficiens  des  termes  où  y & ^ 
montent  à la  dimenfion  y dans  les  polynomes-multiplicateurs  , 
dont  la  forme  fera  par  conféquent  réduite  à [ x , (y , çj 4 ] , & 
celle  de  lyglrarinn  fiimma  n f y i ( , Z ) ' ]'  = O. 

Un  examen  femblable  pour  les  termes  de  l’équation-lomme , 
où  y & ^ montent  enfemble  à la  dimenfion  y , puis  pour  les 
termes  où  y & £ montent  à la  dimenfion  4 , pour  ceux  où  ils 
montent  à la  dimenfion  3 , enfin  pour  ceux  où  ils  montent  à la 
dimenfion  2 , fera  connoitre  confécutivement  que  la  forme  des 
polynomes-multiplicateurs  peut  être  ramenée  à 

} > £*.0.^' 1 ; t,)”  3 . 

c’eft-à-dire , (x . . . 1 ) 

Préfentcment , comme  il  nous  refte  quatre  équations  arbitraires  ; 
fi  on  conçoit  qu’on  en  employé  feulement  une  dans  la  dimenfion 
fupérieure  de  l’équation-femme  [ x,  (y,  ^)')>  — o;  on  aura 
avec  les  deux  équations  fournies  par  l'anéantiflement  des  termes 
x?y  &.x7£,  autant  d’équations  qu’il  y a de  coefficiens;  chacun 
de  ces  coefficiens  fera  donc  = o , & le  terme  x*  s’en  ira  de  lui- 
même. 
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L’équation-fomme  fera  donc  réduite  à la  forme  [x,  ] ’^=  o, 

& les  polynomes-multiplicateurs , à la  forme  (x . . . i ) 

Si  on  employé  de  même  les  trois  équations  particulières , une 
fur  chacune  des  dimenfions  7 , 6 & y de  l’équation-lbmme  , on 
trouvera  de  même  qu’elle  palTera  fucceflivement  par  les  formes 

= ».  =»■  [•’/j'.îj']  =0, 

& qu’enfin  celle-ci  eft  la  plus  réduite , puifqu’il  ne  relie  plus 
aucun  coefficient  arbitraire. 

Le  plus  bas  degré  de  l’équation  finale  eft  donc  4 , & la 
forme  la  plus  fimple  des  polynomes-multiplicateurs  eft  (x . . . 1) 1 ; 
ce  qui  eft  abfolument  conforme  à ce  que  nous  avons  vu  ( 320 
& 329  ). 

Remarque. 

( J48-)  Nous  avons  dit  ( 234  ) que  quoiqu’on  eut  une  très- 
grande  liberté  pour  la  détermination  des  coëfficiens  arbitraires  , 
elle  n’étoit  cependant  pas  illimitée  ; que , par  exemple , on  n’é- 
toit  pas  le  maître  d’en  déterminer  dans  chaque  aimenfion  de 
l’équation-fomme , au-delà  d’un  certain  nombre  que  nous  avons 
enfeigné  à déterminer. 

Nous  avons  ajouté  qu’avec  cette  attention  de  ne  pas  en  dé- 
terminer dans  chaque  dimenfion  au-delà  du  nombre  preferit , on 
étoit  d’ailleurs  le  maître  de  faire  porter  ces  déterminations  arbi- 
traires fur  tels  termes  de  cette  dimenfion  que  l’on  voudrait  , 
pourvu  que  ces  conditions  arbitraires  ne  contrariaffent  pas  le  but 
qu’on  fe  propofoit. 

Cela  eft  généralement  vrai,  lorfque,  comme  dans  les  équations 
dont  il  étoit  alors  queftion  , les  polynômes  qui  expriment  le 
nombre  des  termes  qu’on  peut  faire  difparoître  , peuvent  , dans 
leur  multiplication  par  les  équations  propofées , fournir  tous  les 
termes  que  renferment  les  polynomes-multiplicateurs.  Mais  lorfcjue 
la  forme  des  polynomes-multiplicateurs  eft  inconnue , Ôc  qu’on 
la  prend  arbitrairement  comme  nous  le  faifons  ici , où  nous  pre- 
nons toujours  des  polynômes  complets  , pour  en  déduire  la 
véritable  forme  ; alors  on  n’eft  pas  le  maître  de  diftribuer  les 
équations  arbitraires  générales,  indifféremment  fur  tel  terme  que 
ce  foit  de  la  dimenfion  à laquelle  elles  appartiennent.  Mais  on 
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peut  toujours  reconnoître  facilement  quels  font  les  termes  qui 
ne  doivent  pas  avoir  part  à cette  diftribution. 

En  effet , pour  favoir  fi  un  coefficient  quelconque  de  l’un  des 
polynômes -multiplicateurs  , peut  être  réputé  du  nombre  des 
coëfficiens  arbitraires  généraux  ; il  faut , dans  le  cas  préfent , 
concevoir  les  équations  qui  peuvent  fervir  à faire  difparoître  des 
termes  dans  ce  polynôme , multipliées  chacune  par  un  polynôme 
complet  dont  le  degré , avec  celui  de  l’équation  , faffe  celui  du 
polynôme  dont  il  s’agit  ; alors  fi  le  terme  dont  on  veut  examiner 
le  coefficient,  eft  compris  dans  ceux  qui  naîtront  de  ces  produits , 
il  peut  être  réputé  du  nombre  des  arbitraires  généraux  ; & au 
contraire  dans  le  cas  contraire. 

Ainfi  , dans  le  dernier  exemple , les  termes  où  y ôc  ^ montent 
à la  dimerifion  6,  dans  les  polynomes-multiplicateurs  complets  , 
n’ont  aucun  coefficient  qui  puifle  Être  réputé  du  nombre  des 
cocfficiens  arbitraires  généraux  ; parce  qu’en  multipliant  les  équa- 
tions propofées  par  des  polynômes  complets  du  degré  4 ; il  ne 
peut  en  réfulter  de  termes  où  y & ^ montent  à la  dimenfion  6 ♦ 

Continuation  du  même  fijet. 

( T 4 9*)  Concevons  deux  équations  à deux  inconnues,  toutes 
deux-  dxtTl«grd_4^jTiais  à qui  il  manque  tous  les  termes  des  di- 
menfions  inférieures  au~degré  3 , ot  que  nous  repréfenterons  par 

(x ...  2)  3 = o.  Et  propofons  - nous  de  déterminer  le  degré  de 
l’équation  finale , & la  forme  la  plus  fimple  des  polynomes-multi- 
plicateurs. 

Je  prendrais  donc , d’abord , pour  polynomes-multiplicateurs, 

deux  polynômes  de  la  forme  (x...2 ou  (x...  2J  11  i 

le  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  généraux  feroit  donc 

N(x...2)%\  & la  forme  de  l’équation  - fomme  feroit 

s 1 16 

( x ...  2 J ) ==  o. 

Puifqu’il  manque  à cette  équation  les  termes  des  dimenfiong 
inférieures  à trois  , il  y a donc  trois  termes  de  moins  â faire 
difparoître , que  fi  les  équations  propofées  étoient  complettes  ; 
nous  avons  donc  trois  coëfficiens  arbitraires  particuliers. 

Mais  la  dimenfion  3 offrira  les  termes  x'y , xy't  & y'  ^ 
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ccft-à-dire  , trois  termes  à faire  difparoître  ; & pour  la  def- 
truêtion  de  ces  termes  on  n'aura  que  les  deux  coëfficiens  que  la 
dimenfion  o des  deux  polynomes-multiplicateurs  y aura  intro- 
duits; donc  fi  on  fuppofe  ces  deux  coëfficiens  égaux  à zéro  , 
on  aura  un  coefficient , ou  une  équation  arbitraire  particulière 

de  plus;  ainfi,  prenant  actuellement  ( x . . . 2 ) 1 pour  la  forme 

des  polynomes-multiplicateurs , celle  de  l’équation-fomme  fera 
|6 

f x ...  2 ) * = o , avec  quatre  équations  arbitraire^,  particulières 
ôc  N (x  ...  2)  * équations  arbitraires  générales. 

La  dimenfion  4 de  l’équation-fomme , donne  quatre  termes  à 
faire  difparoître.  La  dimenfion  1 des  polynomes-multiplicateurs  , 
fournit,  pour  cet  objet,  quatre  coëfficiens  feulement;  chacun  de 
ces  coëfficiens  fera  donc  = o ; ôc  par  conféquent  la  forme  des 

polynomes-multiplicateurs  deviendra  (x ...  2 ^ 1 ; 6c  celle  de 

16 

l’équation-fomme  (x  ...2)  s — o , avec  le  même  nombre 
d’équations  arbitraires  générales  ôc  particulières  que  ci-devant. 

La  dimenfion  y de  l’équation-fomme  , donne  cinq  termes  à 
faire  difparoître.  La  dimenfion  2 des  polynomes-multiplicateurs 
fournit,  pour  cet  objet  , fix  coëfficiens  ; donc  fi  fur  les  quatre 
équations  arbitraires  particulières  que  nous  avons  , on  conçoit 
qu’on  en  employé  une , avec  les  cinq  que  l’on  aura  pour  l’éva- 
nouiflement  des  cinq  termes  de  la  dimenfion  y de  l’équation- 
fomme,  chacun  des  fix  coëfficiens  fera  = o ; 6c  par  conféquent  la 

forme  des  polynômes  - multiplicateurs  deviendra  (x ...  2)  î , 

lé 

ôc  celle  de  l’équation-fomme  (x  ..  .2)  * — o , avec  trois  équa- 
tions arbitraires  particulières  feulement,  6c  un  nombre  d’équa- 
tions arbitraires  générales  — N fx . . . 2 J’. 

Dans  cette  nouvelle  forme  , la  dimenfion  6 de  l’équation- 
fomme  offrira  fix  termes  à faire  difparoître.  La  dimenfion  y des 
polynomes-multiplicateurs,  fournira,  pour  cet  objet , huit  coëf- 
ficiens; comme  la  dimenfion  o du  polynôme  ( x.,.2 )*  qui 
exprime  le  nombre  des  coëfficiens  arbitraires  généraux,  en  fournit 
un  à cette  dimenfion , on  ne  doit  compter  que  fur  fept  coëfficiens 
fournis  par  la  dimenfion  y des  polynomes-multiplicateurs.  Or  fi 
fur  les  trois  équations  arbitraires  particulières  qui  nous  reftent  , 

on 
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on  conçoit  qu’on  en  employé  ici  une  , on  voit  que  chaque 
coefficient  de  la  dimenfion  3 des  polynomes-multiplicateurs , peut 
être  fuppofé  = o ; & que  par  conféquent  la  forme  des  poly- 

II 

nomes-multiplicateurs  fe  réduit  à (x. ..  2)  * , & celle  de  l’é- 

|6  g 
quation-fomme , a (x ...  2 J ? = o , avec  deux  coëfficiens  arbi- 
traires particuliers,  & un  nombre  de  cocfficicns  arbitraires  gé- 
8 

néraux  = N (x . . . 2 ) 1 . 

Préfentement  la  dimenfion  7 de  l’équation-fomme , a fept  termes 
à faire  difparoître.  La  dimenfion  4 des  polynomes-multiplica- 
teurs fournit  dix  coëfficiens , fur  lefquels  la  dimenfion  1 du  poly- 

nome  (x ...  2)  1 en  rend  deux  inutiles  ; nous  avons  donc  encore 
huit  coëfficiens  utiles  ; mais  fi  des  deux  équations  arbitraires  par- 
ticulières qui  nous  relient,  on  conçoit  qu’on  en  employé  une, 
il  n’y  aura  véritablement  que  fept  coëfficiens,  c’eft-à-aire,  autant 
que  de  termes  à faire  difparoître.  Donc  chaque  coefficient  de  la 
dimenfion  4 des  polynomes-multiplicateurs, peut  être  fuppofé  = o; 

& par  conféquent  la  forme  des  polynomes-multiplicateurs  fe 
1 1 1 6 

réduit  à fx...2j  î , & celle  de  l’équation-fomme  à (X...2)  1 = oi 

avec  un  nombre  de  coëfficiens  arbitraires  généraux  = N (3 C...2)  » , 

& tnT-cofiwaiif  arhii-rairf  particulier. 

Dans  cette  nouvelle  forme , la  dimenfion  8 de  l'équation-fomme 
donne  huit  termes  à faire  difparoître.  La  dimenfion  y des  poly- 
nomes-multiplicateurs donne  douze  coëfficiens , fur  lefquels  la 
dimenfion  2 du  polynome-multiplicateur  en  rend  trois  inutiles  ; 
il  en  refte  donc  neuf.  Mais  à caufe  de  l’équation  arbitraire  parti- 
culière qui  nous  refte  , il  n’y  en  a véritablement  que  huit , c’eft- 
à-dire , autant  que  de  termes  à faire  difparoître.  Donc  chaque 
coëfficient  de  la  dimenfion  y des  polynomes-multiplicateurs  peut 
être  fuppofé  = 0.  Donc  la  forme  des  polynomes-multiplica- 
teurs fe  réduit  à (x...2)>>  , & celle  de  l’équation-fomme  à 

(.x . . . 2)  » = o , avec  un  nombre  de  coëfficiens  arbitraires 
t 8 
généraux  = N ( x . . . 2)  J . 

C’eft-là  la  dernière  réduélion  dont  eft  fufceptible  la  forme  des 
polynomes-multiplicateurs , & par  conféquent  celle  de  l’équation- 
e . Mm  ni 
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fomme.  Car  fi  on  examine  la  dimenfion  9 de  l’équation  - foninie , 
comme  nous  venons  de  faire  les  dimenfions  inférieures , on  verra 

3 u 'elle  donne  neuf  termes  à faire  difparoître.  Que  la  dimenfion  S 
es  polynômes -multiplicateurs  donne  quatorze  coëfficiens,  fur 

lefquels  la  dimenfion  3 du  polynôme  (x . . . 2)  5 en  rend  quatre 
inutiles  ; il  en  relie  donc  dix.  Et  comme  il  n’y  a plus  aucune 
équation  arbitraire  particulière  , le  nombre  des  coëfficiens  utiles 
excédant  le  nombre  des  termes  à faire  difparoître , on  n’ell  plus 
autorifé  à fuppofer  ces  coëfficiens  égaux  à zéro. 

L’équation  finale  eft  donc  toujours  du  degré  1 6 , c’elt-à-dire  , 
a véritablement  feize  racines  ; niais  neuf  de  ces  racines  font 
chacune  = o.  La  difficulté  de  la  folution  de  cette  équation  n’eft 
tout  au  plus  que  du  feptième  degré  ; mais  l’équation  eft  véritable- 
ment du  feizième. 

( J J O.)  Si  on  raifonne  de  môme  fur  les  trois  équations  de  la 

forme  (x . ..3  J*  = o,  on  verra  que  l’équation-fomme  peut  ôtre 

réduite  à la  forme  (x . ..3  J * = o;  ôt  les  polynômes  - multi- 

cateurs  à la  forme  (x ...  3 J * , avec  un  nombre  de  coëfficiens 
...  *t  .18 

arbitraires  généraux  = 3 N(x ...  3 J * — IV  ( x...  3)  1 & fans 
aucun  coëfficient  arbitraire  particulier  de  relie. 

En  forte  que  l’équation  finale  fcia  du  degré  & de  la  forme 

/ x ...  1)  8 =0  ;c’eft-à-dire,  du  degré  27,  avec  huit  racines  = q. 
(SS1-)  En  général  , fi  l’on  a n équations  de  la  forme 

1 t'  «"  «■” 

(x...n)  1=  o,  (x..,n)’  =z  o,  (x...n)‘  = o , ( x...n )•  = o , Scc. 

L’équation-fomme  pourra  toujours  être  réduite  à la  forme 

«'l'Y",  Sic. 

(x . ..  n = 0;  & les  polynômes  - multiplicateurs  à la 

forme 


t f't'V 

r.  Sic.  - 

Pour  Ii  première  équation.. 

,»  t't'  t' 

%nJ*  ' • • 

; - 

t t't"t 

•.&=.  - 

pour  la  leconde 

, t t'ft 
.n)>  • • • 

~#«cc.  - 

t 

\S:c.  - 

pour  la  troUicme.  ......... 

. t Sic.  - 

•■0  ‘ " * 

t 

, Sic.  — 

pour  la  quatrième. ..  

,üc.  — 

1 ••••••«••• • • 
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& ainfi  de  fuite  , avec  un  nombre  de  cocfficiens  arbitraire» 
généraux  dont  l’expreflion,  trop  longue  à tranfcrire , cft  néan- 
moins  très  • facile  à trouver  d’après  tout  ce  que  nous  avons  dit 
jufqu’ici. 


( J J l.)  Nous  avons  pris  d’abord  des  exemples  particuliers* 
des  équations  peu  élevées.  Il  eft  facile  de  voir  que  c eft  pour  ne 

[>as  partager  l’attention  par  la  multiplicité  des  objets;  mais  que 
e procédé  eft  le  même  quelques  foient  les  degrés  des  équations 
& le  nombre  des  inconnues. 


Lorfque  les  équations  ont  une  forme  régulière  , on  peut  tou- 
jours généralifer  ce  procédé,  fans  avoir  l’équation -fomme  fous 
les  yeux  , & trouver  l’expreflion  algébrique  générale  du  degré  de 
l’équation  finale  : c’cft  par  ce  moyen,  par  exemple  , qu’on 
parviendrait  à déterminer  la  forme  la  plus  convenable  aux 
polynômes  - multiplicateurs  des  équations  incomplettes  d’ordres 
quelconques  dont  nous  avons  parlé  ( 181  & fuiv.  ) , & le  degré  de 
l’équation  finale.  La  raifon  pour  laquelle  la  forme  que  nous  avons 
employée  ( 1 8 1 & fuiv.  ) , ne  convient  pas  généralement  , eft 
que  cette  forme  admet  des  termes  qui  donnent  à l’équation- 
fomme  d’autres  termes  dont  la  dcftru&ion  dépend  d’un  nombre 
d’équations  moindre  que  le  nombre  de  ceux-ci.  Cela  indique 
donc  qu’TT'y—a — ptw  ■J.  ..'.«n  mm  asbieealtes  q111'  l’on  n’en  a 
compté  réellement.  Ce  n’eft  donc  qu’en  en  tenant  compte  qu’on 
peut  arriver  à la  véritable  forme  des  polynômes- multiplicateurs, 
& à la  véritable  exprefTion  du  degre  de  l’équation  finale.  Or , 
pour  en  tenir  compte  d’une  manière  qui  ne  puilfe  laifler  aucune 
incertitude , il  faut  ainfi  que  nous  le  prefcrivons , prendre  d’a- 
bord pour  polynomes-multiplicateurs , des  polynômes  complets  , 
de  même  degré  que  fi  les  équations  étoient  complettes;  parcourir, 
comme  nous  venons  de  le  faire , tous  les  différens  termes  qui 
pouvant  difparoitre  les  uns  par  les  autres , peuvent  donner  des 
éeuations  arbitraires  particulières;  faire  pareillement , & avant, 
l’énumération  des  termes  que  l’on  a de  moins  à faire  difparoitre  , 
que  fi  l’équation -fomme  étoit  complette.  Alors  joignant  le 
nombre  des  équations  arbitraires  particulières,  au  nombre  des 
équations  arbitraires  générales  , la  différence  entre  le  nom1  re 
total  des  coëfliciens  des  polynomes-multiplicateurs , & le  nombre 
total  des  équations  arbitraires  tant  générales  que  particulières  , 

Mmm  ij 
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fuffira  toujours  pour  faire  difparoître  les  termes  qui  doivent  dif- 
paroîtrc  dans  lequation  - fomme , c’eft-à-dire , pour  donner  l’é- 
quation finale. 

Or,  lorfque  les  équations  font  déformé  régulière,  on  peut 
toujours  déterminer  algébriquement , tous  ces  différens  nombres 
de  termes , & par  conféquent  avoir  l’exprefiion  algébrique  géné- 
rale du  degré  de  l’équation  finale. 

Et  fi  les  équations  font  de  forme  irrégulière , alors  on  ne  pourra 
point  déterminer  l’expreflion  algébrique  de  ce  degré  , mais  du 
moins  on  pourra  toujours  en  avoir  la  valeur  numérique  : 6c  la 
recherche  du  nombre  des  équations  arbitraires  particulières,  exi- 
gera le  plus  fouvent  l’infpedion  de  l’équation-fomme.  Quant 
aux  équations  arbitraires  générales , leur  nombre  fera  toujours 
facile  à avoir , puifqu’il  eft  le  même  que  fi  les  équations  propo- 
fées  étoient  complettes. 

( 5 53.)  Il  ne  peut  donc  y avoir  aucune  forme  régulière  ou 
irrégulière  d’équations  algébriques  dont , par  les  moyens  expofés 
dans  cet  ouvrage , on  ne  puifle  déterminer  le  véritable  degré  de 
l’équation  finale  , 6c  dont  on  ne  puifle  en  même  temps  afligner 
les  polynomes-multiplicateurs  les  plus  Amples. 

( 554.)  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  ( fuiv.  ) , 
s’applique -de  la  même  manière  aux  équations  duilt  le  nombre  eft 
plus  grand  que  celui  des  inconnues  ; avec  cette  feule  différence 
que  le  degré  des  polynomes-multiplicateurs  au  lieu  d’être  égal  au 
produit  des  expofans  de  toutes  les  équations  propofées  , diminué 
de  l’expofant  ac  l’équation  à laquelle  ce  polynôme  doit  apparte- 
nir ; ce  degré , dis-je,  doit  d’abord  être  déterminé  par  ce  qui  a 
été  dit  depuis  le  n.°  3 3 8 jufqu’au  n.°  y 18,  comme  fi  les  équa- 
tions propofées  étoient  complettes.  Après  quoi  on  détermine  la 
forme  la  plus  fimple  dont  ils  peuvent  être  fufceptibles  , précifé- 
ment  d’après  ce  qui  a été  dit  ( y 34  & fuiv.  ). 

Par  exemple , fi  j’avois  trois  équations  de  cette  forme 

ax1  -4-  b x\y  •+•  cxy\  ■+•  dy*  — a 
■+-  c xy 

je  raifonnerois  ainfi  : fi  les  trois  équations  étoient  complettes  , 
les  polynomes-multiplicateurs  feroient  de  la  forme 
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avec  un  nombre  de  coëfticiens  arbitraires  généraux  = 

3 N (x.. . 2)1  — 9,  dont  fix  peuvent  Être  employés  dès  la 
plus  haute  dimenfion  de  l’équation -fomme. 

Pour  plus  de  facilité  , feignons  d’abord  que  la  dimenfion  2 des 
équations  propofées  eft  complette  ; c’eft-à-dire  , traitons  d’abord 

ces  équations  comme  fi  elles  étoient  de  la  forme  (x . . . 2 J 1 = o. 

L’équation-fomme  eft  donc  de  la  forme  (x  ..  .2) 1 = 0, 
dans  laquelle  il  y a trois  termes  de  moins  à faire  difparoître,  que 
fi  les  équations  propofées  étoient  complettes.  Nous  avons  donc 
d’abord  trois  équations  arbitraires  particulières. 

Dans  la  dimenfion  2 de  l’équation  - fomme , nous  avons  trois 
termes  à faire  difparoître.  Pour  cette  élimination , la  dimenfion  o 
des  trois  polynomes-multiplicateurs  , fournit  trois  coëfticiens  ; 
donc  puifque  le  nombre  de  ces  coëfticiens  eft  précifément  le 
même  que  celui  des  équations  dans  lefquelles  ils  entrent , on  peut 
fuppofer  chacun  = o ; 6c  par  confcquent  réduire  la  forme  des 

4 

polynomes-multiplicateurs  à ( x . . . 2 J 1 , 6c  celle  de  l’équation- 

fomme  à ( x . . . 2)  1 — o,  avec  neuf  coëfticiens  arbitraires  gé- 
néraux, 6c  trois  coëfïiciens  arbitraires  particuliers. 

Ln-dîmcnfinp  3 de  la  nouvelle  équation- fomme  donne  quatre 
termes  à faire  dilparôîCi'ë.  La  lilmmfiuu  1 Jeu  u-ois  puly nomes- 
multiplicateurs  donne  fix  coëfticiens  ; donc  fi  on  conçoit  que 
des  trois  équations  arbitraires  particulières , on  en  emploie  deux  , 
on  pourra  encore  fuppofer  chaque  coefficient  de  la  dimenfion  1 
des  polynomes-multiplicateurs  = o.  La  forme  de  ces  polynômes 

fera  donc  £x  . . . 2 J * ; ôc  celle  de  l’équation  - fomme  fera 
( x ...  2^4  = 0,  avec  neuf  coëfticiens  arbitraires  généraux , 6c 
un  coefficient  arbitraire  particulier. 

La  dimenfion  4 de  l’équation  - fbmme  donne  cinq  termes  à 
faire  difparoître  ; mais  la  dimenfion  2 des  polynomes-multipli- 
cateurs donne  neuf  coëfticiens , fur  lefquels  la  dimenfion  o des 
trois  polynômes  (x.. . 2)'  qui  expriment  le  nombre  des  coëffi- 
ciens  arbitraires  généraux , en  donne  trois  d’inutiles  ; il  en  refte 
donc  fix  ; donc  à caufe  de  l’équation  arbitraire  particulière  qui 
nous  relie  f on  aura  encore  autant  d’équations  que  de  çoëflicien» 
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utiles  de  la  dimenfion  2 des  polynomes-multiplicateurs  ; donc  on 
pourra  fuppofer  ces  coëfficiens  égaux  à zéro  ; la  forme  des  poly- 

4 

nomcs-multiplicateurs  fera  donc  réduite  à (x  . . . 2 J#  , & celle 

de  l’équation-lbmme  à ( x . , . 2)  î = o , avec  fix  coëfficiens 
arbitraires  généraux. 

Dans  cet  état  de  l’équation-fomme , il  y a fix  termes  à faire 
difj  aroître  dans  la  dimenfion  p de  l’équation-fomme.  La  dimenfion  3 
des  polynômes  - multiplicateurs  fournit  douze  coëfficiens , fur 
lefquels  la  dimenfion  1 des  polynômes  qui  expriment  le  nombre 
des  coëfficiens  arbitraires  en  rend  fix  inutiles  ; il  n’y  a donc  en- 
core qu’autant  de  coëfficiens  utiles  que  de  termes  à faire  difpa- 
roître  ; donc  chaque  coefficient  de  la  dimenfion  3 des  polynomes- 
multiplicateurs  , peut  être  fuppofé  = o ; donc  la  forme  des 

polynomes-multiplicateurs  peut  être  réduite  à (x...2  J*  , & 
celle  de  l’équation-fomme  h f x . . . 2J 6 = o,  fans  aucun  coef- 
ficient arbitraire  général  ou  particulier. 

Telle  ferait  la  forme  la  plus  fimple  des  polynomes-multiplica- 
teurs  , fi  la  dimenfion  2 des  équations-propofées  étoit  complette  ; 
mais  par  les  termes  qui  lui  manquent,  il  efl  aifé  de  voir  qu’il 
manquera  à l’équation- Ibmme  les  termes  x 4 & v6;  y aura 
donc^danslc  cas  préfciu,  deux  équations  arbitraires  particulières. 
Le  meilleur  ufage  que  nous  puiffions  en  faire,  efl  de  faire  perdre 
encore,  s’il  eftpoffible,  quelque  terme  , aux  polynomes-multipli- 
cateurs.  Or  pour  la  deflrutlion  du  terme  y7,  par  exemple  , nous 
aurons  une  équation  , qui,  avec  les  deux  équations  arbitraires 
particulières  , permettra  de  fuppofer  égal  à zéro , dans  chaque 
polynome-multiplicateur,  le  coefficient  dey4. 

Mais  comme  les  coëfficiens  qui  entreraient  dans  celui  dey7, 
font  les  mêmes  que  ceux  qui  entreraient  dans  celui  de  xys  ; 
ce  terme  - ci  difparoiffant  par  l’anéantiflement  du  terme  y4  des 
polynomes-multiplicateurs,  il  nous  refie  encore  une  équation 
arbitraire  particulière. 

Pour  l’employer,  je  remarque  que  les  coëfficiens  qui  entreront 
dans  celui  de  x7,  font  les  mêmes  que  ceux  qui  entreront  dans  le 
coefficient  de  x’y  ; les  deux  équations  fournies  par  l’anéantifi 
lèment  de  x7  &.  de  x' y , jointes  à l'équation  arbitraire 
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particulière  qui  nous  relie , permettent  donc  encore  d’anéantir  le 
ternie  x 4 dans  les  polynomes-multiplicateurs. 

Donc  pour  trois  équations  de  cette  forme 

a x*  -b  b x'y  c xy'  -I-  dy ' = o 
•b  exy 

les  trois  polynomes-multiplicateurs  les  plus  (impies  qu’on  puifle 
employer , font  de  la  forme 

Ax'y  -H  Bx'y * ■+■  Cxy1, 

fans  aucun  coefficient  arbitraire  général  ou  particulier. 
L’équation  finale  eft  donc  facile  à calculer. 

Des  Equations  dont  le  nombre  ejl  plus  petit  que  celui  des 
inconnues  quelles  renferment  : nouvelles  obfervations 
fur  les  facleurs  de  l'équation  finale. 

( JJ  J . ) Lorsque  le  nombre  des  inconnues  furpaffe  celui  des 
équations,  l’état  de  la  queftion , n étant  le  nombre  des  inconnues 
& p celui  des  équations  , fe  réduit  à avoir  une  équation  qui 

ne  renferme  m. y ■ , i irrnnniil-t, 

On  peut,  pour  y parvenir  , employer  trois  procédés.  i.°  Le» 
mettre  fous  la  forme  d’équations  qui  ne  renfermeraient  que  p — 1 
inconnues.  Par  exemple , fi  l’on  a deux  équations  de  cette  forme 

a x*  bxy  + cx^  + dy * ey  \ ~b  f £ = o 

H-  gx  4-  h y H- 

+ / 

Et  qu’on  demande  l’équation  en  y & y je  puis  faire 

a = A.  hy  ■+■  Cl  -i-  g = £,  & dy*  -h  cyi  -h  fl'  -h  hy-hki  ■+-  / = C , 

& mettre  les  deux  équations  propofées , fous  la  forme 
A x'  -f-  JS  x — t—  C = o. 

Puis  éliminer  x par  les  moyens  donnés  ( 338  & fuiv.  ). 
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2.0  Mettre  les  équations  propofées  fous  la  forme  d’équations 
qui  ne  renfermeroient  qu’un  nombre  p d’inconnues.  Ainfi  dans 
le  môme  exemple  , je  ferois 

a = A , i = £ , d = C,  CJ  -h  g — D , ej  -h  A = £ , fj1  -+■  * X ■+■  l = F, 
& mettre  les  deux  équations  propofées  fous  la  forme 

A x1  -4-  B xy  -4-  Cyx  = o 
-4-  D x -4-  Ey 
■+•  F 

Et  calculer  par  les  moyens  expofés  ( 28  y ) l’équation  en  y f 
alors  A,  B,  C,  D , E , F étant  des  fondions  de  ç & de 
connues,  leur  fubftitution  dans  l’équation  finale  , donnera  l’é- 
quation cherchée  en  y & ç. 

3°  Enfin  on  peut  employer  les  équations  propofées  , dans 
tout  leur  développement  naturel , & procéder  à l’élimination  de 
p — 1 inconnues , en  employant  des  polynomes-multiplicateurs 
qui  renferment  toutes  les  n inconnues. 

( 5 5 6.)  De  ces  trois  moyens  le  premier  eft,  fans  contredit, 
le  plus  expéditif,  & celui  qui  conduira  à la  relation  la  plus 
fimple  entre  les  n — p -+-  1 inconnues  dont  il  s’agit.  Mais  il 
ne  le  fera  T ainfi  que  nous  l’avons  déjà  o f fer  vif  qu'en  diflimu- 
lant  certains  fadeurs  qui  peuvent  donner  des  connoiflances  plus 
étendues  fur  les  équations  propofées  ; & dans  les  cas  où  ces 
fadeurs  égalés  à zéro , formeroient  une  équation  qui  auroit  lieu  , 
cette  relation  la  plus  fimple  entre  les  n — p -l-  1 inconnues , 
ne  feroit  pas  la  plus  fimple  poflible,  & renfermeroit  quelquefois, 
ainfi  que  nous  l’avons  vu  des  folufions  qui  n’appartiendroienc 
pas  à la  queftion. 

. Ce  premier  moyen,  le  meilleur  pour  la  célérité  du  calcul  , 
n’eft  donc  d'un  ufagc  sûr , qu’autant  qu’on  finira  qu’il  n’exifte 
entre  les  coelficiens  des  équations  aucune  relation  qui  puifle 
donner  lieu  à une  dépreffion. 

( J J 7*)  Le  fécond  moyen  eft,  après  le  premier,  celui  qui 
eft  le  plus  propre  pour  la  célérité  des  calculs.  Il  a de  plus  l’a- 
vantage de  faire  connoître  quelques-unes  des  relations  entre  les 
cuefiiciens,  qui , fi  elles  avoient  lieu  , permettroient  l’abaifiemcnt 
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de  l'équation  finale;  mais  elle  ne  les  fait  pas  connoître  toutes, 
dans  l’application  au  cas  où  il  y a plus  d’inconnues  que  d’équa- 
tions. Développons  cela  par  un  exemple  pris  encore  pour  plus 
de  fimplicité  fur  deux  équations  de  la  forme 

ax'  ■+-  b xy  •+•  c x i -+■  dy'  + 7Î  +/{'=  9 
-+-  gx  -4-  h y -+-  Æ ^ 

•+•  l 

Si  on  met  çes  deux  équations  fous  la  forme 
A x'  B x -4-  C=o 

l’élimination  de  x conduira  à une  équation  en  A,B , C ; A',B\  C', 
laquelle  par  la  fubftitution  des  valeurs  de  A,  B,  Ci  A',  B\  C', 
en  y ôc  ^ , fera  du  quatrième  degré  relativement  ky  fit  à 

C’eft  la  relation  la  plus  fimple  qui  puilfe  exifier  entre  y & 
fi  les  coëfficiens  des  équations  propofees  n’ont  entr’eux  aucunes 
relations  particulières  qui  puiffent  donner  lieu  à une  déprefiion 
de  cette  équation  finale  ; ou  s’il  n’exiftç  point  quelque  valeur 
de  r indépendante  de  x fie  de  y , ou  quelque  valeur  de  y indé- 
pendante de  x 6c  de  qui  puifle  fatisfàire  aux  deux  équations 

proposes. 

Mais  fi  l’un  de  ces  cas  avoit  lieu  , l'équation  finale  en  y ûc  ^ 
ne  ferait  pas  du  quatrième  degré  ; nous  l’avons  vu  ( 2po  ).  Or, 
par  ce  procédé,  on  voit  que  rien  n’en  avertit. 

Mais  fi  nous  mettons  les  équations  propofées , fous  la  forme 

A x1  -f-  B xy  -4-  Cy'  — o 
-H  D x -+•  Ey 
•+-  F 

fie  qu’éliminant  x , nous  calculions  l’équation  en  y,  félon  la 
méthode  que  nous  avons  fuivie  (28 y)  ; alors  l’équation  finale 
en  y,  après  la  fubflitution  des  valeurs  de  A , A' ; B , B ',  &c. 
en  ^ , fera  du  quatrième  de®ré  relativement  à y ; mais  relati- 
vement à elle  fera  du  fixième;  car  cette  équation  finale  fera 
celle  que  donnerait  le  procédé  précédent , mais  avec  un  facteur 
que  nous  avons  examine  ( 2po  ) , fie  qu’en  fe  remettant  fous  les 
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yeux , on  verra  facilement  être  une  fonâion  de  ^ de  la  dimen- 
fion  2.  Or  nous  avons  fait  voir  que  dans  le  cas  où  l'équation 
faire,  en  galant  ce  fadeur  à zéro,  avoit  lieu,  l’équation  finale 
étoit  fijfceptible  d’abaiffement.  Ce  fécond  procédé  , plus  long  à 
la  vérité  , que  le  premier , a du  moins  fur  celui-ci  l’avantage  d’a- 
vertir des  cas  où  le  réfultat  du  premier  donne  des  réponfes  qui 
n’appartiennent  pas  à la  queftion. 

(5^8-)  Mais  ce  fécond  procédé  ne  donne  pas  tous  les  cas 
de  cette  efpèce.  Il  eft  d’autres  cas  qu’il  ne  donne  pas,  mais  feu- 
lement par  le  choix  qu’on  a fait  de  1 Inconnue  ou  des  inconnues 
enveloppées  dans  la  forme  à laquelle  on  a réduit  les  équations 
propofées  ; en  forte  qu’en  variant  ce  choix  , on  trouverait  ces 
autres  cas , par  un  calcul  femblable.  Mais  il  en  eft  encore  d’au- 
tres que  le  fécond  procédé  ne  donne  pas , & ne  peut  donner. 

( S S 9’)  En  effet,  pour  les  cas  de  la  première  efpèce,  il  eft 
clair , dans  l’exemple  actuel , que  fi  au  lieu  d’éliminer  x & y , 
nous  euflions  éliminé  x ôc  ^ ; nous  ferions  arrivés  , par  le 
fécond  procédé , à une  équation  où  ç aurait  monté  au  quatrième 
degré,  &_y  au  fixième;  & qui  aurait  eu,  en  y , un  fa&eur  du 
fécond  degré  qui  aurait  indiqué  deux  valeurs  d ty  qui  peuvent 
fàtisfaire  aux  deux  équations  propofées  indépendamment  de 
x & ^ , cgjmne  le  fàfleur  trouvé  Hanc  le  premier  cas  indique 
deux- valeurs  de  \ qui  peuvent  fatisfaire  aux  deux  propofées  in- 
dépendamment de  x & y : & qui  en  même  temps  eft  tel  que 
s’il  étoit  zéro  indépendamment  de  ^ , il  indiquerait  que  l’équa- 
tion en  y & ^ , peut  être  abaiffée  ; ou  que  fi  on  donne  a £ 
l’une  de  ces  deux  valeurs , l’équation  en  y , peut  être  abaiffée. 
Et  fi  la  différence  du  nombre  des  inconnues  au  nombre  des 
équations  eft  plus  confidérable , on  voit  qu’il  naîtra  encore  une 
infinité  d’autres  cas  que  le  premier  procédé  ne  ferait  pas  connoî- 
tre  , & que  le  fécond  ne  fait  connoître  qu’en  variant  fon  ap- 
plication à chacune  des  formes  qui  peuvent  avoir  lieu  pour  les 
équations  propofées  traitées  par  ce  procédé. 

Or , par  cela  même  qu’il  faut  varier  l’application  du  procédé 
pour  trouver  ces  différens  cas , on  doit  conclure  que  le  procédé 
n’a  pas  une  généralité  analytique  fuffifante , & que  même  les 
variations  que  l’on  employera  , pourraient  bien  laiffer  encore 
échapper  quelques  cas  ; & c’eft  ce  qui  aurait  lieu  en  effet. 
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Car  de  même  que  nous  avons  vu  ( 28 y)  que  l’élimination 
de^  dans  deux  équations  de  la  forme  (x . . . 2 J ' — o,  traitées 
dans  tout  leur  développement,  donnoit  un  fàêleur  qui  eft  une 
fonêlion  de  tous  les  coéfficiens  de  ces  deux  équations , fie  qui , 
lorfqu’il  devient  zéro,  donne  lieu  à l’abaiffement  de  l’équation 
finale  ; de  même  l’élimination  de  * dans  deux  équations  de  la 
forme  fx ...  3)'  = o;  & en  général  l’élimination  de  n — 1 
inconnues  dans  un  nombre  n d’équations  renfermant  un  nombre  p 
d’inconnues  plus  grand  que  n , donnera , lorfqu’on  traitera  ces 
équations  dans  tout  leur  développement , un  fadeur  qui  fera 
fon&ion  de  tous  les  coëfficiens  de  ces  équations  , fie  qui  , 
lorfqu’il  fera  zéro,  fera  connoître  que  l’équation  finale  eft  fuf- 
ceptible  d’abaiflement.  Donc , en  général , pour  être  sur  de  ne 
laifler  échapper  aucun  des  cas  qui  peuvent  avoir  lieu , dans  un 
nombre  donné  d’équations , renfermant  un  nombre  donné  d’in- 
connues , il  faut  traiter  ces  équations  dans  tout  leur  dévelop- 
pement naturel. 

( 560.)  Ainfi,  pour  connoître  tout  ce  qu’il  peut  y avoir  à 
connoître , relativement  à l’équation  finale  réfultante  d’un  nom- 
bre n d’équations  renfermant  p d’inconnues , p étant  > ou  < n , 
il  faut  employer  des  polynomes-multiplicateurs  dans  chacun  def- 
quels  entrent  toutes  ces  inconnues.  Tout  autre  procédé  ne  fera 
connoître  qù~îmc  paille  Ui  «.».  quo  m «f^uatioiw  peuvent  faire 
connoître. 

( 5^1.)  Soient  donc  en  général 

(u...p)‘  = o,  (u...p)t'  = 0 , (u. . .p)‘"  — o,  &c. 

les  équations  propofées  , au  nombre  de  n •<  p.  On  multipliera 
la  première  par  le  polynôme  indéterminé  (u...pJT-‘i  la 
fécondé  par  le  polynôme  (u . . .p)  r“‘' , la  troifième  par  le 
polynôme  (u . . .p)  T~  ’’ , ficc.  fie  de  la  fomme  de  ces  produits 
on  formera  l’équation-lbmme  dans  laquelle  on  fuppofera  égaux 
à zéro  les  coëfficiens  des  termes  affe&és  des  inconnues  que 
l’on  veut  ne  point  avoir  dans  l’équation  finale. 

On  formera  enfuite  dans  l’équation-fomme  autant  d’équations 
arbitraires  qu’il  eft  poffible  de  faire  difparoître  de  termes  dans  le 
premier  polynôme , à l’aide  des  n — 1 dernières  équations  ; 
dans  le  fécond , à l’aide  des  n — 2 dernières  ; dans  le  troifième  , 
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à l’aide  des  n — 3 dernières , &c.  & on  procédera  enfuite  au 
calcul  des  coëfficiens , ôc  par  conféquent  de  l’équation  finale  , 
de  la  même  manière  qu’on  l’a  fait  jufqu’ici. 

Mais  comme  ici  la  valeur  de  T n’eft  pas  déterminée , il  fe  pré- 
fente quelques  obfervations  à faire , qu’il  elt  à propos  de  ne  pas 
omettre. 


La  différence  entre  le  nombre  des  termes  de  l’équation- 
fomme  6c  le  nombre  des  coëfficiens  utiles  des  polynômes  - mul-r 
tiplicatcurs , elt  généralement 


im  N(u...p)T...  ( 


Le  nombre  des  termes  de  l’équation  finale  elt 
N f «...  p — n -+-  1 )T.  Il  faut  donc  qu’on  ait 

N(u...p—  n-h  i)T  > dnN(u...p)T.. * 
c’eft-là  la  condition  à laquelle  T eft  aflujetti. 


&C. 


Mais  cette  condition  ne  détermine  que  la  limite  au-delfous  de 
laquelle  T ne  peut  pas  être  admis.  Elle  n’empêche  pas  qu’on  ne 
puiffe  prendre  pour  T,  telle  quantité  que  l’on  voudra  au-deflus 
de  cette  limite. 

De_plus  jil  n’en  eft  pas  du  cas  de  »«</’,  comme  du  cas  de 
» — p.  Uans  ce  dernier,  toute  valeur  de  T audelfus  de  1 1' t"  &c. 
ne  conduirait  qu’à  donner  à l’équation  finale  des  facteurs  dé- 
terminés qui  n’indiqueraient  ou  que  des  folutions  particulières 
ou  que  des  cas  qui  peuvent  offrir  plus  de  fimpliciré  , foit 
dans  l’équation  finale , fbit  dans  les  polynomes-multiplicateurs  ; 
mais  il  n’en  réfulteroit  aucune  augmentation  dans  le  degré  de 
l’équation  finale. 

Ces  faûeurs  qu’introduirait  la  fuppofition  de  T > t rV'  6cc. 
dans  le  cas  de  n = p , ôc  qui  ne  font  que  des  fon&ions  des  coëffi- 
ciens donnés  des  équations  propofées , feraient  évidemment  des 
fondions  des  inconnues  de  l’équation  finale  fi  on  calculoit  celle-ci , 
dans  le  cas  de  n <p , en  mettant  les  équations  fous  la  forme  d’é- 
quations à n inconnues.  Il  n’eft  donc  pas  étonnant , dans  le  cas  de 
n <Zp,  lorfqu’on  calcule  avec  les  équations  prifes  dans  tout  leur 
développement , que  le  degré  de  l’équation  finale  augmente  avec 
celui  des  polynomes-multiplicateurs , ainfi  qu’on  voit  qu’il  arrivera 
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ici.  C’eft  que  les  équations  propofées  font  fufceptibles  de  fe  trouver 
dans  une  infinité  de  cas  particuliers  exprimés  par  des  fondions  dif- 
férentes des  inconnues  qui  doivent  entrer  dans  l’équation  finale  ; 
& que  l’analyfe  devant  donner  tous  ces  cas  ne  le  peut  faire  par  une 
feule  équation , qu’en  augmentant  le  degré  de  cette  équation. 

Mais  comme  ces  cas  particuliers , ces  folutions  particulières , ne 
font  pas  eflentiellement  liés  entr’eux , il  arrive  que  quelques-uns 
peuvent  être  donnés  par  des  équations  d’un  certain  degré , d’autres 
ne  peuvent  l’être  que  par  un  degré  plus  élevé , & ils  ne  font  pas 
tous  nécelfairement  compris  dans  une  feule  & même  qucftion.  I! 
n’y  a qu’un  certain  nombre  de  folutions  qui  fe  trouvera  toujours 
compris  dans  toutes  les  équations  que  l’on  trouvera , c’eft  celui 
qu’on  auroit,  par  l’équation  finale , trouvé  en  mettant  les  équations 
fous  la  forme  d’équations  à n inconnues,  & dégagée  de  tout  fadeur 
fuperflu.  Quant  aux  autres  folutions  qui  font  ou  des  folutions  par- 
ticulières, ou  des  indices  de  la  pollibilité  d’avoir  une  folution 
générale  plus  fimple  que  celle  qui  réfulte  généralement  du  calcul 
fait  en  mettant  les  équations  fous  la  forme  d’équations  à n incon- 
nues, elles  feront  données  tantôt  par  une  valeur  de  T,  tantôt  par 
une  autre.  Mais  telle  eft  la  raifon  pour  laquelle  le  degré  de  l’é- 
quation finale  eft  un  nombre  indéterminé. 

QpoiqMULen  fait . pour  arriver  à l’équation  finale,  de  la  ma- 
nière la  plus  fimplë , en  calculant  les  Cquaiiuiu  dans  tout  leur 
développement , on  prendra  la  valeur  de  T la  plus  immédiatement 
au-deflus  de  t tl  r"  &c.  & qui  fatisfafte  à la  condition 


N(u...p — «4-  i)T  — 


dntN(u....p)Tl...  ( 


T y 

t.t.i  ,atc.  ) 


Et  pour  pouvoir  dégager  de  cette  équation , l’équation  finale 
générale , celle  qui  renferme  les  folutions  qui  font  efTentiellement 
liées  entr’elles , on  laifiera  fubfifter  dans  le  calcul  quelques-uns  des 
coëfficiens  arbitraires;  & alors,  félon  ce  que  nous  avons  obfervé 
( 487  & fuiv.)  , on  aura  plufieurs  équations  finales  qui  auront, 
toutes  , celle-là  pour  fadeur.  On  l’aura  donc  en  cherchant  leur 
commun  divifeur, 


FIN. 


470 


Extrait  des  Regiflres  de  l'Académie  Royale 
des  Sciences. 

Du  17  Avril  177 j. 

JVI  Eflieurs  d’Alembert,  Dionis  du  Séjour,  & Delaplace  , qui 
a voient  été  nommés  pour  examiner  la  Théorie  générale  des  Équations 
Algébriques,  par  M Bf.zout,  en  ayant  fait  leur  rapport  , l’Académie 
a jugé  cet  Ouvrage  digne  de  fimpreflion  ; en  foi  de  quoi  j ai  figné  le 
préfent  Certificat.  A Paris,  ce  17  Avril  1779. 

Signé , le  Marquis  DE  CONDORCET,  Secrétaire  perpétuel. 


PRIVILEGE  DU  ROI. 

LOUIS,  par  la  grâce  de  Dieu,  Roi  de  France  & de  Navarre:  A nos  araés  8c 
féaux  Confcillcrs  , les  Gens  tenans  nos  Cours  de  Parlement  , Maîtres  des  Re- 
quêtes ordinaires  de  notre  Hôtel,  Grand-Confêil  , Prévôt  de  Paris , Baillifs  Sénéchaux, 
leurs  Lieutenants  Civils , & autres  nos  Jufiiciers  qu’il  appartiendra , Salut.  Nos  bien* 
araés  les  Membres  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  de  notre  bonne  Ville  de 
Paris  , Nous  ont  fait  expofèr  qu'ils  auroient  befôin  de  nos  Lettres  de  Privilège  pour 
l’imprefTion  de  leurs  Ouvrages  : A ces  causes  , voulant  favorablement  traiter  les 
Expodns , Nous  leur  avons  permis  & permettons  par  ces  Préfêntes  - de  faire  imprimer  , 
par  tel  Imprimeur  qu’ils  voudront  choilîr  , toutes  tee  oc  Obfervations 

)~iimilr 1 rm  KeTâtions  annuelles  de  tout  ce  qui  aura  été  fait  dans  les  AfTemblées 

de  ladite  Academie  Royale  des  Sciences  , les  Ouvrages  , Mémoires  ou  Traités  de 
chacun  des  Particuliers  qui  la  compofènt  , & généralement  tout  ce  que  ladite  Aca- 
démie voudra  faire  paraître  , apres  avoir  fait  examiner  ledits  Ouvrages , & jugé  qu’ils 
feront  dignes  de  l’imprefïion  , en  tels  volumes  , forme  , marge  , carafteres , conjoin- 
tement, ou  (éparément , & autant  de  fois  que  bon  leur  femblera  , & de  les  faire  vendre 
& débiter  par  tout  notre  Royaume  , pendant  le  temps  de  vingt  années  c on fécu rives , à 
compter  du  jour  de  la  date  des  Préfêntes  ; dns  toutefois  qu'à  l’cccafîon  des  Ouvrages  ci- 
deflûs  fpccifiés  , il  en  puifTe  être  imprimé  d’autres  qui  ne  (oient  pas  de  ladite  Académie  : 
Faifbns  défends  à toutes  fortes  de  perfônnes , de  quelque  qualité  & condition  qu’elles 
(oient , d’en  introduire  d’impreflion  étrangère  dans  aucun  heu  de  notre  obéiflance  ; comme 
aufli  à tous  Libraires  & Imprimeurs  d’imprimer  ou  faire  imprimer , vendre  , faire 
vendre  , & débiter  lefiits  Ouvrages , en  tout  ou  en  partie  , 5c  d’en  faire  aucunes  traduc- 
tions ou  extraits , fous  quelque  prétexte  que  ce  puilTe  être  , dns  la  permiffion  exprelfe 
& par  écrit  defdits  Expodns  , ou  de  ceux  qui  auront  droit  d’eux;  à peine  de  confié 
cation  defdits  Exemplaires  contredits  , de  trois  mille  livres  d’amende  contre  chacun  des 
Contrevenans;  dont  un  tiers  à Nous,  un  tiers  à l’Hôtel-Dieu  de  Paris,  & l’autre  tiers 
auxdits  Expodns , ou  à celui  qui  aura  droit  d’eux , & de  tous  dépens  , dommages  8e 
intérêts  ; à la  charge  que  ces  Préfentes  feront  enrégirtrées  tout  au  long  fur  le  Rcgiflre 
de  la  Communauté  des  Imprimeurs  & Libraires  de  Paris  , dans  trois  mois  de  la  date 
d’icclles  ; que  l’impreflion  defdits  Ouvrages  fera  faite  dans  notre  Royaume^&  non 
ailleurs,  en  bon  papier  & beaux  caraâeres,  conformément  aux  Réglements  de  U Librairie; 
flu’avam  de  les  cxpolcr  en  vente , les  Manufçrits  ou  imprimes  qui  auront  fervi  de  copie 
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i l'impreffion  dettHrs  Ouvrages , feront  remis  ht  mains  de  notre  très-cher  & féal  Che- 
valier Garde  des  Sceaux  de  France  , le  fieur  Hue  de  Mirombnil  ; qu'il  en  fera 
enfuice  remis  deux  Exemplaires  dans  notre  Bibliothcaue  publique , un  dans  celle  de  notre 
Château  du  Louvre  , Ce  un  dans  celle  de  notre  cher  & féal  Chevalier  Chancelier  de  France, 
le  fieur  de  MAUPeou,&tm  dans  celle  dudit  fieur  Hue  de  Miromenil  ; le  tout  à peine 
de  nullité  defdites  Prcfèntes  : du  contenu  defquelles  vous  mandons  & enjoignons  de  faire 

{‘ouir  lefdits  Expofans  & leurs  ayant  caufê  , pleinement  Sc  paifiolement , fans  fou  fin  r qu'il 
eur  foit  fait  aucun  trouble  ou  empêchement.  Voulons  que  la  copie  des  Préfêntes  qui  fera 
imprimée  tout  au  long  , au  commencement  ou  i la  fin  defdits  Ouvrages , foit  tenue  pour 
duement  fîgnifiée  ; & qu’aux  copies  collationnées  par  l'un  de  nos  amés  & féaux  Conciliera 
& Secrétaires , foi  foit  ajoutée  comme  à l'original.  Commandons  au  premier  notre  Huiflier 
ou  Sergent  fur  ce  requis , de  faire  , pour  l’exécution  d'icelles  , tous  aftes  requis  & né- 
ceflàircs  , fans  demander  autre  permifiion , & nonobftant  Clameur  de  Haro , Chartre  Nor- 
mande , & Lettres  à ce  contraires.  Car  tel  eft  notre  plaifîr.  Donné  à Paris  le  premier 
jour  de  Juillet,  l’an  de  grâce  mil  fèpt  cent  foixame  - dix  - huit , & de  notre  regne  U 
cinquième.  Par  le  Roi  en  fon  ConfciL 

Signé , LE  BEGUE. 

Regiflré  fur  le  Regijlre  XX.  de  la  Chambre  Royale  & Syndicale  des  Imprimeurs  b 
libraires  die  Paris  , N°.  1477»  folio  581 , conformément  au  Réglement  de  17x3  , qui  fait 
déftnfts  , article  4.  à toutes  perfonnes , de  auelque  qualité  au  elles  /oient , autres  que  les 
libraires  O Imprimeurs , de  vendre  , débiter  , faire  afficher  aucuns  Livres  pour  les 
vendre  en  leurs  noms  , foie  qu’ils  s’en  dijent  Us  Auteurs  ou  autrement  i U à la  charge 
de  fournir  à la  fufdite  Chambre  huit  exemplaires  preferits  par  tan . 108  du  même 
Réglement . A Paris  , ce  %o  Août  177 8. 

Signé , A,  M.  L O T T I N l’ainé  f Syndic# 
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